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Vorwort. 


Dieses  Elementarlehrbuch  beschäftigt  sich  mit  der  Integration 
von  gevoöhnliehen  und  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  und  zwar 
zunächst  mit  der  Entwickelung  der  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern 
enthaltenen  Integrationsverfahren  ^  welche  daselbst  als  einzelne  von 
einander  unabhängige  Theorien  dargestellt  zu  werden  pflegen,  während 
sie  hier  als  Ausfluss  aus  einer  aUgemeinen  Methode  auftreten.  Diese 
Methode  giebt  eine  Integrationstheorie  für  alle  Differentialgleichungen, 
wdche  eine  oder  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  ge- 
skttten.  Man  könnte  daher  sagen ^  dass  sie  auf  dem  Principe  der  in- 
finitesimalen Transformationen  beruht^  wobei  jedoch  zu  bemerken  wäre, 
dass  sich  dieses  Priucip  nicht  in  einem  Satze  erschöpfend  aussprechen 
lässt,  dass  es  vielmehr  in  den  verschiedensten  Einkleidungen  auftritt 
und  die  mannigfaltigsten  Anwendungen  gestattet. 

In  ihrem  weiteren  Ausbau  führt  die  Verwertung  der  infinitesimalen 
Transformationen  zu  dem  äusserst  wichtigen  Gruppenbegriff,  indem  es 
auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  eine  Differentialgleichung  mehrere  in- 
finitesimale Transformationen  oder  eine  continuierliche  Gruppe  von 
Transformationen  gestattet.  Es  zeigt  sich  in  diesen  Vorlesungen,  dass 
diejenigen  allgemeinen  Glassen  von  Differentialgleichungen,  welche  die 
älteren  Mathematiker  integrierten,  und  die  in  den  Lehrbüchern  be- 
trachtet werden,  eben  als  die  allgemeinsten  Differentialgleichungen 
charakterisiert  werden  können,  die  gewisse  Gruppen  von  Transforma- 
tionen gestatten.  Somit  kommt  der  moderne  Begriff  der  Differential- 
invarianten,  wenn  auch  in  versteckter  Form,  in  jedem  Lehrbuch  über 
Differentialgleichungen  vor.  In  diesen  Elementarvorlesungen  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung,  sowie  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  in  drei  und  vier  Veränderlichen, 
welche  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestatten.  Für  alle 
diese  Differentialgleichungen- 'eiämckelÄ  wir  gewisse  rationelle  Inte- 
grationstheorien, die  siqh  durch  die  Verwertung  des  Principes  der  in- 
finitesimalen Transformationen  naturgemäss  darbieten.' 


IV  Vorwort. 

Diese  Vorlesungen  haben  auch  insofern  Bedeutung,  als  sie  weiter- 
gehende Studien  vorbereiten.  Unsere  Entwickelungen  geben  nämlich 
dem  Leser  eine  Ahnung  von  der  ausserordentlichen  Fruchtbarkeit  des 
Begriffes  der  infinitesimalen  Transformationen  und  der  von  ihnen  er- 
zeugten Gruppen  für  die  Integrationstheorien  überhaupt.  Viele  unter 
den  speciellen  Anwendungen  dieser  Begriffe  dürften  ebenso  wichtig 
sein  als  gewisse  Theorien,  die  man  heutzutage  mit  dem  Namen  von 
Principen  belegt  So  ordnet  sich  —  um  hier  nur  eine  Anwendung 
zu  nennen,  die  allerdings  im  vorliegenden  Buche  nicht  enthalten  ist  — 
die  ganze  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung dem  Begriff  der  infinitesimalen  Transformationen  unter  und 
dementsprechend  jedes  Problem,  welches  sich  auf  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  zurückführen  lässt,  also  namentlich 
das  allgemeine  Problem  der  Dynamik.  Z.  B.  fliessen  aus  der  nahezu 
selbstverständlichen  Thatsache,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  welche  dem  Problem  der  n  Körper  äquivalent  ist,  die 
Gruppe  der  Bewegungen  des  Raumes  gestattet,  die  Flächensätze  und 
die  ersten  Schwerpunktsintegrale. 

Schliesslich  wird  der  Leser  durch  diese  Vorlesungen  vorbereitet 
zur  Inangriffiiahme  des  allgemeinen  und  ganz  besonders  wichtigen 
Problems,  ein  sogenanntes  vollständiges  System  mit  bekannter  Gruppe  jsu 
integrieren.  Die  allgemeine  Erledigung  dieses  Problems,  auf  das  sich 
sehr  viele  wichtige  andere  zurückführen  lassen,  unter  anderen  die 
Beduction  von  gegebenen  Differentialgleichungen  auf  typische  Formen, 
würde  jedoch  zunächst  das  Studium  der  Theorie  der  TransformaUons- 
gruppen  erfordern. 

Das  Wenige,  was  von  der  Theorie  der  Transformationsgruppen 
in  diesem  Lehrbuche  gebraucht  wird,  ist  ausführlich  von  den  ersten 
Elementen  an  entwickelt.  Daher  kann  und  soll  dies  Werk  dazu 
dienen,  einerseits  die  Bedeutimg  der  Gruppentheorie  klar  m  machen,  an- 
dererseits das  Eindringen  in  dieselbe  in  besonderem  Maasse  zu  erleichtem. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  es  keineswegs  im  Plane  des 
Buches  lag,  nach  irgend  einer  Seite  hin  eine  vom  Standpunkt  des 
Fachmannes  abgeschlossene  Theorie  zu  geben.  Auch  ist  im  Interesse 
der  leichteren  Verständlichkeit  die  Begründung  der  Entwickelungen 
nicht  immer  ganz  streng  gehalten,  und  überdies  wurden  von  vorn- 
herein gewisse  Probleme  und  Theorien  überhaupt  von  der  Betrachtung 
ausgeschlossen,  so  insbesondere  functionentheoretische  Fragen,  wie  die 
nach  der  Existenz  der  Integrale,  ferner  die  Verwertung  der  soge- 
nannten Berührungstransformationen  u«  s.  w.  Dennoch  aber  bildet 
dieses  Werk  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes. 


Vorwort.  V 

Die  in  diesem  Buche  entwickelten  neuen  Theorien  sind,  wo  es 
nicht  anders  bemerkt  wird,  ausschliesslich  Eigentum  Sophus  Lie's 
und  rühren  im  wesentlichen  aus  den  Jahren  1871—74  her.  (Vgl. 
die  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wiss.  zu  Christiania,  Decem* 
ber  1874,  sowie  auch  die  „allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung'^  zweite  Abhandlung,  Math.  Annalen 
Bd.  XI  (1877),  S.  464 ff.)  Allerdings  ist  hervorzuheben,  dass  in 
den  ersten  Publicationen  die  Form  der  Betrachtungen  nicht  immer 
völlig  streng  war,  indem  daselbst  in  der  Hauptsache  mit  den  infini- 
tesimalen Transformationen,  nicht,  wie  es  hier  geschieht,  mit  den  von 
ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  operiert  wurde.  Aber  dies 
betrifft  eben  nur  die  Form,  nicht  die  Ergebnisse,  denn  es  tritt  in 
allen  diesen  Theorien  die  eigentümliche  und  für  die  Bedeutung  der 
infinitesimalen  Transformationen  charakteristische  Erscheinung  zu  Tage, 
dass  Kriterien  j  die  sich  durch  Benutmmg  der  infinitesimalen  an  Stelle 
der  von  ihnen  erzeugten  endlichen  Transformationen  als  notwendig  er- 
geben^  andererseits  auch  wirTclich  hinreichend  sind.  Für  eine  begriffliche 
Auffassung  ist  es  nicht  schwer,  von  vornherein  den  Grund  dieser 
wichtigen  Thatsache  zu  erkennen. 

In  Deutschland  hat  Professor  Lie  zum  ersten  Male  im  Sommer 
1886  über  diesen  Gegenstand  Vorlesungen  abgehalten.  Daran  schloss 
sich  ein  Gyclus  von  Vorlesungen,  zunächst  eine  Einleitung  in  die 
eigentliche  Gruppentheorie,  dann  Vorlesungen  über  Differential- 
invarianten, über  Berührungstransformationen  und  Functionengruppen 
sowie  über  die  geometrische  Theorie  gewisser  Berührungstransforma- 
tionen.  Seither  hat  sich  dieser  Cyclus  mehrere  Male  wiederholt. 
Während  dieser  Zeit  erschienen  die  beiden  ersten  Bände  des  grossen 
Werkes:  Sophus  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen^  Abschnitt  I 
und  II,  bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  F.  Engel  (Leipzig  1888  und 
1890),  das  in  erster  Linie  für  Fachmänner  berechnet  ist  und  daher 
weniger  zur  eigentlichen  ersten  Einführung  der  Studierenden  in  die 
Gmppentheorie  geeignet  erscheint.  So  entstand  das  Bedürfnis  nach 
einem  einleitenden  Werke,  zumal  da  die  einzelnen  Lie' sehen  Abhand- 
lungen über  diese  Gegenstände  in  verschiedenen  Zeitschriften  zerstreut 
sind  imd  den  Anfangern  viele  Schwierigkeiten  bereiten.  Im  Gegen- 
satze zu  jenem  Werke  über  die  Theorie  der  Transformationsgruppen 
wurde  also  in  dem  vorliegenden  ein  ganz  besonderes  Gewicht  auf  die 
pädagogische  Brauchbarheit  des  Buches  gelegt^  und  deshalb  wurde  für 
den  Vortrag  der  neuen  Theorien  eine  etwas  breite,  vielleicht  hie  und 
da  etwas  zu  breite  Art  für  gut  befunden.  Einzelne  schwierigere,  für 
das  Verständnis  des  Folgenden  aber  nicht  nötige,  sowie  andere  weiter- 
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gehende  Entwickelungen  oder  nebensächliche  Bemerkungen  wurden 
deshalb  auch  durch  kleineren  Druck  als  beim  Lesen  überschlagbar 
gekennzeichnet.  Ferner  sind  überschlagbar  namentlich  auch  gewisse 
Abschnitte,  welche  Antvendungen  auf  Probleme  der  Flächenthearie  be- 
treffen und  nur  für  solche  Leser  berechnet  sind,  die  schon  die  Haupt- 
lehren der  Flächentheorie  kennen.  Wenn  irgendwo,  so  ist  es  zum 
Studium  dieses  Buches  von  besonderem  Nutzen,  alles  Erlernte  sogleich 
an  Beispielen  praktisch  zu  üben,  und  daher  sind  zahlreiche  Vhungs- 
leispiele  eingeschaltet  worden.  Auch  hier  bleibt  es  natürlich  dem 
Ermessen  des  Lesers  überlassen,  zu  entscheiden,  wieviele  dieser  Bei- 
spiele er  durchzurechnen  für  nötig  erachtet. 

Durch  diese  Vorkehrungen  wurde  erreicht,  dass  die  Vorkenntnisse, 
die  das  Studium  des  Werkes  voraussetzt,  auf  ein  geringes  Maass  zu- 
rückgeführt werden  konnten.  Das  Buch  ist  für  Studierende  etwa  im 
vierten  Semester  berechnet,  welche  eine  gründliche  Vorlesung  über 
Differential-  und  Integralrechnung  gehört  haben  und  demnach  auch 
mit  dem  Begriff  des  Integrals  einer  Differentialgleichung  schon  ein 
wenig  bekannt  geworden  sind.  Für  das  leichtere  Verständnis  ist  es 
nützlich,  aber  keineswegs  notwendig,  dass  dem  Leser  die  Anwendung 
einfacher  geometrischer  Vorstellungen  in  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung einigermaassen  geläufig  sei. 

Dass  das  Werk  auch  Fachmännern  mancherlei  Interessantes  dar- 
bietet, liegt  schon  in  seiner  eigenartigen  Methode.  Hoffentlich  kann 
diesem  Bande  recht  bald  ein  zweiter,  die  eigentliche  Gruppentheorie 
betreffender,  übrigens  aber  wie  dieser  durchaus  selbstständiger  Band 
folgen.  Vereinigt  werden  diese  Werke  das  Eindringen  in  die  ab- 
stracte  Theorie  der  Transformationsgruppen  recht  erheblich  erleichtern. 
In  dieser  Hinsicht  leisten  schon,  wie  zu  hoffen  steht,  die  vorliegenden 
Vorlesungen  recht  viel. 

Schliesslich  noch  einige  Worte  über  meinen  eigenen  Anteil  an 
diesem  Werke:  Ende  Juli  1890  forderte  mich  Herr  Professor  Lie 
auf,  diese  Bearbeitung  zu  übernehmen.  Da  ich  seit  seiner  Berufung 
nach  Leipzig  (1886)  beständig  mit  den  Lie'schen  Theorien  beschäftigt 
gewesen  und  immer  in  personlichem  Verkehr  mit  meinem  hochver- 
ehrten Lehrer  geblieben  bin,  war  es  mir  möglich,  auf  Grund  eines 
zum  Theil  recht  knappen  Entwurfes  von  Lie's  Hand  diese  Vor- 
lesungen in  seinem  Sinne  auszuarbeiten.  Dabei  gereichten  vielfache 
mündliche  Besprechungen  mit  ihm  der  Bearbeitung  zum  Nutzen. 
Meine  Thätigkeit  bestand  uaturgemäss  wesentlich  in  der  selbständigen 
Anordnung  und  ausführlichen  Darstellung  der  Entwickelungen  sowie 
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in  der  Auswahl  und  Berechnung  der  Übungsbeispiele;  mit  denen  zu 
sparen  ich  nicht  für  gut  hielt;  da  ich  aus  eigener  Erfahrung  weisS; 
wie  nützlich  gerade  in  diesen  Theorien  die  Beispiele ;  und  seien  sie 
noch  so  trivial;  dem  Anfanger  sind.  Einige  wenige  Stellen,  an  denen 
ich  eine  neue  Bemerkung  oder  Entwickelung  in  die  Lie'schen  Theorien 
dieses  Buches  einzuschalten  für  gut  fand;  sind  besonders  gekennzeichnet 
worden. 

Ich  schliesse  das  Vorwort  mit  meinem  wärmsten  Danke  gegen 
meinen  hochverehrten  Lehrer  für  seine  Aufforderung;  diese  Vorlesungen 
zu  bearbeiten;  sowie  für  seine  mir  dabei  unermüdlich  gewährten  Rat- 
schläge. Mochten  diese  Vorlesungen  zur  Verbreitung  der  Li e' sehen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  das  Ihre  beitragen. 

Leipzig;  im  Juni  1891. 

Georg  Scheffers. 
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INFINITESIMALEN  TRANSFORMATIONEN. 


Abteilung  I. 

Die  Begriffe:     Infinitesimale  Transformation  nnd  eingliedrige 
Gruppe  in  der  Ebene. 

Die  älteren  Untersuchungen  über  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen^  wie  man  sie  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern  findet,  bilden 
kein  systematisches  Ganzes.  Man  entwickelte  specielle  Integrations- 
theorien z.  6.  für  die  homogenen  Differentialgleichungen,  für  die  linearen 
Differentialgleichungen  und  andere  specielle  integrable  Formen  von 
Differentialgleichungen.  Es  war  aber  den  Mathematikern  entgangen, 
dass  diese  speciellen  Theorien  sich  unter  eine  allgemeine  Methode 
unterordnen  lassen.  Das  Fundament  dieser  Methode  ist  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  und  der  damit  auf  das  engste  zu- 
sammenhängende Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe.  Die  gegenwärtige 
erste  Abteilung  ist  einer  eingehenden  Erläuterung  und  Untersuchung 
derselben  und  zwar  für  den  Fall  der  Ebene  oder  zweier  Veränderlicher 
gewidmet. 


Kapitel  1. 

Beispiele  von  Ornppen  von  Pnnkttransformationen. 

Bevor  wir  damit  beginnen,  die  Begriffe,  auf  welche  sich  unsere 
Behandlung  der  Differentialgleichungen  stützen  soll,  zu  definieren,  er- 
scheint es  uns  zweckmässig,  dieselben  an  einigen  Beispielen  sehr  ein- 
facher Natur  zu  erläutern.  Wir  werden  dabei  sehr  ausführlich  zu 
Werke  gehen. 

§  1.     Sin-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen. 

Ein  erstes  Beispiel  ist  dies:  Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller 
Punkte  der  Ebene  und  denken  uns  auf  dieselben  eine  Verschiebung 
am   eine   gewisse    Strecke   nach    einer   gewissen   Richtung   hin,    eine 

Lie,  BifferoDtialgleicbtiQgen.  1 
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Translation,  sogenannte  Translation,  ausgeübt.  Dadurch  wird  jeder  Punkt  der  Ebene 
in  einen  anderen  übergefülirt.  Legen  wir,  um  das  analytisch  darzu- 
stellen, die  o^'Axe  des  Cartesischen  Coordinatensystems  in  die  Richtung 
der  YersT^hiebung  und  ist  a  die  Strecke,  um  welche  alle  Punkte  der 
Ebene  verschoben  werden  sollen,  so  geht  der  Punkt  {x,  y)  in  den  Punkt 

x^  =  x  +  a,    Vi^y 
über.     Der  Strecke  a  können  wir  natürlich  alle  möglichen  constanten 
Werte  von  —  oo   bis   +  oo  beilegen,  und  dadurch  erhalten   wir  oo* 
verschiedene*)   Translationsbewegungen,    welche   alle   nach   derselben 
oder  nach  der  gerade  entgegengesetzten  Richtung  hin  stattfinden. 

Führen    wir   nun   zwei   derselben   nach  einander  aus:    Die  erste 
Translation  um  die  Strecke  a  führt  den  Punkt  (rr,  y)  über  in  den  Punkt 

x^  =  x  +  a,    y,  =  yy 
die  darauf  folgende  zweite  Translation  um  die  Strecke  a^  führt  den 
neuen  Punkt  (x^^y^)  weiter  bis  zur  Stelle 

^2  =  ^i  +  «n  y2  =  yn 

die  mit  den  beiden  vorigen  auf  einer  Parallelen  zur  x-Axe  liegi  Der 
Obergang  aus  der  Anfangslage  (x,  y)  in  die  Endlage  (arg,  ^2)  ^S'tte 
offenbar  auch  durch  eine  einzige  Translation  um  die  Strecke  a  -{'  a^ 
geleistet  werden  können  und  zwar  gleichzeitig  für  alle  Puvikte  der 
Ebene.  Auch  analytisch  geht  dies  hervor,  da  aus  unseren  Gleichungen 
durch  Elimination  der  Zwischen  werte  x^y  y^  folgt: 

x^  =  x  +  a-\r  «1,    yg  =  y- 
Dieses  ganz  einfache  Ergebnis  können  wir  so  aussprechen: 

Die  Beihenfolge  zweier  Translationen  aus  der  Schar  der  Translationen 
x^  =  x  +  ay    yi  =  y 

ist  (hinsichtlich  ihres  Endergebnisses)  äquivcdent  mit  einer  einzigen  Trans- 
lation aas  derselben  Schar. 
Eingliedrige  Aus  dicscm  Gruude  nennen  wir  jene  Schar  insbesondere  eine 
Trans-  CrTuppc  von  Translütioncn,  Sie  enthält  einen  (willkürlichen)  Parameter  a 
und  daher  00^  verschiedene  Translationen.  Sie  wird  deshalb  auch  eine 
eingliedrige  Gruppe  genannt. 


*)  Eine  solche  Ausdrucksweise  benutzen  wir  häafig:  Wenn  ein  Gebilde  von 
n  Parametern  (willkürliclien  Constanteii)  abhängt,  von  denen  keiner  überzählig  ist, 
so  nimmt  das  Gebilde  00»  verschiedene  Lagen  an,  wenn  die  Parameter  variieren. 
So  giebt  es  z.  B.  auf  der  Geraden  00*,  in  der  Ebene  oo*,  im  Räume  00'  Punkte, 
denn  die  Lage  des  Punktes  hängt  von  bez.  1,  2,  3  Parametern  (Coordinaten)  ab. 
Femer  giebt  es  in  der  Ebene  CX)'  Kreise,  da  zur  Bestimmung  des  Kreises  drei 
Grössen  (z.  B.  die  beiden  Mittelpunktscoordinaten  und  der  Radius)  genügen,  u.  s.  w. 


Ein-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  TranslationeD. 


Bisher  baben  wir  angenommeD,  die  Translationen  sollten  sämtlicb 
in  derselben  Richtung  stattfinden.  Jetzt  wollen  wir  überhaupt  alle 
Translationen  in  der  Ebene  ins  Auge  fassen.  Wir  unterwerfen  also 
alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  einer  Verschiebung  um  ein  und 
dieselbe  Strecke  nach  ein  und  derselben  Bichtung  hin.  Indem  wir 
nicht  nur  der  Grösse,  sondern  auch  der  Richtung  der  Verschiebung 
alle  möglichen  bestimmten  Werte  beilegen,  ergiebt  sich  so  eine  Schar 
von  Translationen,  welche  die  oben  betrachtete  umfasst  Eine  be- 
liebige dieser  Translationen  föhrt  den  Punkt  (rr,  y)  der  Ebene  über 
in  den  Punkt 

Xi  =  x  +  ay    y^-=-y  +  ly 

wo  a  und  h  zwei  beliebige,  aber  für  alle  Punkte  (a;,  y)  der  Ebene 
gleichbleibende  Werte  haben.  Auch  hier  lassen  wir  einer  ersten  Trans- 
lation, welche  die  Punkte  {Xj  y)  nach  den  Stellen  (x^y  y^)  führt,  eine  zweite 


'^^^V 
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folgen,  welche  die  neuen  Punkte 
(^i>  ^i)  D*cl^  ^®^  Stellen  (a^y  y^) 
geleitet,  xmd  es  ist  augenscheinlich, 
dass  wir  auch  durch  eine  einisige 
Translation  alle  Punkte  {x,  y)  in 
die  Punkte  {x^,  ^2)  hätten  über- 
führen können.  Die  Länge  und 
Richtung  dieser,  die  beiden  vorigen 
ersetzenden  Translation  ergiebt  sich 
einfach  durch  Construction  der  drit- 
ten Seite  der  von  den  beiden  vorigen 
Translationen  gebildeten  Dreiecke  der 
Punkte  {x,  y),  (a?„  y,),  (x^,  yj  oder 
—  mit  Benutzung  einer  kinematischen  Ausdrucksweise  —  als  geo- 
metrische Summe  der  beiden  ersteren.  (Fig.  1.)  Auch  analytisch  erhellt 
dies  ohne  weiteres,  da  aus  den  Gleichungenpaaren 

Xj^=x  +  a,      yi  =  y  +  h] 

^2  =  ^1  +  01»   y2  =  yi  +  6i, 

welche   zwei   successive   Translationen   darstellen,   durch   Elimination 
von  x^,  y^  folgt: 

x^  =  x  +  a  +  a^,    %  =  y  +  6  +  61, 

und  diese  Gleichungen  wieder  eine  Translation  darstellen,  in  Worten: 
Die  Beihenfolge  zweier  heliehiger  Translationen  aus  der  Schar  aller 
Translaiionen  der  Ebene: 
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ist  äquivalent  mit  einer  einzigen  Translation  derselben  Scluir. 
Zwei-  Deshalb   nennen   wir   auch   diese  Schar  eine  Gruppe  von  Trans- 

gliedrige 

Gruppe  von  Zatowm.     Sie  enthält  zwei  willkürliche  Constanten  (Parameter)  a  und 
lationen.  h  und  daher  oo^  verschiedene  Translationen.    Aus  diesem  Grunde  wird 
sie  als  eine  zweigliedrige  Gruppe  bezeichnet. 

Kehren  wir  nun  zu  den  zuerst  betrachteten  Translationen  parallel 
der  xkxQ 
(1)  '   x^=x  +  a,    y^  =  y 

zurück.  Unter  diesen  oo^  Translationen  ist  eine  besonders  bemerkens- 
wert, nämlich  die,  für  welche  a  =  0  ist,  d.  h.  bei  der  um  die  Strecke 
Null  verschoben  wird.  Hierbei  bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe,  und  man 
könnte  eigentlich  nicht  mehr  von  einer  Translation   sprechen.     Will 

TrMBiiüSn  ^^^  ^^®^  ^^^  ^^^^  thun,  so  wird  man  sie  die  identische  Translation 
nennen,  d.  h.  die,  welche  jeden  Punkt  in  sich  selbst  überfuhrt.  Alle 
übrigen  Translationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (1)  stellen  wirkliche 
Bewegungen  dar.  Zu  beachten  ist,  dass  sich  zu  jeder  Translation 
dieser  Gruppe  eine  andere  Translation  derselben  angeben  lässt,  welche, 
nach  jener  ausgeführt,  die  Wirkung  derselben  gerade  aufliebt.  Es 
ist  nämlich  die  Reihenfolge  der  Translationen  um  die  Strecken  a  und 
—  a  einer  Translation  um  die  Strecke  a  —  a  =  0,  also  der  identischen 
Translation  äquivalent.  Man  nennt  deshalb  zwei  Verschiebungen  um 
iv^ns-^  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  zu  einander  invers. 
lationen,  j)ßj.  Übergang  von  einer  endlichen  Translation,  einer  solchen  also, 

welche  die  Punkte  um  eine  endliche  Strecke  a  verschiebt,  zur  iden- 
tischen wird  dadurch  gewonnen,  dass  man  den  Parameter  a  gegen  Null 
abnehmen  lässt.     Setzt  man  ihn  gleich  einer  unendlich  kleinen  Con- 
infini-    stauten  ötj   so  ergiebt  sich  eine  infinitesimale  Translation ,  d.  h.  eine 

Translation. solche,    wclchc    allcu  Puuktcu    der  Ebene   nur   eine  unendlich   kleine 
Bewegung  erteilt: 

x^=x-\rdt,    y^^y. 

Bei  derselben  erfahren  also  die  Coordinaten  x,  y  nur  unendlich  kleine 
Zuwüchse 

Sx  =  St,     8y  =  0, 

d.  h.  sie  ordnet  allen  Punkten  (rr,  y)  gleichlange  unendlich  kleine 
Fortschreitungsstrecken  dt  in  derselben  Richtung  zu.  Führt  man  diese 
Translation  mehrere  Male,  etwa  w-mal,  nach  einander  aus,  so  geht 
{Xy  y)  über  in  den  Punkt 

x^=x  +  nöt,    //i  =  y. 


Babn- 
curyen. 
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Denkt  man  sich  die  infinitesimale  Transformation  unendlich  oft  nach- 
einander ausgeführt;  lässt  man  also  n  unendlich  gross  werden,  so  wird 
ndt  eine  endliche  Strecke  a  und  es  ergiebt  sich  wieder  eine  endliche 
Translation 

Wenn  man  auf  einen  bestimmten  Punkt  (xq,  y^  alle  Translationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe 

x,  =  x  +  a,    yi=y 
ausführt,  so  erhält  er  cx)^  verschiedene  Lagen: 

x  =  XQ  +  a,    y  =  yQy 

deren  Gesamtheit  die  Parallele  zur  x-Axe  y  =  Vq  erfüllt.  Diese  Gerade, 
den  Ort  aller  Punkte,  in  welche  ein  bestimmter  Punkt  durch  Aus- 
fuhrung aller  Translationen  unserer  Gruppe  übergeht,  nennen  wir  die 
Bahncttrve  dieses  Punktes.  Da  alle  Punkte  (Xq,  y^  auf  dieser  Geraden 
offenbar  diese  auch  zur  Bahncurve  haben,  so  nennen  wir  sie  Bahn- 
curve  schlechtweg  oder  auch  Bahncurve  der  eingliedrigen  Gruppe.  Im 
ganzen  giebt  es  oo^  Bahncurven,  bestehend  aus  allen  Parallelen  zur  ' 
X'Axe.  Auch  die  infinitesimale  Translation  führt  den  Punkt  (Xq^  y^ 
auf  seiner  Bahncurve,  wenn  auch  nur  unendlich  wenig,  weiter  und 
deshalb  muss  die  Richtung  der  Bahncurve  im  Punkte  (a?o,  y^  mit  der 
Richtung  übereinstimmen,  welche  die  infinitesimale  Translation  diesem 
Punkte  zuordnet,  was  auch  geometrisch  ohne  weiteres  einleuchtet. 

Betrachten  wir  eine  der  Bahncurven  als  Ganzes,  so  finden  wir, 
dass  sie  bei  Ausführung  einer  beliebigen  Translation 

x^  =  x  +  a,    y,  =  y 

nur  in  sich  um  die  Strecke  a  verschoben  wird,  als  Ganzes  aufgefasst 
also  in  Ruhe  bleibt:  .Sie  ist  invariant  bei  allen  Translationen  unserer  ^cu^^o!*" 
eingliedrigen  Gruppe.  Es  ist  sofort  klar,  dass  ausser  der  Bahncurve 
im  Endlichen  keine  Curve  existiert,  welche  bei  der  Gruppe  ebenfalls 
invariant  bliebe,  d.  h.  deren  Punkte  bei  allen  Translationen  der  Gruppe 
wieder  in  Punkte  derselben  übergingen. 

Wohl  aber  müssen  wir  die  unendlich  ferne  Gerade  als  invaiiant  auf- 
fassen, detm  jeder  unendlich  ferne  Punkt  bleibt  für  sich  bei  allen  Trans- 
lationen der  Gruppe  in  Buhe,  wenn  man  sich  auf  den  Standpunkt  der  pro- 
jectiven  Geometrie  stellt,  wonach  ein  unendlich  ferner  Punkt  durch  die 
Bichtung  einer  Schar  von  Parallelgeradeu  charakterisiert  wird. 

Stellen  wir  uns  das  analytische  Problem,  alle  Functionen  Sl{x,y) 
zu  finden,  welche  bei  jeder  Translation 
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.    unserer  Gruppe  invariant  bleiben,  für  welche  also  identisch 

^(^i>  yi)  =  ß(^  +  «;  y)  =  ^{^,  y) 

ist,  was  für  einen  Wert  auch  a  haben  mag,  so  brauchen  wir,  wie  wir 
sehen  werden,  nur  a  unendlich  klein  zu  wählen,  also  nur  die  infini- 
tesimale Translation  x^^^  x-\'öty  Vi^^V  auszuführen,  um  die  gesuchte 
Function  zu  bestimmen.  Denn  es  kommt  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
durch  Entwickelung  nach  a: 

oder,  wenn  wir  beiderseits  Sl{Xyy)  streichen,  und  von  Gliedern  zweiter 
Ordnung  in  a  absehen: 

dx 

Sl  ist  also  eine  Function  von  y  allein.  Umgekehrt  erfüllt,  wie  man 
sieht,  jede  beliebige  Function  Sl  von  y  allein  die  obige  Forderung  bei 
^^J{J^„**  beliebigem  endlichen  a.  Jede  Function  ß(y)  ist  demnach  eine  Iy^ 
Variante  unserer  Gruppe.  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  anstelle 
von  Xj  y  die  durch  eine  beliebige  Translation  der  Gruppe  bestimmten 
neuen  Veränderlichen  x^,  y^  einsetzt.  Wenn  man  eine  beliebige  bei 
der  Gruppe  invariante  Function  einer  Constanten  gleich  setzt:  ß(y) 
=  Const.,  so  stellt  sie  eine  oder  mehrere  Bahncurven  y  =  Const.  der 
eingliedrigen  Gruppe  dar.  Dies  ist  eine  bemerkenswerte  Thatsache, 
deren  inneren  Grund  wir  später  erkennen  werden. 

§  2.     Die  eingliedrige  Gruppe  der  Botationen  nm  einen  festen 
Funkt  in  der  Ebene. 

Wir  haben  eine  Reihe  von  neuen  Begriffen  bei  Betrachtung  der 
Translationen  kennen  gelernt.  Diese  werden  wir  später  in  grösserer 
Allgemeinheit  definieren  und  erläutern.  Jetzt  wollen  wir  ein  zweites 
Beispiel  vorführen,  in  welchem  alle  jene  Begriffe,  wenn  auch  in  an- 
derer Gestalt,  wiederkehren. 

Wir  unterwerfen  alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  ein  und  der- 
Botaüon.  sclbcu  Botatiofi  um  einen  festen  Punkt^  den  wir  zum  Coordinatenanfang 
0  wählen  und  mit  dem  Drehwinkel  a,  gemessen  im  Sinne  der  Drehung 
von  der  positiven  x-Axe  zur  positiven  y-Axe.  Dadurch  geht  jeder 
Punkt  (x,  y)  in  einen  neuen  {x^^  y^)  über.  Dem  für  alle  Punkte  der 
Ebene  gleichen  Drehwinkel  a  können  wir  einen  beliebigen  Wert  bei- 
legen.    Daher  giebt  es  <x^  Rotationen  um  den  festen  Punkt  0.    Um 
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die  Gleichungen  einer  derselben  aufeustellen,  d.  h.  x^^  y^  durch  Xj  y 
und  a  auszudrücken^  bemerken  wir,  dass  sich  a  als  Differenz  der 
Winkel  darstellt^    welche  die  Badienvectoren  der  Punkte  {x,  y)  und 

(^i;  Vi)  ™^*'   ^^^  x-Axe  bilden  und  deren  Tangenten  —  und  —  sind 

(Fig.  2).    Demnach  ist 


C08  a 


tg« 


1  + 


Vi 


y       ^^i  +  yyi 


woraus  durch  Auflösung: 


x^ 
Vi 


2;  cos  a  —  y  Bin  a 


o;  sin  a  -j-  y  cos  a 

x^  und  yy  unterscheiden  sich  also  von  den  rechts  stehenden  Ausdrücken 
nur  um  denselben  Factor.  Dieser  kann,  da  x^  +  y^  als  Quadrat  des 
Radiusvectors  gleich  a?  +  y*  sein  muss, 
nur  +  1  sein;  offenbar  ist  +  1  zu 
wählen  (denn  für  a  =  0  müsste  x^  «=  rr, 
y^^=^  y  sein).     Folglich  sind 

a?i  =  X  cos  a  —  y  sin  a, 

y^  sa  a;  sin  a  +  j/  cos  a 
die  Gleichungen  unserer  Rotation. 

Führen  wir  nun  nach  einander  zwei 
Rotationen  um  den  Punkt  0  aus:  Die 
erste  mit  dem  Drehwinkel  a  fuhrt  alle 
Punkte  (rr,  y)  in  die  neuen  Lagen  (a^i,  j/J,  die  zweite  mit  dem  Dreh- 
winkel «1  führt  diese  Punkte  {x^^  yj  noch  weiter  in  die  Lagen  (rPj,  y^) 
über.  Es  ist  geometrisch  evident,  dass  wir  auch  durch  eine  einzige 
Rotation,  nämlich  durch  die  mit  dem  Drehwinkel  a  -|-  a^,  alle  Punkte 
der  Ebene  aus  den  Anfangslagen  {Xy  y)  in  die  Endlagen  {x^  y  y^)  hätten 
überführen  können.  Auch  analytisch  ergiebt  sich  dies:  die  erste  Ro- 
tation wird  durch  die  Gleichungen: 

iTj ««  X  cos  a  -—  y  sin  a,    y^  =  rr  sin  a  +  y  cos  a, 

die  zweite  durch  die  Gleichungen: 

X2  =  Xi  cos  «1  —  y^  sin  cc^,    y^  *=  x^  sin  «^  -f  Vi  cos  «i 

dargestellt.    Eliminiert  man  vermöge  der  beiden  ersten  Xiy  y^  aus  den 
beiden  letzten,  so  kommt 

x^  =  (x  cos  a  —  y  sin  a)  cos  «^  —  (rc  sin  a  +  y  cos  c)  sin  a^ 

=  X  (cos  a  cos  «1  —  sin  a  sin  aj  —  y  (sin  a  cos  «^  -f-  cos  cc  sin  Cj), 
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y%  =  (i!P  cos  a  —  y  sin  a)  sin  a^  +  (^  sin  «  +  y  cos  a)  cos  a^ 

=  X  (cos  tt  sin  «1  +  sin  a  cos  «j)  +  y  (cos  a  cos  «^  —  sin  a  sin  «j), 

also 

^Tg  =  rc  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  (a  +  a^), 

y2  =  ^  sin  (a  +  «i)  +  y  cos  (a  +  a^), 

und  diese  Gleichungen  stellen  eben  die  Rotation  mit  dem  Drehwinkel 
a  +  «1  dar.    In  Worten: 

Die  Reihenfolge  zweier  Rotationen  um  einen  festen  Punkt  ist  äqui- 
valent einer  einzigen  Rotation  um  diesen  Punkt. 
Eingliedrige         Daher  sagen  wir,  dass  die  Schar  jener  Rotationen  eine  Gruppe 

Gruppe  von  «3  /  «/  j.m 

Rotaüonen.  bildet  Und  zwar,  da  sie  einen  Parameter  a,  also  oo^  verschiedene  Ro- 
tationen enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 


Unter  allen  oo^  Rotationen  dieser  Gruppe  ist  eine  besonders  aus- 
Roution^  gezeichnet,  nämlich  die  identische,  welche  alle  Punkte  in  Ruhe  lässt. 
Ihr  Drehwinkel  ist  Null.  Ferner  lässt  sich  zu  jeder  Rotation  der 
Gruppe  eine  zweite  aus  der.  Gruppe  angeben,  die  nach  jener  ausgeführt 
die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt,  Ist  nämlich  a  der  Drehwinkel 
einer  Rotation,  und  führt  man  nach  ihr  die  Rotation  mit  dem  Dreh- 
winkel —  a  aus,  so  ist  diese  Reihenfolge  einer  einzigen  Rotation  mit 
dem  Winkel  a  —  a  =  0,  d.  i.  der  identischen  Rotation  äquivalent. 
Rotationen.  Die  Rotationen  (a)  und  ( — a)  heissen  daher  zu  einander  invers. 

Wollen  wir  zu  einer  infinitesimalen  Rotation  gelangen,   so  haben 

wir  den  Drehwinkel  unendlich 
klein,  a  =  öt,  zu  wählen.  Da 
bis  auf  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung  sin  d^  =  d^, 
cos  8t  =  1  ist,  so  lautet  diese 
infinitesimale  Rotation: 

a;i  =  a;  —  ydt,  y^  =  y  +  xdt, 

d.  h.  X  und  y  erhalten  bei  ihr  die 
unendlich  kleinen  Incremente 

^«3-  dx  =  —  ydt,     öy  =  xSt 

Jedem  Punkte  (a;,  y)   wird  hiernach  eine  unendlich  kleine  Fortschrei- 

tungsstrecke  "j/da?*  +  ^y^  =  V^  +  y^'*^;   also  proportional  seinem 
Radiusvector,  in  einer  gewissen  Richtung  zugeordnet,  deren  Winkel 

mit  der  a;-Axe  die  Tangente  ^  =  —  —  hat.      Diese   Richtung   steht 

auf  dem  Radiusvector  senkrecht  (Fig.  3). 
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Auf  einen  beliebigen  Punkt  (Xqj  y^)  mögen  nun  alle  Rotationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe  ausgeführt  werden.  Der  geometrische 
Ort  der  Lagen,  in  die  er  gelangt,  ist  offenbar  ein  Kreis  um  0,  was 
auch  auf  analytischem  Wege  hervorgeht,  da  diese  Lagen  (x^  y)  durch 
die  Gleichungen 

a;  =  a?o  cos  a  —  j/o  sin  a,     y  =  sOq  sin  «  +  J/o  ^o^  « 
gegeben  werden  und  hiernach  für  alle  a 

^'  +  f  =  ^o'  +  yo*  (=  Const.) 
ist.     Demnach   nennen    wir   diesen   Kreis   die  Bahncurve  des  Punktes  Ba.hncutve. 
{Xqj  y^.     Es  ist  einleuchtend,  dass  wir  für  jeden  anderen  Punkt  dieses 
Kreises  genau  dieselbe  Bahncurve  gefunden  hätten.     Im  ganzen  giebt 
es  also  oo^  solche  Curven,  bestehend  aus  allen  Kreisen  um  den  Mittel- 
pimkt  0.     Wir   nennen    sie   die  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe. 
Weil   unter  den  Rotationen  der  Gruppe  auch  die  infinitesimale  ent- 
halten ist  und  diese  den  Punkten  {Xq,  y^  unendlich  kleine  Bewegungen 
erteilt,  so  ist  begrifflich  klar,  dass  die  Richtung  der  Bahncurve,  welche 
durch  den  Punkt  (oJq,  y^  geht,  in  diesem  mit  der  Richtung  zusammen- 
fallt^ welche  die  infinitesimale  Rotation  dem  Punkte  zuordnet.    Letztere  ^ 
Richtung   steht,   wie  bemerkt,    auf  dem  Radius vector  senkrecht;   die 
Bahncurve  könnte  somit  auch  durch  einen  Punkt  erzeugt  werden,  der 
sich  beständig  senkrecht  zu  seinem  Radiusvector  bewegt.    Dies  ist  hier 
auch  geometrisch  klar. 

Die  Bahncurve  als  Ganzes  aufgefasst  bleibt  bei  jeder  Rotation 
der  eingliedrigen  Gruppe  in  Ruhe,  da  jeder  ihrer  Punkte  bei  einer 
beliebigen  Rotation  der  Gruppe  wieder  in  einen  Punkt  auf  ihr  über- 
geht, der  Kreis  sich  also  nur  in  sich  verschiebt.  Es  erhellt  dies  eben- 
sowohl aus  dem  Begriff  der  Bahncurve  wie  aus  der  geometrischen  An- 
schauung. Jede  der  oo^  Bahncurven  ist  also  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  invariant  Umgekehrt  muss  eine  jede  Curve,  die  bei  der  Gruppe  inyananto 
invariant  bleibt,  natürlich  alle  Punkte  enthalten,  in  welche  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Curve  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  übergeht, 
d.  h.  eine  Bahncurve  sein.  Nur  ein  Ausnahmefall  ist  besonders  zu 
untersuchen.  Es  wäre  ja  möglich,  dass  eine  invariante  Curve  aus 
lauter  Punkten  bestände,  die  sich  bei  den  Rotationen  der  Gruppe 
überhaupt  nicht  bewegen,  sondern  einzeln  in  Ruhe  bleiben.  Aber  man  ' 
sieht  ohne  weiteres,  dass  bei  unseren  Rotationen  im  Endlichen  nur 
ein  Punkt,  nämlich  0,  in  Ruhe  bleibt,  also  keine  derartige  Curve 
existiert. 

Lässt  man  auch  imaginäre  Funkte  zu,  so  bleiben  auch  die  beiden 
Geraden  a;  +  ty  =  0  und  x  —  iy  =  0  invariant  bei  allen  Rotationen  der 
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Gruppe.  Sie  sind  nftmlich  die  Geraden,  in  welche  der  imaginäre  Kreis 
^*  +  y*  =  öj  ^6J*  j*  zu  den  Bahncurven  x^  -{'  y^  =^  Const  gehört,  zerföUt. 
Auf  diesen  Geraden  bleiben  ausser  ihrem  Schnittpunkt  0  noch  die  unendlich 
fernen  Punkte,  die  sogenannten  imaginären  Kreispunkte,  in  Buhe.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  ist  als  unendlich  grosser  Kreis  um  0,  also  auch 
als  Bahncurve  aufzufassen. 

Wie  bei  dem  früheren  Beispiel  suchen  wir  auch  hier  alle  Func- 
tionen Sl(x,y),  die  bei  den  Botationen  der  eingliedrigen  Gruppe  un- 
geändert  bleiben,  d.  h.  für  die  identisch 

iß(rCi,  j/i)  ^  Sl(x  cos  a  —  y  sin  a,  ic  sin  a  +  y  cos  a)  ==  £l(x,  y) 

ist  für  alle  Werte  von  a.  Auch  hier  brauchen  wir  die  Forderung  nur 
für  unendlich  kleines  cc,  für  die  infinitesimale  Rotation  zu  erfüllen, 
wie  wir  sehen  werden.  .  Für  diese  sind  in  der  Reihenentwickelung  der 
linken  Seite  nach  a  alle  höheren  Potenzen  von  a  zu  yernachlässigen. 
Es  bleibt  also  nur  das  absolute  Glied  und  das  Glied  mit  a\  oder,  da 
a  =  St  gesetzt  wird,  mit  St  übrig.     Die  Gleichung 

Sl(x  -  ySt,  y  +  xSt)  =  Sl{x,  y) 
nimmt  also  die  Form  an: 

Sl{x,  y)  -  '-^  ySt  +  '-^^^fl  x8t  =  ß(x,  y) 
oder 

y ^d'x      ^   dy   —  ^• 

Hiemach  muss,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
^       entnehmen,  ü  eine  Function  von  x^  +  y^  allein  sein: 

Nun  zeigt  sich,  dass  diese  Function  co  von  7?  +  y^  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden  darf;  denn  es  ist  ja 

^1*  +  Vi  =  a:*  +  y* 
und  daher  immer: 

für  jccfe  Rotation  a.    Jede  beliebige  Function  von  a;*  +  y*  allein  ist 

also  invariant  bei  allen  Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe.    Setzt 

Invariante  man  ciue  solcho  Invariante  irleich  einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine 

Function.  .  ^  ' 

oder  eine  Anzahl  von  Bahncurven  aj*  +  y^  =  Const  dar. 

Ehe  wir  dies  Beispiel  verlassen,  noch  eine  Bemerkung:  Man 
kann  die  Rotation 

a?i  =  a;  cos  «  —  y  sin  «,    y^  ==  a;  sin  a  +  y  cos  « 
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noch  auf  sehr  einfache  Weise  durch  Benutzung  der  Polarcoordinaten 
r,  q>  und  r^  (py  der  Punkte  (flJ,  y)  und  {x^,y^  ausdrücken.  OflFenbar 
ist  bei  der  Rotation  der  Radiusyector  constant,  also  r^  =  r,  während 
die  Amplitude  q>  um  a  wächst.     Demnach  sind 

9>i  =  9>  +  «,     ry  =  r 
die  Gleichungen  der  Rotation  in  Polarcoordinaten.     Wird  nach  dieser 
Rotation  eine  zweite  mit  dem  Drehwinkel  a^  ausgeführt,  so  geht  der 
neue  Punkt  (r^,  ip^  über  in  einen  Punkt  mit  den  Polarcoordinaten 

sodass  durch  Elimination  von  r^  und  tp^  hervorgeht: 

92  =  9^  +  «  +  «i;  ^2  =  ^• 
Bei  dieser  analytischen  Darstellung  tritt  die  Thatsache,  dass  die 
Reihenfolge  zweier  Rotationen  um  0  einer  einzigen  äquivalent  ist, 
viel  unmittelbarer  vor  Augen,  als  früher  bei  Benutzung  rechtwinkliger 
Coordinaten,  Auch  haben  wir  schon  die  drei  letzten  Gleichungen- 
paare, nur  mit  anderen  Buchstaben,  früher  kennen  gelernt.  Genau 
so,  wie  hier  q>  und  r  bei  der  Rotation  mit  dem  Drehwinkel  a  trans- 
formiert werden,  wurden  früher  die  rechtwinkligen  Coordinaten  a;,  y 
bei  einer  Translation  längs  der  a;-Axe  um  die  Strecke  a  transformiert, 
wie  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungenpaare  deutlich  zeigt: 

9>i  =  g'  +  a,     ^1  =  n 

(Vgl.  §  1.)     Die  Möglichkeit  der  Einführung  neuer  Coordinaten,  durch 
welche  unsere  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen  die  Form  der  ein- 
gliedrigen Gruppe   aller  Translationen   nach   derselben  Richtung   hin 
annimmt,   wird    später   in   viel   allgemeinerer  Weise   in  Augenschein  ^°y^°^^°J® 
treten.     Die    neuen    Coordinaten   r,  qp,    welche    diese   Zurückführung  ^^®^^^* 
ermöglichen,  nennen  wir  canonische  Veränderliche  und  die  Form  fingUedr! 

I  Gruppe  der 

9?1  =  9  -|-  a,      r^  =  r  Eotatlonen. 

die  canonische  Form  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen. 

§  3.     Eingliedrige  Grnppe  von  affinen  Transformationen. 

Ein  drittes  Beispiel,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen,  bietet  in  zwei 
Punkten  wesentliche  Verschiedenheiten  von  den  früheren.  Einmal  soll 
die  jetzige  Lagenänderung  aller  Punkte  der  Ebene  nicht  eine  derartige 
sein,  bei  welcher  die  ganze  Ebene  als  starr,  aber  beweglich  aufgefasst 
werden  kann  —  wie  dies  bei  den  Translationen  und  Rotationen  der 
Fall  war  — ,  andererseits  werden  wir  eine  neue  Art  invarianter  Curven 
erhalten. 
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Betrachten  wir  also  die  Gleichungen 

Dieselben  transformieren  alle  Punkte  (a?,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
(^i;  yi);  indem  alle  Abscissen  in  proportionaler  Weise  verkleinert  oder 
vergrössert  werden.  Diese  Gleichungen  stellen  etwa  die  Zusammen- 
drückung oder  Auseinanderziehung  einer  homogenen  elastischen  Platte 
nach  einer  Richtung,  der  a?-Axe  hin  dar.  Mit  WSbius  nennen  wir  sie 
^formaü^'  ®^^®  a/jßwe  Transformation.  Da  der  Parameter  m  zwar  constant,  aber 
beliebig  ist,  so  liegen  cx>^  affine  Transformationen  vor.  Führen  wir 
zwei  derselben  nacheinander  aus,  verkleinern  (resp.  vergrössern)  wir 
also  die  Abscissen  aller  Punkte  zuerst  im  Massstab  m,  hierauf  weiterhin 
im  Massstab  m^,  so  ist  das  Ergebnis  offenbar  dasselbe,  als  ob  wir 
alle  Abscissen  sofort  im  Massstab  m  •  m^  verkleinert  (resp.  vergrössert) 
hätten.  Dies  ist  auch  analytisch  einleuchtend,  indem  aus  den  Glei- 
chungen der  beiden  successiven  affinen  Transformationen 

X,  =  mx,       y^  =  y; 

^2  =  %^l»       ^2  =  2/1 

durch  Elimination  von  x^  und  y^  folgt: 

^2  =  »>»Wia?,    y%  =  y, 
d.  h.   die    affine   Transformation   mit   dem   Parameterwert   ww^.     In 
Worten: 

Die  Beihenfolge  zweier  affiner  Transformationen  aus  der  ScJuir: 
x^  =  mx,    yi=y 

■EingiiedngQist  einer  einzigen  affinen  Transfo^-matiofi  derselben  Schar  äquivalent. 

affinen  Deshalb  sagen  wir,  dass  auch  diese  affinen  Transformationen  eine 

mationeii;  Gruppe  bilden  und  zwar  wieder,  da  sie  einen  Parameter  m,  also  oo* 

verschiedene  Transformationen  enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Identische,         Sctzt  man  den  Parameter  w  =  1,  so  ergiebt  sich  die  identische 
infiniteBi-  Transformation.    Zwei  affine  Transformationen  mit  den  Parametern  m 

male  Trans- 

forma  on.  ^^j  —  ^j^j  ^^  einander  invers,  indem  sie  nach  einander  ausgeführt 

sich  aufheben,  also  ihre  Reihenfolge  der  identischen  Transformation 
äquivalent  ist.  Infinitesimal  wird  die  affine  Transformation,  wenn  der 
Parameter  m  unendlich  wenig  von  dem  Wert  ahweiclit,  den  er  hei  der 
identischen  Transformation  hat,  d.  h.  wenn  w  =  1  +  d^  ist,  wo  St 
wieder  eine  unendlich  kleine  Constante  bedeutet.  Die  Gleichungen  der 
infinitesimalen  affinen  Transformation  siud  daher 

x^=  x  +  xdt,    yi  =  y, 
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und  X  und  y  erfahren  die  Incremente 

dx  =  xdt,     8y  =  0. 
Die  Fortschreitun gsstrecken  xdt,  welche  die  infinitesimale  affine  Trans- 
formation den  Punkten  zuordnet,  sind  somit  sämtlich  der  x-Axe  parallel 
und  den  Abscissen  proportional. 

Führen  wir  auf  einen  Punkt  (rr^,  y^)  alle  Transformationen  der 
eingliedrigen  Gruppe  aus,   so  ergiebt  sich  als  sein  Ort,   seine  i?aÄn- Bahncurve. 
curve,  natürlich  eine  Parallele  y  "^  y^  zur  ar-Axe,  was  auch  aus  den 
Gleichungen 

X  =  mxQ,    y  =  yo 

gefolgert  werden  kann.  Für  alle  Punkte  auf  dieser  Geraden  ergiebt 
sich  dieselbe  Bahncurve.  Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Trans- 
formationen besitzt  folglich  cx>^  Bahncurven,  bestehend  aus  allen 
Parallelen  zur  fl?-Axe.  Die  Bahncurven  können  wie  in  den  früheren 
Beispielen  völlig  dadurch  definiert  werden,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte 
ihre  Richtung  zusammenfallt  mit  der  Fortschreitungsrichtung,  welche 
die  infinitesimale  affine  Transformation  dem  betreffenden  Punkte  zu- 
ordnet. Man  beschreibt  eine  Bahncurve,  wenn  man  continuierlich  der 
von  der  infinitesimalen  Transformation  gegebenen  Richtung  nachgeht. 
Als  Ganzes  aufgefasst  bleibt  jede  Bahncurve  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  invariant,  da  ihre  Punkte  sich  zwar  bewegen,  ^°cS?v*J*** 
aber  doch  immer  auf  ihr  bleiben.  Aber  ausser  den  Bahncurven  giebt 
es  noch  mindestens  eine  im  Endlichen  gelegene  Curve,  die  bei  allen  Trans- 
formationen  der  Gruppe  invariant  bleibt^  nämlich  die  y-Axe  rc  =  0.  In 
der  That:  Ist  a;  =  0,  so  ist  auch  x^  =  mx  ^=0,  Diese  Curve  hat  die 
Eigentümlichkeit,  dass  sie  nicht  nur  als  Ganzes  aufgefasst  in  Ruhe 
bleibt,  •sondern  überhaupt  jeder  ihrer  Funkte  bei  allen  Transformationen 
der  Gruppe  unbeweglich  ist  Will  man  alle  im  Endlichen  gelegenen 
invarianten  Curven  finden,  so  leuchtet  wie  früher  ein,  dass,  sobald  ein 
Punkt  einer  solchen  Curve  sich  bei  einer  Transformation  der  Gruppe 
bewegt,  er  eine  Bahncurve  parallel  der  a;-Axe  beschreibt,  die  gesuchte 
Curve  daher  diese  Bahncurve  sein  muss.  Wenn  also  eine  invariante 
Curve  keine  Bahncurve  ist,  so  geht  dies  nur  so  an,  dass  alle  Punkte 
der  Curve  einzeln  in  Ruhe  bleiben  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe.  Da  diese  Punkte  auch  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
unbeweglich  sein  müssen,  so  müssen  ihre  oben  berechneten  Incremente 
dxj  8y  gleich  Null  sein.  Dies  aber  giebt  a;  =  0,  also  die  y-Axe. 
Alle  Punkte  derselben  bleiben,  wie  wir  früher  sahen,  nicht  nur  bei 
der  infinitesimalen,  sondern  auch  bei  jeder  endlichen  Transformation 
der  Gruppe  einzeln  invariant. 
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Zieht  man  auch  das  CFnendlichfeme  in  den  Kreis  der  Betrachtung,  so 
wird,  man  auch  die  unendlich  ferne  Gerade,  die  als  eine  Bahncurve  auf- 
zufassen ist,  zu  den  inyarianten  Curven  zählen.  Ebenso  wird  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  rr-Axe  als  invariant  aufzufassen  sein. 

Nun  wollen  wir  wie  bei  den  früheren  Beispielen  die  bei  unserer 

eingliedrigen  Gruppe  invarianten  Functionen  Sl{x,  y)  aufsuchen.     Soll 

p^tton^  ß(a;,  y)  eine  Invariante  der  Gruppe  sein,  so  muss  für  jedes  m  identisch 

ß(^i,  Vi)  =  ß(»»^;  y)  =  ^{^y  y) 

sein.  Sl  soll  sich  also  nicht  ändern,  wenn  darin  statt  x  eine  beliebige 
Zahl  mx  gesetzt  wird,  d.  h.  £1  enthält  x  überhaupt  nicht.  Anderer- 
seits erhellt,  dass  jede  beliebige  Function  von  y  allein  unsere  Forderung 
erfüllt.  Wenn  man  nur  das  verlangt,  dass  die  Function  Sl{Xy  y)  bei 
der  infinitesimalen  affinen  Transformation  invariant  bleibe,  so  kommt 
man,  wie  wir  sehen. werden,  zu  demselben  Ergebnis.  Es  muss  näm- 
lich dann 

a{x  +  xdt,  y)  =  Sl{x,  y) 

oder  ausgerechnet 

d.  h.  — ^^lMI  =  0  oder  Sl{x,  y)  frei  von  x  sein. 

CanoniBche         SchlicssHch  können  wir  auch  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe 

eingiiedr.  vou  affinen  Transformationen  auf  eine  canonische  Form  bringen,  d.  h. 

affinen    ncuc  Veränderliche  r,  fa  anstelle  von  x.  y  einführen,  sodass  die  Glei- 

Tranafor-  ... 

mationen.  chungcu  der  Gruppc  in  die  Gleichungen  der  Gruppe  der  Translationen 

(vgl.  §  1)  übergehen.  Allerdings  ist  dies  hier  nicht  so  geonSetrisch 
evident,  wie  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen.  Es  genüge 
hier  die  Bemerkung,  dass 

E  =  log  a;,     9  =  y 
canoniacho  solche  ncuc  canonischc  Veränderliche  sind,  ohne  dass  wir  uns  über  die 
liehe,     allgemeinste  Bestimmung  solcher  Variabeln  hier  weiter  auslassen,  die 
wir  vielmehr  auf  später  verschieben.     In  der  That  ist,   wenn  j,,  ^^ 
entsprechend  die  Grössen  sind: 

Si  =  loga;i,     ^i  =  yi, 
wegen 

x^  =  mx,    y^^^y 
auch 

Ji  =  log  x^  =  log  mx  =  log  a;  +  log  w  =  j  +  log  m, 

9i  =  yi  =  y  =  ^- 
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Wenn  also  der  Parameter  log  m  etwa  noch  mit  a  bezeichnet  wird,  so 
liegt  die  gewünschte  canonische  Form  vor: 

§  4.     Die  Gmppe  aller  Bewegungen  des  Baumes. 

Die^  drei  bisherigen  Beispiele  waren  der  Ebene  entnommen.  We- 
niger ausführlich  wollen  wir  nun  noch  als  letztes  Beispiel  eines  aus 
dem  Räume  heranziehen. 

Denken  wir  uns  einen  starren  Körper  und  führen  wir  ihn  darch 
Verschieben  und  Drehung  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  Ä  in  eine 
neue  Lage  Ä^  über.  Alsdann  werde  er  aus  dieser  neuen  Lage  Ä^  in 
eine  dritte^  A^,  gebracht.  Diese  zwei  aufeinanderfolgenden  Bewegungen 
hätten  wir  auch  durch  eine  einzige  ersetzen  können,  welche  direct  den 
Körper  aus  der  Lage  Ä  nach  A^  führt.  Die  Beihenfolge  zweier  Be- 
toegungen  eines  starren  Körpers  ist  also  äquivalent  einer  einzigen  Be- 
ilegung desselben.  Lassen  wir  den  starren  Körper  aus  dem  ganzen 
Räume  bestehen ,  so  nehmen  alle  Punkte  des  Raumes  an  den  Trans- 
formationen teil  und  zwar  sO;  dass  alle  Abstände  zwischen  Punkten 
während  der  Ueberführungen  ungeändert  bleiben ,  also  nirgends  die 
Punkte  enger  zusammen  oder  weiter  auseinander  rücken.  Eine  solche 
Lagenänderunff  aller  Punkte  des  Raumes  nennt  man  eine  J^MÄZw^iscAe^nkUdische 

°  °  Bewegung. 

Bewegung  oder  kurz  Bewegung  (während  überhaupt  eine  Lagenänderung, 
bei  der  eventuell  Zusammen-  oder  Auseiuanderrücken  von  Punkten 
statt  hat,  allgemein  als  Transformation  der  Punkte  des  Raumes  zu 
bezeichnen  wäre,  sodass  der  Begriff  der  Transformation  den  Begriff 
der  Bewegung  umfasst).  Unser  obiges  Ergebnis  betreffs  der  Reihen- ö^^pp«  ^^ 
folge  zweier  Bewegungen  sprechen  wir  so  aus:  desKaumes. 

Alle  (Euklidischen)  Bewegungen  des  Baumes  bilden  eine  Gruppe, 

Um  auch  analytisch  zu  verificieren,  dass  die  Reihenfolge  zweier 
Bewegungen  einer  einzigen  äquivalent  ist,  muss  man  daran  denken, 
dass  die  Formeln  für  die  Bewegung  der  Punkte  (x,  y,  z),  durch  die  sie 
in  die  neuen  Lagen  {x^jy^s^  übergehen,  sich  völlig  mit  den  Formeln 
decken,  welche  für  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordinaten- 
systeme  im  Räume  gelten«  Die  neue  Lage  {x^^  y^,  0^  jedes  Punktes 
{Xf  y,  e)  bei  einer  Bewegung  wird  also  gegeben  durch  Gleichungen 
von  der  Form: 

x^  =  a^x  +  a^y  +  a^z  +  a^, 

Vi  =  h^  +  hy  +  h^  +  K 
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WO  die  Constanten  a^,  ög,  a^]  b^,  62»  h]  ^n  ^2?  ^s  ^^^  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  sind,  d.  h.  als  Bichtungscosinus  dreier 
zu  einander  senkrechter  Geraden  aufgefasst  werden  können^  sodass  be- 
kanntlich 

V  +  V  +  ^l'  =  «2''  +  V  +  ^2'  =  <+V  +  ^3'-l, 

und  die  Determinante  27  +  ^1^2^"=*  +  1  ^st  Indem  wir  die  a^,  a^, 
02,  Og  u.  s.  w.  beliebig,  aber  diesen  Bedingungen  entsprechend  wählen, 
erhalten  wir  die  Transformationsgleichungen  einer  beliebigen  Bewegung 
des  Raumes.  Wollen  wir  nach  der  obigen  Bewegung  eine  zweite 
ausführen,  welche  die  Punkte  (Xi,  y^,  ^i)  weiter  nach  den  Stellen 
(ajj,  ^2,  Z2)  bringt,  so  haben  wir  den  a,  b,  c  neue  Werte  ä,  6,  c  zu 
geben,  doch  so,  dass  auch  jetzt 

äj^  +  6,*  +  c,^  =  1,  u.  s.  w., 

U+ä^b^c^  =  +  1 
ist,  und  zu  setzen: 

^2  =  f\^i  +  '^iVi  +  «3^1  +  ^^j 

^2  =  ftl^l  +  ^2^1  +  \^i  +  *0I 

^2  =  c^x^  +  ~c.,y,  +  c,fs,  +  Co. 

Um  die  der  Reihenfolge  beider  Bewegungen  äquivalente  zu  finden, 
eliminieren  wir  x^,  y^,  0^  und  erhalten  dadurch  x^,  y^,  ß^  ausgedrückt 
als  lineare  Functionen  von  x,  y,  0  in  der  Form: 

x^  =  A^x  +  A^y  +  A^2  +  Aq, 
y,  =  B,x+B,y  +  B,B  +  B,, 
0,  =  C,x  +  C,y  +  C,z  +  (7„ 

wo  die  -4,  B,  C  sich  als  Functionen  der  a,  i,  c  und  ä,  &,  c  darstellen,  die 
sich  leicht  angeben  lassen.  Nun  mag  man  sich  durch  Ausrechnung 
davon  überzeugen,  dass  auch  die  A,  B,  C  Coefficienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  sind,  d.  h.  dass   sie  die  Bedingungen 

A'  +  -Bi'  +  Ci'=l;  ^'  s.  w., 
A^A^  +  B^B^  +  C^C^  =  0,  u.  s.  w., 

2J±A,B,C,  =  +l 

erfüllen,  sobald  die  a,  b,  c  und  ä,  &,  c  den  früher  aufgestellten  Rela- 
tionen genügen.  Daraus  geht  denn  analytisch  hervor,  dass  die  Reihen- 
folge  zweier   Bewegungen   des   Raumes   in    der   That  einer   einzigen 
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Bewegung  derselben  äquivalent  ist,  und  deshalb  sagen  wir^  dass  alle 
Bmvegungen  des  Baumes  eine  Gruppe  bilden.    Sie  enthält  zunächst  12 
Parameter  a,  b,  c,  aber  zwischen  diesen  bestehen  Relationen,  sodass    geciu- 
nur  sechs  derselben  willkürlich  sind.  Es  giebt  demnach  rxfi  Bewegungen  arapprStr 
des  Raumes  und  wir  nennen  die  Gruppe  derselben  sechsgUedrig.  desBau^^B? 

Weiter  wollen  wir  uns  jetzt  nicht  mit  dieser  Gruppe  beschäftigen. 
Dem  Studierenden  empfehlen  wir  aber,  in  der  Art,  wie  die  obigen 
drei  eingliedrigen  Gruppen  in  §  1,  2,  3  behandelt  wurden,  auch  die 
folgenden  geometrisch  anschaulich  und  analytisch  zu  discutieren. 

1.  Beispiel:  weiure 

^  ^^        MM  ^Mt  Beispiele. 

a?i  =  ax^    y,  =  ay. 
(Sogenannte  perspective  Transformationen.) 

2.  Beispiel: 

In  beiden  Fällen  erhält  man,  wenn  man  den  Parameter  a  variieren 
lässt,  oo^  Transformationen  der  Punkte  (o;,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
{x^y  yO  derselben.  Man  zeige,  dass  die  Reihenfolge  zweier  solcher 
einer  einzigen  aus  derselben  Schar  äquivalent  ist,  d.  h.  dass  jede  der 
beiden  Scharen  eine  Gruppe  bildet  und  zwar,  da  jede  einen  Parameter 
a  enthält,  eine  eingliedrige.  Man  bestimme  ihre  identische^  die  zu  einer 
beliebigen  inverse  und  die  infinüesimaie  Transformation.  Im  ersten 
Fall  führe  man  als  neue  Variabein  die  Grössen 

E  ==  log  Yx^  +  y%     9  =  arctgJ, 
im  andern  Fall  die  Grossen 

E  =  ilog|,     t)  =  X'y 

ein  (und  natürlich  entsprechend  e^,  tf^  ausgedrückt  in  x^,  y^.  Dadurch 
nehmen  die  Gruppen  eine  sehr  einfache  Form  an,  nämlich  ihre  sogen. 
canonische  Form.     Auch  bestimme  man  die  Bahncurven  u.  s.  w. 

§  5.    Einige  Bemerktuigen  über  gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

Der  Zweck  dieser  Vorlesung  ist  der,  der  Natur  des  Gegenstandes 
angemessene  Methoden  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  zu 
entwickeln.  Es  wird  manchem  Leser  deshalb  erwünscht  sein,  schon 
jetzt  wenigstens  andeutungsweise  davon  unterrichtet  zu  werden,  in- 
wiefern das  Studium  der  Gruppen  von  Transformationen  (von  denen 
wir  oben  allerdings  nur  erst  einige  specielle  Beispiele  kennen  gelernt 
haben)  dabei  von  Nutzen  ist  Diesem  Wunsche  werden  wir  in  einer 
Note   zum  Schlüsse   dieses  Paragraphen   nachkommen.    Doch   wollen 

Lle,  BifferentUlgleiolniiigeii.  2 
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wir  vorher  an  einige  einfache  Begriffe  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen  erinnern;  die  in  der  Folge  häufig  gebraucht  werden. 

iShl^Dif.  Bekanntlich  hat  eine  gewöhnliche  IHfferentiaJgleichung  1,  Ordnung 

'SShu?'  zwischen  zwei  Yariabeln  x^y  die  allgemeine  Form 

'^"^'-  Xix,  y)  dy  -  T{x,  y)dx=>0 

oder 

Xy-T=0, 

wenn  ^  mit  y   bezeichnet  wird.    X  und  Y  sind  gegebene  Functionen 

von  Xj  y.  Diese  Differentialgleichung  ordnet  jedem  Punkte  {x,  y)  der 
Ebene  eine  Richtung  zu.    Die  Tangente  des  Winkels  dieser  Richtung 

mit  der  Abscissenaxe  ist  y  '^^  x'  ^^^^^  Richtung  kann  und  wird  auch 
im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt  eine  andere  sein.  Geht  man  von 
einem  Punkte  aus  in  der  zugeordneten  Richtung  bis  zum  unendlich 
benachbarten,  dann  in  der  diesem  zugeordneten  Richtung  zum  benach- 
barten u.  s.  w.;  so  beschreibt  man  eine  Integrcdcurve.  Solcher  Integral- 
curven  giebt  es  oo^  und  sie  lassen  sich  alle  darstellen  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

m(x,  y)  =  Const. 

Wie  bekannt;  heisst   dann  (o(Xy  y)  Integral  der  Differentialgleichung. 
An  Stelle  desselben  kann  man  übrigens  auch  jede  Function  von  m, 
wie  Sl{{o(x,y)),  als  Integral  benutzen. 
Aus  der  Gleichung 

ö(a;,  y)  =  Const. 

der  Integralcurven  folgt  durch  Differentiation  wieder 

^    ax  +  ^  dy  =  0. 
ox  ^    dy    ^ 


Da  aber  andererseits 
ist;  so  muss 


Xdy  —  Ydx  =  0 

xI^+yI''  =  o 

d  X    *         dy 


seiU;  d.  h.  die  Function  cd  ist  eine  Losung  der  homogenen  linearen 
nomogtme  partiellen  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zwischen  der  abhängigen 
tieiie  Bif-  Yariabeln  f  und  den  beiden  unabhängigen  x,  y: 

1.  Ordnung.  X  ^  +    T  g-  =  0. 

Ist  umgekehrt  f'=(o(Xjy)  eine  beliebige  Losung  dieser  Differential- 
gleichung, ist  also 
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ox    *         dy 
för  alle  Werte  von  x  und  y,  so  erfallt  auch  jede  Function  ß(öj(a;,y)) 
die  Gleichung^  und  (oisc^y)  =  Const.  stellt  dann  oo^  Curven  dar,  derpn 
Tangentialrichtungen  sich  aus 

^-  dx  4-  ^-  dy  =  0 

ox  *    dy    ^ 

bestimmen,  sodass  die  beiden  letzten  Gleichungen  durch  Elimination 
von  g—  und  g—   als   gewöhnliche   DifiFerentialgleichung   dieser  Curven 

geben: 

Xdy  —  Ydx  =  0. 

Zwischen  den  beiden  Differentialgleichungen: 

Xdy  —  Tdx  =  0 
oder 

dx dy 

~X         Y 
und 

ox    '         oy 

besteht  also  ein  inniger  Zusammenhang,  sie  stellen  im  Grunde  ge- 
nommen dasselbe  Problem  dar.  Deshalb  werden  wir  auch  später 
häufig  mit  den  beiden  Formen  nach  Bequemlichkeit  wechseln. 

Wir  haben  schon  in  der  Einleitung  gesagt,  dass  die  in  den  gebrauch-  ZuBammen- 
liehen   älteren  Lehrbücheiii    vorkommenden  Integrationsmethoden   sich  im  schfn'^d^ 
allgemeinen  auf  Differentialgleichungen  beziehen,  welche  bei  einer  bekannten  ^*^^®^^*' 
Schar  von  Transformationen  invariant  bleiben.    Indem  wir  uns  vorbehalten,  gieichangen 
auf  die  Bedeutung  dieser  Behauptung  später  näher  einzugehen,  wollen  wir  o^a^ppen. 
schon  jetzt  an  einigen  möglichst  einfachen  Beispielen  den  Zusammenhang    ^^eorio* 
zwischen  der  Theorie  der  Differentialgleichimgen  und   der  Gruppentheorie 
undeuten. 

Zunächst  wollen  wir  die  von  x  freie  Differentialgleichung 

!f'  =  f(y) 

betrachten.  Bekanntlich  ist  ihre  Integration  durch  eine  blosse  Quadratur 
zu  leisten.  Geometrisch  ordnet  diese  Differentialgleichung  allen  Punkten 
längs  einer  Geraden  y  =  Const.  dieselbe  Richtung  zu;  ihre  Integralcuryen 
können  daher  aus  einer  einzigen  Integralcurve  durch  Verschiebung  der- 
selben längs  der  x-Axe  abgeleitet  werden.  Diese  Verschiebungen  aber 
werden  durch  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 

Xi==x  +  a,    yi=y 

dargestellt.  Führt  man  daher  auf  alle  oo^  Integralcurven  nach  und  nach 
alle  Translationen  x^^^^  x  -\-  a,  yi'^  y  aus,  so  erhält  man  jedesmal  die 
ursprüngliche  Schar  von  Integralcurven  wieder. 

2* 
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Andererseits  ist  bekanntlich  auch  die  homogene  Differentialgleichung 

dx       ^\x) 

lei(i^t   zu    integrieren.     Diese    Gleichung    ordnet   allen    Punkten   desselben 

Strahles  —  =  Const.  vom  Anfangspunkte  aus    dieselbe  Richtung  zu.     Die 

Integralcuryen  lassen  sich  deshalb,  wie  wir  später  genauer  ausführen  werden, 
aus  einer  einzigen  durch  ähnliche  Yergrösserung  oder  Verkleinerung  der- 
selben vom  Anfangspunkt  aus  ableiten.  Diese  ähnlichen  Vergrösserungen 
oder  Verkleinerungen  aber  werden  durch  die  eingliedrige  Oruppe: 

ic,  =  ax^    y^  =  ay 

dargestellt.     Auch   hier   werden   daher    die   oo^  Integralcuryen  von  jeder 
Transformation  der  angegebenen  Oruppe  in  einander  übergeführt. 
Man  weiss  femer  die  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

:-^ -«••+« 

ZU  integrieren.     Eine  solche  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 


^  ^    X 

Danach  ordnet  sie  den  Punkten  längs  eines  Kreises  um  den  Anfangspunkt 
Richtungen  zu,  welche  mit  diesem  Kreise  sämtlich  denselben  Winkel  bilden, 
denn  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  stellt  die  Cotangente  dieses 
Winkels  dar.  Ein  solcher  Kreis  wird  also  von  allen  Integralcurven  unter 
demselben  Winkel  geschnitten;  die  Integralcurven  gehen  daher  aus  einer 
bestimmten  dadurch  hervor,  dass  man  sie  um  den  Anfangspunkt  rotieren 
lässt.     Diese  Rotationen  aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe: 

iPj  e=  ÄJ  cos  a  —  y  sin  a,     y^  =  a;  sin  a  +  y  cos  a. 

Ferner  kann  man  die  Differentialgleichungen  von  der  Form 

y  =  f («  +  hy) 

integrieren.  Eine  solche  ordnet  allen  Punkten  einer  Geraden  a;-|~^^"=Gonst. 
gleiche  Fortschreitungsrichtungen  zu.  Die  Integralcurven  lassen  sich  also 
aus  einer  einzigen  durch  Verschiebung  derselben  längs  der  Parallelgeraden 
X  -\-  Icy  =^  Const  ableiten.  Diese  Translationen  aber  bilden  eine  ein- 
gliedrige Gruppe 

x^=^x  —  ha,    y^^=y  -^  a. 

Diese  Beispiele ,  denen  sich  noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  anderer  an 
die  Seite  stellen  Hessen,  zeigen,  wie  man  gerade  bei  solchen  Differential- 
gleichungen, deren  Integration  geleistet  werden  kann,  eine  Gruppe  von 
Transformationen  anzugeben  vermag,  welche  die  Punkte  einer  beliebigen 
Integralcurve  in  die  einer  anderen  Integralcurve  überführen.  Man  wird  es 
danach  plausibel  finden,  dass  die  Kenntnis  einer  solchen  Gruppe  von  Trans- 


Begriff  einer  Transformatiou  and  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene.        21 

formationen    gestattet,    das   Integrationsgeschäft   zu   vereinfachen  und    vor 
allem  auch  methodisch  zu  gestalten. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  mögen  genügen,  um  den  Zusammenhang 
zwischen  Differentialgleichungen  und  Transformationsgruppen  anzudeuten. 
Später  werden  wir  natürlich  auf  alle  diese  Dinge  ausführlich  zurückkommen. 


Kapitel   2. 

Eingliedrige  Gruppe  in  der  Ebene. 

Der  Leser  wird  aus  den  im  vorigen  Kapitel  vorgeführten  Bei- 
spielen schon  einiges  Verständnis  für  das,  was  wir  eine  Gruppe  und 
insbesondere  eine  eingliedrige  Gruppe  nennen^  geschöpft  haben.  Ge- 
stützt darauf  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  und  die  Theorie 
der  eingliedrigen  Gruppen  in  allgemeiner  Weise  entwickeln. 

§  1.    Begriff  einer  Tranaformation  nnd   einer  eingliedrigen  Gruppe 
von  Transformationen  in  zwei  Veränderliohen. 

Zunächst  haben  wir  zu  erklären,  was  unter  einer  Transformation 
zu  verstehen  ist: 

Eine   Transformation   der  Punkte   der  Ebene    ist  eine   Operation,    Trant- 
tcelche  jeden  Punkt  der  Ebene  wieder  in  einen  Punkt  derselben  Überführt,  der  Punkte 

,  jit.  ,  ,  .  der  £bene. 

Der  Weg;  auf  dem  diese  Überführung  statt  hat,  ist  dabei  unwesentlich, 
nur  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Punkte  sind  für  die  Transformation 
bestimmend.  Diese  Transformation  findet  ihren  analytischen  Ausdruck 
in  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

Hierin  soll  (a;,  y)  den  ursprünglichen,  (a?i,  y^  den  transformierten  Punkt 
bezeichnen.  Insbesondere  werden  wir  noch  voraussetzen ,  dass  die 
Transformation  nicht  etwa  alle  Punkte  der  Ebene  nur  in  die  einer 
Curve  oder  gar  nur  in  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  überführe. 
Vidmehr  soU  im  allgemeinen  jeder  Punkt  (x^,  y^)  der  Ebene  als  durch 
die  Transformalion  aus  einem  Punkt  (x,  y)  derselben  entstanden  auf- 
gefasst  u^erden  können.  Analytisch  findet  dies  seinen  Ausdruck  in  der 
Annahme,  dass  die  Gleichungen  der  Transformation  im  allgemeinen, 
d.  h.  sobald  nicht  x^  y^  gewisse  specielle  Werte  haben,  auch  nach  x 
und  y  auflösbar  seien.  Jeder  Punkt  der  Ebene  wird  alsdann  im  all- 
gemeinen sowohl  als  ursprünglicher  wie  als  transformierter  Punkt 
aufgefasst   werden  können. 
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Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  eine  Constante  a 
enthalten: 

(1)  ^1  =  9>(a^,  y,  ö),    yi  =  ^(^,y,ö) 

und  dieser  Constanten  alle  Werte  von  —  <x>  bis  +  <^  beigelegt  werden, 
so  ergiebt  sich  eine  Schar  von  oo*  Transformationen.  Diese  Schar 
von  Transformationen  wird  im  allgemeinen  nicht  die  Eigentümlichkeit 
haben,  dass  die  Reihenfolge  zweier  derselben  einer  einzigen  Trans- 
formation der  Schar  äquivalent  ist. 
Z.  B.  stellen  die  Gleichungen 

eine  Schar  von  oo^  Transformationen,  die  sich  geometrisch  leicht  con- 
struieren  lassen,  dar,  welche  jene  Eigentümlichkeit  nicht  besitzen. 
Führt  man  nämlich  nach  der  Transformation 

eine  zweite  aus  derselben  Schar  aus: 

so  ist  ihre  Reihenfolge  zwar  offenbar  einer  einzigen  Transformation 
äquivalent  (die  durch  Elimination  von  x^  und  y^  berechnet  wird): 

a:,  —  ai— a  +  a:,    ya=y, 
aber  diese  gehört  nicht  der  Schar  von  oo^  Transformationen 

x^  =  Const.  —  X,    y^^^y 
an. 

Es  ist  also  ein  besonderes  Vorkommnis,  toenn  aus  der  Schar  der 

oo^   Transformationen  (1)  jedesmal  die  BeiJienfolge  ßuoeier  durch  eine 

einzige   Transformation  aus  derselben  Schar  ersetzt  werden  hinn.     In 

EingiiedHgediesem  Falle   nennen  wir  die  Schar  eine  Gruppe^  und  zwar,  da  sie 

^^m-^ einen  Parameter  a  und  demgemäss  oo^  Transformationen  enthält,  eine 

^d^^i^^.  eingliedrige  Gruppe. 

Das  analytische  Kriterium  für  eine  solche  eingliedrige  Gruppe  (1) 
ergiebt  sich  so:  Wir  führen  nach  der  Transformation  mit  Parameter  a: 

welche  die  Punkte  {Xy  y)  der  Ebene  in  die  neuen  Lagen  {x^^  y^)  bringt, 
die  Transformation  mit  Parameter  a^  aus: 

welche  die  Punkte  {x^  y^)  nach  den  Stellen  (x^,  y^)  versetzt.  Die 
Transformation,  welche  direct  die  Punkte  {x,  y)  nach  diesen  Stellen 
(^2;  y%)  föhrt,  erhalten  wir  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^ ,  y^ : 
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a^  =  9  (q>(x,  y,  a),  ^(a;,  y,  a),  a^\    y^^'^  i^>{x,  y,  a),  ^(a;,  y,  a),  aj; 
X2   und   yg   drücken   sich   hiernach  durch  x,  y,  a  und  a^  aus.    Diese 
Transformation   nun  soll  wieder  eine  Transformation   aus   der  Schar 

(1)  sein,  d.  h.'  sie  muss  sich  in  der  Form  schreiben  lassen: 

x^  =  ip(x,y,k),    ya  =  *(^;  y? 'l), 
worin  der  Parameter  A  eine  gewisse  Function  von  a  und  a^  allein  ist: 

Es  müssen  also  identisch  für  alle  Werte  von  x,  y,  a,  o^  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form 

9(9(^7  y,  ö);  *(^;  y> «)» «1)  =  9(^7  y^  ^  («,  «i)) 

*(9>(^,  y,  a),  ^(a?,  y,  a),  a^  =  ^(a;,  y,  X  (a,  aj) 
bestehen. 

Wir  wollen  den  Begriflf  der  eingliedrigen  Gruppe  noch  etwas  ein- 
schränken: Es  soll  sich  zu  jeder  Transformation  der  Gruppe  mit  be- 
liebigem Parameter  a  eine  andere  Transformation  derselben  —  etwa 
mit  Parameter  ä  —  zuordnen  lassen,  sodass  die  zweite  nach  der  ersten 
ausgeführt  die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt,  d.  h.  aus  den  beiden 
Gleichungenpaaren 

durch  Elimination  von  x^  und  y^  folgt: 

(2)  x^  =  Xy    y^^y. 

Mit  anderen  Worten:     Wir  setzen  voraus,  dass  die  Gruppe  zu  jeder  inTeree 
Transformation  auch  die  inverse  enthalte.     Liegen  die  Gleichungen  derfoimationen. 
Gruppe  vor,  so  findet  man  zur  Transformation 

^1  =  9(^,  y, «);   yi  =  ti^f  y, «) 

offenbar  die  inverse,  wenn  man  x^,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als 
die  transformierten  Yer&nderlichen  betrachtet.  Indem  man  nach  x,  y 
auflöst,  ergeben  sich  mithin  die  Gleichungen  der  inversen  Transfor- 
mation in  der  gewohnten,  nach  den  neuen  Veränderlichen  x,  y  auf- 
gelösten Form. 

So  z.  B.  ist  zur  Translation 

Xi  =  x  +  a,    yi=y 

die  Translation  invers,  die  sich  durch  Auflösung  nach  x,  y  ergiebt: 

ir  =  a?!  —  a,    y  =  yi 
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oder,  wenn  man  die  ursprünglichen  Veränderlichen  wie  sonst  mit  x,  y, 
die  neuen  mit  x^  y^  bezeichnet^  diese: 

x^-^x  —  a,    y^  =  y. 

Da  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  der  Gruppe  wieder 
der  Gruppe  angehört^  so  gilt  dies  auch  von  der  Reihenfolge  zweier 
idenüsohe  ZU  einander  inverser  Transformationen^  d.  h.  von  der  identischen  Trans- 
tormmüon.  formcUian  (2).  Somit  folgt  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  ^  dass 
es  einen  constanten  Wert  üq  des  Parameters  a  geben  muss,  für  welchen 
die  Gleichungen  (1)  der  Gruppe  sich  auf  x^=^  x,  Vi  ^=  y  reducieren, 
sodass  also 

(3)  q>(x,y,a^)  =  x,    ^{x,y,a^  =  y 

ist  für  alle  Werte  von  x  und  y. 

Satz  1:  Sind  die  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in 
zwei  Veränderlichen  paarweis  zu  einander  invers,  so  enthält  sie  auch  die 
identische  Transformation. 

Es  wird  nicht  überflüssig  sein^  besonders  hervorzuheben ,  dass^ 
wenn  die  Transformation  mit  Parameter  ä  zu  der  mit  Parameter  a 
invers  ist,  dann  auch  umgekehrt  letztere  die  inverse  zur  ersteren  ist 
Denn  die  Transformation  (a)  führt  etwa  den  Punkt  p  nach  p^^  die 
Transformation  (ä)  führt  p^  nach  p  zurück.  Nimmt  man  also  p^  als 
ursprünglichen  Punkt  und  führt  zuerst  die  Transformation  (ä)  aus,  so 
geht  er  nach  p.  Die  darauf  folgende  Transformation  (a)  bringt  ihn 
wieder  nach  p^  zurück,  sodass  diese  Reihenfolge  beider  den  Punkt  j)^ 
in  Ruhe  lässt. 

§  2.    Der  allgemeine  Ornppenbegriff. 

Im  vorigen  Paragraphen  wurden  nur  die  eingliedrigen  Gruppen  de- 
finiert. Wir  wollen  nun  auch  die  allgemeine,  r-gliedrige  Gruppe  kurz 
erläutern,  bemerken  jedoch,  dass  wir  von  diesem  Begriffe  in  den  vorliegen- 
den Vorlesungen  keinen  Gebrauch  machen  werden.  Wir  dehnen  überdies 
in  diesem  Paragraphen  unsere  Betrachtung  gleich  auf  den  Baum  aas. 

Denken  wir  uns  drei  Gleichungen  vorgelegt: 

Xj^  —  X{x, y,  z,  Ol,  Og,  •  •  ar),    y^  =  Y{x,  y^z^a^.a^,-*  a^, 

Zi  =  Z{x,y,z,a^,a^,"ar\ 

von  denen  wir   annehmen,  dass  sie  auch  nach  x^  y^  z  auflösbar  seien,  so 

stellen  sie,    wenn  die  Grössen  a^^  a^  '  -  Ur  bestimmten  Zahlen   gleich    ge- 

Trans-    sctzt  Werden,  eine  Transformation  der  Punkte  des  Baumes  dar,   indem  sie 

derpSikte 3®^®^  Punkt  {xj  y,  z)  desselben  in  einen  neuen  Punkt  (x^,  y^,  z^  über- 

dei  BanmeB-fahren.    Vou  den  Parametern  a^'  -  -  Or  setzen  wir  voraus,  dass  sie  sämtlich 

als    wesentlich  in  obigen  Gleichungen  vorkonmien,  also  nicht  etwa  einige 
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als  überzfthlig  entfernt  werden  können.  Wenn  wir  a^  •  -  -  ar  von  —  oo 
bis  -{~  ^^  variieren,  so  stellen  unsere  Oleichangen  eine  Schar  von  oo''* 
Transformationen  dar.  Nach  einer  Transformation  mit  bestimmt  gewählten 
Parametern  «4  •••  0^  welche  die  Punkte  {x^y^is)  nach  den  Stellen  (x^^Pi,  z^ 
geleitet,  wollen  wir  eine  zweite  ausführen,  bei  der  die  Parameter  die  Werte 
äj  •  •  •  är  haben.  Diese  wird  die  Punkte  {x^,  y^,  z^  weiter  in  die  Lagen 
(^)  y%>  ^i)  bringen  und  es  ist: 

^2  =  Z(xi,  yi,  g^,  öl  •  •  •  är). 

um  nun  direct  von  den  ursprünglichen  Punkten  (x,  y,  z)  zu  den  neuen 
(x^,  y^,  z^)  durch  eine  Transformation  zu  gelangen,  müssen  wir  die  Zwischen- 
stellen x^,  ^1,  Zi  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  aus  den  drei  letzten 
eliminieren;  dadurch  gehen  Formeln  hervor,  welche  x^,  y^,  z^  durch  x,y,z, 
Ol  •••  ar,  %  •--  är  ausdrücken.  Nun  wäre  es  denkbar,  dass  diese  Gleichungen 
sich  wieder  so  schreiben  Hessen  wie  die  der  beiden  nach  einander  ausgeftlhrten 
Transformationen,  also  in  der  Form: 


X,  =  X(x,  y,  z,  ij  • 

••u 

y%  =■  ^(«^.  y.  «1  ^1  • 

•  •  Ar), 

«,  =  Z(»,  y,z,ly 

•  •  Ar), 

wo  dann  A^,  A^  •  •  •  Ar  gewisse  Functionen  der  früheren  Parameter  ay^-  *  •  ar^ 
ä^  -  • '  är  bedeuten  sollen,  die  aber  frei  van  x,  y,  z  sincL  In  diesem  Falle 
ist  also  die  Reihenfolge  der  beiden  Transformationen  unserer  Schar  mit  den 
Parametern  a^,  •  >  *  Or  und  ä^,  •  •  •  ör  einer  einzigen  Transformation  eben- 
derselben Schar  mit  den  Parametern  il|,  •  -  •  ilr  äquivalent,  und  zwar  gilt 
dies,  wie  auch  die  Oonstanten  a^  •  •  •  Or,  ä^'''är  gewählt  sein  mögen. 
Wir  sagen  alsdann,  dass  jene  Schar  eine  Gruppe  von  Transformationen  ^^^'q^^^ 
stellt  und  zwar,  da*  sie  r  Parameter  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe.  Tramfor- 

In   §  4  des   1.  Kapitels   haben  wir  ein  Beispiel  hierzu  gegeben,  diedJi*^"^^, 
Gruppe  aller  Bewegungen   des  Baumes.     Sie  war   6-gliedrig.     Aber  auch 
die  in  §§  1  bis  3  jenes  fapitels  betrachteten  Gruppen 

Xi=x  +  a,    y^^y\ 
x^=x  +  a,     y^=y  +  h', 
iCj  =  a;  cos  a  —  y  Bma,     y^  =  x  sin  a  +  ^  <5os  a; 
ajj  =  oj  •  wi,     Vx'^y 

können  als  Beispiele  von  Gruppen  des  Baumes  {x,  y,  z)  gelten,  man  hat 
Hur  jedesmal  zu  den  beiden  Gleichungen  noch  als  dritte 

Zi  '^  z 

hinzufügen. 

Wir  fahren  nunmehr  fort  in  der  Betrachtung  der  eingliedrigen  Gruppen 
in  zwei  Veränderlichen. 
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§  3.    ExistexuE  einer  inflnitesimalen  Transformation  in  der  ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Wir  erkannten  in  §  1,  dass  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe*) 

(1)  iPi  —  9(^,  y; «),  yi  =  V'Caj,  y,  a), 

von  der  vorausgesetzt  wurde,  dass  sich  ihre  Transformationen  einander 
paarweis  als  invers  zuordnen  lassen ,  die  identische  Transformation 
^1  =  ^;  yi  ■=  y  enthält. 
nS^rSkni-  Daraus  lässt  sich  nun  weiter  folgern,  dass  sie  auch  eine  infinite- 
formaüon.  simole  Transformation,  eine  Transformation  also,  bei  welcher  alle 
Punkte  (o?,  y)  in  unendlich  benachbarte  Punkte  übergehen,  enthält. 
Es  sei  nämlich  a^  der  Wert  des  Parameters,  für  welchen  die  Glei- 
chungen (1)  die  identische  Transformation  darstellen,  d.  h.  für  welchen 
(3)  q>(x,y,a^)  =  x,    ilf{x,y,a^)  =  y 

ist.  Geben  wir  dann  dem  Parameter  a  den  von  a^  unendlich  wenig 
abweichenden  Wert  a^  +  *^;  so  wird  die  Transformation  der  Gruppe 

^1  =  9(^;  y;  «0  +  *«);     Vi  =  *(^i  Vf  «0  +  *«) 
nur  unendlich  wenig  von  der  identischen  Transformation  abweichen, 
also  infinitesimal  sein.    Es  kommt  ja  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 

^1  =  9  (^,  y;  öfo)  +  —^^ —  -Y  +  — av — 1:2  +  •  •  • ' 
yi  =  t/'  w  y;  «o)  +  — 8^;; —  T  +  — 5v — 1:2+' 

oder  wegen  (3): 

^1  "*  ^  ■<       u,       1  "^      aao«      m  ■*      ' 
yi  —  V'^       a^;      r  "T       av     T^  "i      • 

Xi  und  y^  unterscheiden  sich  also  nur  um  unendlich  kleine  Grossen 
von  X  und  y.  Es  wäre  denkbar,  dass  die  Goefficienten  der  niedrigsten 
Potenzen  von  da  in  diesen  Reihenentwickelungen  für  alle  Werte  von 
X  und  y  verschwänden.  Auf  jeden  Fall  aber  wird  in  den  Reihen  eine 
niedrigste  Potenz  von  da,  etwa  da'',  wirklich  auftreten.  Als  unendlich 
kleine  Grösse  benutzen  wir  dann  nicht  mehr  da,  sondern  bequemer 
da""  ^=dt  und  erhalten,  wenn  |(a?,  y)  und  ij(a;,  y)  die  Goefficienten  von 
da^  in  den  beiden  Reihen  sind,  die  Formeln: 


*)  Hier  möge  ein  für  allemal  betont  werden,  dass  wir  bei  Betrachtangen, 
in  denen  allgemeine  Functionen  auftreten,  immer  die  Voraussetzung  machen, 
dass  die  beirefPenden  Functionen  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Wertsysteme 
regulär  verhalten  und  sich  also  nach  dem  Taylor'schen  Satze  in  Potenzreihen 
entwickeln  lassen. 

I 
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(4)        Xi==-x  +  i(x,y)dt'\ ,    yi=y  +  rii^yy)^H , 

welche  eine  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Grappe 
darstellen  und  in  denen  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  sind  als  dt  Freilich  erkennt  man  durch 
dieses  Baisonnement  nicht,  ob  die  Beihenentwickelungen  (4)  nach 
ganzen  oder  gebrochenen  .Potenzen  von  dt  fortschreiten.  Dagegen 
giebt  die  weiter  unten  zu  besprechende  Methode  sicher  Reihenent- 
wickelungen nach  ganzen  Potenzen  des  Parameters.  |  und  ij  enthalten 
allerdings  auch  noch  a^,  aber  a^  ist  kein  beliebiger  Parameter^  sondern 
eine  bestimmte  Zahl  und  braucht  darum  in  |  und  i}  nicht  besonders 
angeführt  zu  werden. 

Wendet  man  diese  Methode  etwa  auf  die  eingliedrige  Gruppe 


an,  80  findet  man,  dass  sie  nicht  durchführbar  ist.  Dies  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  j^l  —  a*  sich  nach  der  Substitution  a  =  1  +  <J^  nicht  nach  ganzen 
Potenzen  von  ii  entwickeln  lässt.  Die  folgende  Methode  dagegen  liefert  eine 
infinitesimale  Transformation,  da  bei  ihr  |^1  —  c?  nicht  in  der  Umgebung 
der  Stelle  a  *=  1 ,  sondern  einer  beliebig  annehmbaren  Stelle  in  eine 
Potenzreihe  entwickelt  wird. 


Man  kann  auf  einem  weitläufigeren  Wege,  der  aber  tiefer  in  diej^J^^^^f^^;^ 
Sache   hineinführt,   zu   einer   infinitesimalen  Transformation  der  ein-^^^J^J^^ 
gliedrigen  Gruppe  gelangen,  nämlich  so:  Wir  geben  dem  Parameter  a  'o"»»*^«"- 
einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Wert  a.     Die  zugehörige  Transfor- 
mation —  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  («)  —  führt  die  Punkte  jp  der 
Ebene  in  neue  Lagen  p^   über.    Es  giebt  dann  nach  Voraussetzung 
eine  zu  dieser  inverse  Transformation  in  der  Gruppe.     Ihr  Parameter 
sei   c,    er  ist   eine   gewisse   Function 
von  £.    Diese  Transformation  (e)  führt 
alle  Punkte  p^  wieder  in  die  Lagen  jp 
zurück.  Eine  Transformation  nun,  deren 
Parameter  unendlich  wenig  von  ä  ab- 
weicht, also  etwa  ä  +  tf  e  ist,  wird  f^ 
nicht  genau  nach  J7,  sondern  nach  einer 
f    unendlich    benachbarten    Stelle   jp' 
fuhren.    (Siehe  Fig.  4.)     Die  Beihen- 
'  folge    der    Transformationen   {i)   und 
(f  +  da)  wird  j>   nach  ^^   und   dann 

nach  p    bringen    und   ist   einer   einzigen   der   Gruppe    angehörenden 
Transformation  äquivalent,  welche  die  Punkte  |>  der  Ebene  in  ihnen 


Fig.  4. 


(6) 
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unendlich  benachbarte  Punkte  jp'  überführt,  d.  h.  einer  infinitesimalen 

Transformation  der  Gruppe. 
^»iJoh-^^         Wir  wollen  dies  hier  rein  begrifflich  dargestellte  Verfahren  jetzt 
'"^^^"Jl^^^^analytisch   verfolgen.     Die  erste  Transformation  (e)  wird  dargestellt 
Ableitung,  durch: 

(5)  ^i=^v{^,y>^),  yi==*(^;y;«); 

die  Transformation  {s  +  ob),  welche  nach  dieser  ausgeführt  werden 
soll,  durch 

X  ==  9)(a?i,  yi,  s  +  ds),    y  =  t(Xi ,  y^,  f  +  ds). 
Elimination  von  Xi  und  ^^  aus  (5)  und  den  beiden  letzten  Gleichungen 
giebt  daher  die  gesuchte  Transformation,  welche  die  Punkte  p  in  die 
Punkte  p   überführt: 

x=^(p{(p(x,y,€),  il;(x,y,s),€  +  d€),  y  =  H9{x,y,B),  *(:r,y,£),£ +  *«). 
Entwickeln  wir  diese  Werte  nach  Potenzen  von  da,  so  kommt 

x  =  tp[fp[Xf  y,  e),  t{x,  y,  b),  b)  -\ -^ y  +•-, 

y  =  ^yip(Xy  y,  B),  fi^x^  y,  b),  b)  -\ ^ T  '  "  * 

Diese  Gleichungen  der  gesuchten  Transformation  lassen  sich  noch 
vereinfachen,  wodurch  man  dann  erkennt,  dass  sie  wirklich  eine  infi- 
nitesimale Transformation  darstellen.  Es  sind  ja  nach  Voraussetzung 
die  Transformationen  (b)  und  (b)  zu  einander  invers,  d.  h.  wenn  man 
nach  der  Transformation 

^1  =  9(^7  y»  0;     ^1  =  *(^7  y;  ^) 
die  Transformation 

^2  =  9(^1;  yi;  «);     y2  =  *(^i;yi,ß) 
ausführt,   muss   man    die   identische   Transformation   x^  ^^  x,   y^'^^  y 
erhalten.    Es  geht  aber  durch  Elimination  von  x^  und  y^  hieraus  die 
Transformation  hervor: 

^2  ==  9(9>(^;  Vj  «)>  *(^»  Vj  «);  ^)>      y2  ="  HviP^f  y,  «);  *(^;  y,  0;  ^)- 

Es  ist  also  eine  blosse  Folge  unserer  Voraussetzung,  {b)  und  (is) 
seien  inverse  Transformationen,  dass 

9(9>(^;  y» «);  i>(pj  y,  0;  ^)  =  ^;  *(?> (^;  y^  0;  H^>  y» «);  ^)  =  y 

ist.  Die  Gleichungen  (6)  der  Transformation  der  Punkte  p  in  die 
Punkte  p   lauten  deshalb  auch  so: 


(7) 


.,  _i_  g»(«p(j,  y.  t),  ■»(«,  y,  t),  0  **   , 
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und  in  dieser  Form  stellen  sie  offenbar  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation dar^  da  hier  x  und  ^  nur  unendlich  wenig  von  x  und  y  ab- 
weichen. 

Jetzt  erkennt  man  durch  eine  kleine  Ueberlegung  sehr  leicht^ 
dass  die  ersten  in  df  linearen  Glieder  nicht  verschwinden.  Denn  be- 
zeichnet man  g>(Xyy,  s)  und  ^(x,y,s)  wie  in  (5)  wieder  mit  x^  und  j/^, 
so  haben  diese  linearen  Glieder  in  (7)  die  Coefficienten 

dB  '  de 

Hierin  können  nun  x^,  y^  und  b  als  unabhängige  Veränderliche  auf- 
gefasst  werden.     Wäre 

da  —  ^'  dt  —  ^' 

SO  würden  9>(^i;^i;^)  und  ti^ifVif^)  ^^^^  ^on  €  sein,  d.  h.  allgemein 
wären  die  Gleichungen  der  Gruppe  x^  =  q){x,  y,  a),  yi  «=  ^(a?,  y,  a) 
frei  von  a.  Sie  würden  also  gegen  die  Voraussetzung  gar  keinen 
Parameter  enthalten. 

In  (7)  sind  die  Ooe£ßcienten  von  de,  die  also  nicht  verschwinden; 
Functionen  von  x,  y,  e  und  s.  Zu  einer  Transformation  {s)  gehört 
aber  eine  ganz  bestimmte  inverse  (ä).  Es  ist  daher  £  eine  gewisse 
Function  von  s,  und  jene  Coefficienten  hängen  also  nur  von  x,  y 
und  €  ab.  Wir  bezeichnen  sie  mit  |(a;,  y,  s)  und  fi(x,  y,  s)  und  er- 
halten dann  die  infinitesimale  Transformation 

(8)     x'=x  +  i(x,y,s)SB'] — ,   y'=y +  fl(i«^;y,«)*«H — , 

die  sicher  unserer  eingliedrigen  Gruppe  angehört  und  noch  eine  will- 
kürliche Gonstante  s  enthält 

Fassen  wir  in  (8)  €  als  eine  bestimmte  Grösse,  ds  dagegen  als 
eine  veränderliche  unendlich  kleine  Grösse  auf,  so  sind  die  rechten 
Seiten  unendliche  Potenzreihen  nach  ds.  Bei  dieser  Auffassung  geben 
uns  die  Gleichungen  (8)  eine  zur  identischen  Transformation  unendlich 
benachbarte  Transformation  unserer  Gruppe. 

Nun  aber  kann  man  die  Gonstante  s  noch  beliebig  wählen  und 
man  kann  also  auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  solchen  infinitesi- 
malen Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gelangen. 
Später  werden  wir  sehen,  dass  alle  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe,  die  man  so  bestimmen  kann  oder  vielleicht  durch  noch 
andere  Methoden  zu  finden  vermöchte,  in  den  unendlich  kleinen 
Gliedern    erster  Ordnung   bis   auf  einen  constanten   Factor   überein- 
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stimmen  müssen.  Vorerst  aber  sind  wir  nur  zu  diesem  Ergebnis 
gelaugt: 

Satz  2:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene,  deren  Transformationen 
sich  paarweis  als  invers  einander  zuordnen  lassen,  besiUft  sicher  eine 
infinitesimale  Transformation. 

Beispiel.  Beispiel:  Wir  wollen  die  obige  zweite  Methode  auf  die  Ableitung 

einer  infinitesimalen  Transformation  der  in  §  2  des  1.  Kapitels  be- 
trachteten eingliedrigen  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Anfangspunkt 

a?!  =  j?  cos  a  —  y  sin  a,    y^  =  a?  sin  a  +  y  cos  a 
anwenden.     Hier  ist  die  Rotation  mit  dem  Drehwinkel  —  €  zur  Ro- 
tation mit  dem  Dreh  Winkel  s  invers,  also  der  oben  mit  £  bezeichnete 
Parameter  gleich  —  €.    Die  Rotation  (s)  hat  die  Gleichungen: 
(5')  a?i  =  a;  cos  £  —  y  sin  s,    y^  =  x  sin  s  -{-  y  cos  s. 

Die  Rotation  ( —  b  -{-  ds)  dagegen,  welche  die  Punkte  (x^,  yj  in 
Punkte  (x,  y)  zurückführt,  die  den  Punkten  {x,  y)  unendlich  benach- 
bart sind,  hat  die  Gleichungen: 

x  =  Xi  cos  (—  s  +  ob)  —  yi  sin  (—  b  +  ds), 
y'  =  Xi  sin  ( —  b  +  Sb)  +  yi  cos  ( —  b  +  6  b), 
Eliminiert  man  hieraus  x^  und  y^  vermöge  (5),  so  kommt: 
a;'=  {x  cos  £  —  y  sin  «)  cos  (—  «  +  9b)  — - 

—  (a:  sin  £  +  y  cos  £)  sin  (—  £  +  9b)  = 
=  a!:(cos  £  cos  ( —  £  +  9b)  —  sin  £  sin  ( —  £  -f-  9b))  — 

—  y(sin  £  cos  ( —  £  +  9b)  +  cos  £  sin  ( —  £  +  9b))  = 
=  a;  cos  *£  —  y  sin  9b  =  x  —  ytf £  +  •  •  • 
und  ganz  ähnlich: 

y  =  a:  sin  d£  +  y  cos  d£  =  y  +  x9b  +  •  •  •. 
Die  gesuchte  infinitesimale  Transformation  ist  also: 

(7')  X^X—.y9B  +  ''',      y'=y  +  a;Ä,4..... 

Dies  ist  die  in  §  2,  Kap.  1,  gefundene.  Man  hätte  sich  diese  ganze 
Rechnung  ersparen  können,  da  das  Ergebnis  aus  der  geometrischen 
Anschauung  sofort  hervorgeht.  Es  lag  uns  aber  daran,  unsere  Methode 
an  einem  concreten  Beispiel   zur  Erläuterung  wirklich  durchzuführen. 

§  4.     Conatruotion  einer  eingliedrigen  Gruppe  ans  einer 
infinitesimalen  Transformation. 

Zunächst  werden  wir  uns  jetzt  etwas  näher  mit  dem  Begriff  einer 
^in^i%t%i^ infiniiesinuüen  Transformation  selbst  beschäftigen  und  zeigen,  wie  man 
"fomSo^von    einer    solchen   wieder   zu   einer   eingliedrigen   Gruppe   gelangen 
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kanD.  Wir  wollen  also  jetzt  ganz  davon  absehen,  dass  die  infinitesi- 
male Transformation  etwa  die  einer  eingliedrigen  Gruppe  sei,  wir 
wollen  sie  vielmehr  direct  ohne  Benutzung  des  Gruppenbegriffs  defi- 
nieren durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(9)  ^=x  +  l{x,y)dt  +  ^'',    y  =  y  +  ri(^,y)st  +  '^-, 

wo  I  und  rj  zwei  irgendwie  gegebene  Functionen  von  x,  y  sein  sollen 
und  8t  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeute.  Wir  denken  uns  die 
weggelassenen  Glieder  als  convergente  Potenzreihen  nach  8ty  die  mit 
Gliedern  zweiter  Ordnung  beginnen. 

Diese  Transformation  (9)  ist  eine  infinitesimale ,  denn  sie  fahrt 
alle  Punkte  (a?,  y)  in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte  (x\  y )  über, 
deren  Goordinaten,  wenn  wir  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  absehen,  um  die  infinitesimalen  Strecken 

(10)  8x  =  idt,    dy  =  ridt 

grösser  als  die  ursprünglichen  sind.    Jedem  Punkte  (x,y)  wird  somit 

eine  unendlich  kleine  Fortschreiiungsstrecke  von  der  Länge  tSSitreäe 

y8x'+8f  =  VFT?  St  "•  •'''''"^'* 

zugeordnet  und  zwar  den  verschiedenen  Punkten  im  allgemeinen  solche 
von  verschiedener  Länge  und  verschiedener  Richtung^ 

Man  erhält  ein  anschauliches  und  fruchtbares  Bild  von  der  infini- ^^^J^^JJJ;, 
tesimalen  Transformation  (9),  wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  ^1^^^' 
zweiter  Ordnung  absieht  und  sich  vorstellt,  dass  alle  Punkte  (x,  y) 
der  Ebene  in  Bewegung  versetzt  werden  und  im  Zeitelement  dt  eben 
jene  unendlich  kleinen  Strecken  "j/|*  +  iy*  d<  beschreiben,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Axen  die  Längen  ^dt  und  r^dt  haben.  Dies  anschau- 
liche Bild  legt  es  uns  nahe,  die  betreffende  unendlich  kleine  Orts- 
veränderung fortwährend  nach  einander,  unendlich  oft  auszuführen. 
Im  ersten  Zeitelement  dt  gelangt  der  Punkt  (x,  y)  aus  seiner  Anfangs- 
lage in  die  neue  Lage  {afy  f/),  im  nächsten  Zeitelement  dt  durchläuft 
er  alsdann  die  unendlich  kleine  Strecke  yi(f(f,^y  +  ri{x',  y'f  dtvL.8.  w. 
Der  ursprüngliche  Punkt  (x^y)  kommt  durch  diese  fortwährende  Aus- 
führung der  infinitesimalen  Transformation  nacheinander  in  lauter 
neue  Lagen,  die  eine  stetige  Reihe  bilden,  also  eine  Gurve  darstellen. 

Wir  denken  uns  also,  präciser  gesagt,  alle  Punkte  der  Ebene  in 
Bewegungen  begriffen,  welche  dadurch  definiert  sind,  dass  für  jeden 
Punkt  {x,  y)  die  Geschwindigkeitscomponenten  die  Werte 

haben,  die  nur  vom  Orte  (x,  y),  nicht  aber  von  der  Zeit  abhängen. 
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Die  ganze  Ortsveränderung  der  Punkte  der  Ebene  ist,  da  sie  sich 
ßj^ie^mg  ^^^  Moment  zu  Moment  wiederholen  soll,  eine  sogenannte  stationäre 
Bewegung  und  kann .  verglichen  werden  mit  der  Strömung  der  Massen- 
teilchen einer  compressibeln  Flüssigkeit,  bei  welcher  das  gerade  an 
der  Stelle  (x,  y)  befindliche  Teilchen  im  nächsten  Zeitelement  dt  den 
unendlich  kleinen  Weg  "j/^*  +  V^  ^^  durchläuft,  wodurch  seine  Coordi- 
naten  um  dx  =  ^dt  und  dy  '=>  rjdt  zunehmen.  Die  Zeit  t  wollen  wir 
von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ^  =  0  an  messen  und  voraussetzen, 
ein  gewisses  Massenteilchen  befinde  sich  zur  Zeit  ^  «»  0  an  der  Stelle 
(Xy  y).  Dann  wird  es  durch  die  stationäre  Bewegung  zur  Zeit  t  an 
einer  andern  Stelle  (p^,  y^)  sich  befinden.  Es  ist  dies  die  Stelle,  in 
welche  der  Punkt  {x,  y)  übergeht,  wenn  auf  ihn  fortwährend  die  in- 
finitesimale Transformation  (9)  ausgeübt  wird,  und  dies  gilt  für  alle 
Punkte  (Xy  y)  der  Ebene.  Die  neuen  Ooordinaten  x^,  y^  sind  Func- 
tionen der  ursprünglichen  Xy  y  und  der  Grosse  t  Wenn  t  um  dt 
wächst,  so  wachsen  x^  und  y^  um 

dx^~l{x^yy;)dt,    dy,  =  ri(x^,  y,)dt. 

Mithin  bestimmen  sich  x^  und  y^  als  Functionen  von  t  ans  den  beiden 
simultanen  Dififerentialgleichungen 

mit    der    Anfangsbedingung:    Für    ^  =  0    soll  x^^^  x,    yt  =  y    sein. 

Durch  Integration  dieses  Systems  ergeben  sich  für  x^  und  y^  gewisse 

Werte: 

(12)  x,  =  0(x,y,t\    y^^w(x,y,t), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x  und  y  reducieren. 

Diese   unsere   kinematische   Betrachtungsweise   zeigt   nun   leicht, 
dass  die  Integralgleichungen 

^i  =  ^(a^,y,  0;  yi  =  ,^'(^,  y,  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bestimmen.  Denn  wenn 
unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  t^  die  Punkte  {x^  y) 
nach  den  Stellen  {x^,  y^  und  danach  im  Laufe  der  Zeit  ^  diese 
neuen  Punkte  {x^^  y^  nach  den  Stellen  {x^^  y^)  führt,  so  leuchtet  ein, 
dass  unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  t^  -\-  t^  die  ur- 
sprünglichen Punkte  {x,  y)  in  die  Lagen  (x^,  y^  überführt,  analytisch 
ausgedrückt:  Die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  (^)  und  (^) 
aus  der  Schar  der  oo^  Transformationen  (12)  ist  äquivalent  einer 
einzigen  Transformation  (^  -f- 1^  dieser  Schar.  Die  Schar  (12)  stellt 
also  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
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Jetzt  wollen  wir  diese  nicht  %anz  streng  formulierte  kinematische 
Betrachtung  verlassen  und  sie  durch  ein  strenges  analytisches  Raison- 
nement  ersetzen. 

Die  heiden  Differentialgleichungen  Hemeiiung 

^z*.  Ä*i  einer  ein- 

bestimmen  x^  und  ^^  als  Functionen  von  t  und  von  den  zu  ^  "=="  0 
gehörigen  Anfangswerten,  als  welche  wir  x^  =  x,  ^i  =  y  wählen.  Um 
diese  Functionen  x^y  y^  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  das  simultane 
System 

mit  den  vorgeschriebenen  Anfangs  werten:  a^i  =  a;,  J^i  =  J/  für  <  =  0 
zu  integrieren. 

Da  der  Differentialquotient  -~^  =S(^i>yi)  ^^^  <  =  0  den  Wert 
i,{Xjy)  annimmt,  so  erhalten  die  Integralgleichungen 
(12)  x^  =  0(x,y,t),    y,^W(x,y,t), 

wenn  sie  nach  Potenzen  von  t  entwickelt  werden,  offenbar  die  Form 

x,=x+  l{x,y)t'\ 


(12') 

\yi  =y  +  ^(^,y)^H — , 

und  sie  stellen  oo^  Transformationen  der  x,  y  in  die  x^j  y^  dar.  Wir 
wollen  jetzt  rein  analytisch  beweisen,  dass  diese  Transformationen 
eine  einglieidrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bilden.  Um  den 
Beweis  zu  liefern,  müssen  wir  uns  mittler  Art  der  Integration  des 
Systems  (11)  etwas  näher  beschäftigen. 

Zur   Integration   kann    man    so    verfahren:    Zunächst   besitzt    die 
Differentialgleichung  zwischen  x^  und  y^\ 

'   £(«i,yi)      ^i^uVi) 

ein  Integral  Sl(Xi^  y^,  das,  da  es  frei  von  t  ist,  auch  Integral  des 

ganzen   simultanen   Systems   (11)   sein   muss.     Um    nun   ein    zweites 

Integral   des  Systems  zu  finden,   das  nicht  frei  von  t  ist,    hat  man 

vermöge 

■^(^1 ;  yi)  =  c  (=  Const.) 
etwa  y^  aus 


£{^i,2/i) 

zu  eliminieren  und  die  entstehende  Differentialgleichung  zwischen  x^ 
und  t  (die  ausserdem  im  allgemeinen  noch  c  enthält)  zu  integrieren. 
Dies  geht,  da  die  linke  Seite  frei  von  t  ist,  durch  eine  Quadratur  und 

Lie,  Differentlalgleiohangen.  3 


34  Kapitel  2,  §  4. 

giebt  ein  Integral  von  der  Form  jF(a?i,  c)  —  t  Dies  ist  aber  noch  kein 
Integral  des  Systems  (11).  Vielmehr  muss  erst  wieder  c  vermöge 
J2  as  c  fortgeschafft  werden.  Dadurch  geht  dann  ein  zweites  Integral 
des  Systems  (11)  hervor  von  der  Form 

Als   Anfangsbedingung   wurde   festgesetzt^   dass   für   f «» 0  auch 
Xi  =  X,  yi  =  y  sein  soll.     Demnach  stellen  die  Gleichungen 


^^^^  [Wix,,yO-t  =  W(x,y) 

das  Ergebnis  der  Integration  dar.     Durch  Auflosung  derselben  nach 

Xi  und  y^  ergeben  sich  dann  die  Integralgleichungen  in  der  Form  (12). 

de^Groppln-         ^^^   behaupteten  nun,    dass  diese  eine  eingliedrige  Gruppe  mit 
eigemchafi.  jem  Parameter  t  darstellen.     Dies  geht  aus  der  Form  der  nicht  auf- 
gelösten Gleichungen  (13)  unmittelbar  hervor: 

Denn  die  Transformation  der  Schar  (12)  oder  (13),  welche  dem 
Parameter  t  zugehört,  führt  die  Punkte  (x,  y)  in  die  Punkte  (rCj,  y^) 
über,  die  sich  aus  (13)  bestimmen.  Eine  zweite  Transformation  der- 
selben Schar  mit  dem  Parameter  i^  wird  die  Punkte  (xi^  y^)  weiter 
in  die  Punkte  {x^,  y^)  überführen,  deren  Coordinaten  sich  aus  den  zu 
(13)  analogen  Gleichungen 

....  f  Ä(^2;y8)  =  ß(^i;yi); 

^     ^  \w(x,,y,)-t,  =  Wix,,y,) 

berechnen  lassen.  Will  man  nun  die  Transformation  haben,  welche 
sofort  die  Punkte  (x^  y)  in  die  Endlagen  (0:2,  ^2)  bringt,  so  hat  man 
nur  aus  (13)  und  (14)  die  Zwischenwerte  ic^,  y^  zu  eliminieren.  Dies 
macht  sich  sehr  leicht,  es  kommt: 

W(x,,y,)^{t  +  t,)  =  W(x,y). 
Aber  diese  beiden  Gleichungen  stellen,  nach  x^  und  y^  aufgelöst,  nichts 
anderes  dar,  als  die  Transformation  mit  dem  Parameter  t  -{•  ti,  welche 
der  durch  (13)  bestimmten  Schar  von  00^  Transformationen  angehört. 
Jene  Schar  hat  also  in  der  That   die  Gruppeneigenschaft. 

Diese  eingliedrige  Gruppe  enthält  auch  zu  jeder  Transformation 
mit  beliebigem  Parameter  t  die  inverse.  Letztere  ist  die  mit  dem 
Parameter:'  —  t,  denn  beide  nach  einander  ausgeführt  geben  ja  die 
Transformation  mit  dem  Parameter  t  —  t  =  0,  d.  h.  die,  für  welche 

^  a(^i,  Vi)  =  Ä(^, »),     W{x,,  y,)  =  W{x,  y) 
oder  Xi  «  rr,  y^  =  y  ist,  also  die  identische. 
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EriDiiem  wir  uns  ferner  daran,  dass  die  gefundene  Gruppe  auch 
durch  die  Gleichungen  (12')  darstellbar  ist,  so  erkennen  wir  noch, 
dass  sie  (wenn  t  unendlich  klein  angenommen  wird)  eine  infinitesimale 
Transformation 

x  =  X  +  |(a:,  y)dt  H ,    y  =  y  +  i?(a:,  y)dt  -] 

enthält^  die  mit  der  vorgelegten  infinitesimalen  Transformation  (9)  in 
den  unendlich  kleinen  Gliedern  erster  Ordnung  übereinstimmt. 

Die  Entwickelungen  (12')  der  endlichen  Gleichungen  unserer 
Gruppe  werden  durch  das  simultane  System  (11)  bestimmt  und  es  ist 

nicht  schwer,  auch  die  Coefficienten  von  t— r   anzugeben.     Nach  dem 

d*x  d*t/ 

Maclaurin'schen    Satze   sind    diese   nämlich    -^    und  -v^-  für  f  =  0. 

Nun  aber  liefert  (11): 

dt*  "^        dxi        dt    "^        ay,         dt 

Für  ^  =  0  wird  dies  zu: 

Ähnlich  bestimmt  sich  der  Coefficient  l-iTrl       von  r  ö  i>i  der  Ent- 

Wickelung  von  y^  nach  t 

Wir  formulieren  nunmehr  unsere  Ergebnisse  in  dem 
Theorem  1.    Jede  infinitesimale  Transformation 
x,=x  +  i(x,y)dt'^ ,    yt  =  y  +  fiix,y)dt+" 

gehör  tf  wenn  von  unendlich  hieinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  durch  Integration  des 
simi$ltanen  Systems 

dx,      ^      dy,       ^  ^^ 
1(^1,  2/i)        V{Xi,yi) 

mit  der  Anfangsbedingung,  dass  x^  =  x,  yi  =  y  für  t  =  0  sein 
soll,  in  der  Form 

Ä(^i,  Vi)  =  Ä(^,  y),  ;  7>s^  f'^  ^/  • 

W{x^.y,)-t  =  W{x,y),S^ 

oder,  nach  x^  und  y^  aufgelöst  und  nach  t  entwickelt,  in  der 
Form: 

3* 
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i      Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
\      male    Transformation  ^    die   in   den    Gliedern   erster   Ordnung 
i      mit   der   gegebenen    infinitesimalen    Transformation    überein- 
stimmt*). 

Beiipieie.  1,  Beispiel:  Es  sei  vorgelegt  die  infinitesimale  Transformation 

(9')  Xi  =  x  —  y8t,    yj  =  y  +  xSt^ 

sodass 

l{x,y)  =  -y,    ri(x,y)  =  x 

ist     Das  simultane  System  lautet  also: 

(110  .^  =  ^  =  dt. 

Zunächst  liefert  die  Differentialgleichung 

äxi   __^  d y, 

—  2/1         ^i 
oder 

x^dxi  +  y^dyi  =  0 
das  Integral 

ß(^u  yi)  =  V  +  yi'- 

Setzen  wir  es  gleich  einer  Constanten  k^: 

x*  +  y,'  =  l^ 


und  eliminieren  wir  hierdurch  y^  =  ")/ä*  •—  x^^  aus  der  Gleichung 

^^-dt, 


—  Vi 
so  kommt  die  Differentialgleichung 


mit  dem  Integral 


^ dt 


*)  Aoföngern,  denen  die  vorstehenden  Entwickelangen  vielleicht  etwas 
schwierig  geworden  sind,  möchten  wir  den  Rat  erteilen,  den  Rest  dieses  Capitels 
mit  Ausnahme  der  nachfolgenden  Beispiele  vorerst  zu  überschlagen,  um  ihn  später 
gelegentlich  nachzuholen.  Freilich  muss  ein  solcher  Leser  alsdann  die  Thatsache, 
die  in  §  5  bewiesen  wird,  ohne  Beweis  als  richtig  hinzunehmen:  Eine  eingliedrige 
Gruppe  in  a;,  y  mit  paarweis  inversen  Transformationen  enth&lt  nur  eine  infinite- 
simale Transformation,  wenn  der  Wert  der  infinitesimalen  Constanten  6t  als 
nebensächlich  angesehen,  d.  h.  hSt  als  derselbe  wie  8t  betrachtet  wird,  wenn  Ig 
eine  Constante  vorstellt.  Ein  solcher  Leser  wird  also  das  Theorem  2  des  §6 
ohne  Beweis  als  richtig  annehmen  müssen. 
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—  arc  sm  ^  —  t 
k 

Hieraus   ist  nun  Je  =  Yx^^  +  Vi*   wieder   zu  entfernen,   wodurch  das 
zweite  Integral 

W(x,,  y^)--t  =  —  arc  sin  y^^-— ,  -  ^ 

unseres  simultanen  Systems  (iT)  hervorgeht.     Danach  sind 

(13')            \              .          X,              ,                   .         X 
^     ^  —  arc  sin  _-  —  t  =  —  arc  sm 


V^i'  +  yi'  Vx'  +  y' 

die  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  (9')  er- 
zeugten Gruppe.  Ihre  Auflösung  nach  x^  und  y^  ist  in  dieser  Form 
etwas  umständlich.  Bequemer  wird  sie,  wenn  man  die  Integralglei- 
chungen des  simultanen  Systems  (IV)  in  einer  für  dies  Beispiel  ge- 
schickteren Form  annimmt.     Wir  fanden  als  erstes  Integral 

V  +  yi*  =  **, 

als  zweites  zunächst 

—  arc  sin  -]r  —  ^  =  —  c  (=  Const.) 
oder 

y=sin((?  — 0, 
Hodass  aus  dem  ersten  folgt 

|  =  C08(C-0. 

Für  ^  =  0  soll  Xi  =  X,  yi  «=  y  sein.  Demnach  haben  wir  die  vier 
Gleichungen 

Xi  =h  sin  (c  —  t)f    yi  =  Je  cos  (c  —  t), 

a?  =  ft  sin  c,  y  =  ft  cos  c, 

und  hieraus  sind  die  Oonstanten  c  und  Je  zu  eliminieren.     Es  kommt: 
iXi  =  Je  (sin  c  cos  t  —  cos  c  sin  ^)  =  a;  cos  t  —  y  sin  t, 


(12")       , 

[yi  =  Je  (cos  c  cos  ^  -f-  sin  c  sin  ^)  =  o;  sin  ^  +  y  cos  ^, 

und  diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar;  nämlich  die  uns  schon  bekannte  Gruppe  der  Rotationen  um  den 
Anfangspunkt. 

Auch  stimmt  ihre  infinitesimale  Transformation^  wie  wir  schon 
von  früher  her  wissen,  mit  (9')  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
überein. 

2.  Beispiel:   Liegt  die  infinitesimale  Transformation 
(9")  x^  =  x-\'  x6t,    yi^y  +  ydt 

vor,  so  lautet  das  simultane  System 
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(11")  ^  =  ^yi=rf^ 

und  giebt  integriert: 

'g  ^i  —  lg  ^  =  Ig  yi  —  Ig  y  —  ^ 
oder: 

Diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Bei  einer  Transformation  derselben  werden  alle  Abscissen  und  Ordi- 
nalen in  demselben  Verhältnis  geändert^  d.  h.  die  ganze  Ebene  vom 
Anfangspunkt  aus  ähnlich  vergrossert  oder  verkleinert.  <  =  0  giebt 
die  identische  Transformation^  t^^  dt  also  eine  infinitesimale.    In  der 

That  ist  ja  e*'  «=  1  +  y  +  t— r  +  •  •  •  und  die  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe: 

^1  =  ^(1  +  1  +  XT2  +  •  •  7 '    yi  ==  y (i  +  1  +  rij  +  • ' 7 

stimmt  mit  der  vorgelegten  (9")  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
überein. 


§  5.    Nachweis  9  dass  eine  eingliedrige  Gruppe  nnr  eine  infinitesimale 
Transformation  besitzt  und  durch  dieselbe  bestinunt  ist. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  eingliedrigen  Gruppe  des  §  3  zurück: 

(15)  ^i  =  9>(^.y»«).   yi  =  *(^';y,a)- 

Wir  fanden^  dass  sie  jedenfalls  eine  infinitesimale  Transformation  be- 
sitzt (Satz  2).    Wir  dürfen  daher  voraussetzen^  es  sei 

(16)        x=^x^l{x,y)öt  +  ^^^,    !/'  =  y  +  v{^,y)dt  +  '-^ 

eine    gewisse    infinitesimale    Transformation    der    Gruppe   (15).      Die 
höheren  Glieder  in  d^  sind  nicht  mitgeschrieben. 
Eoihenfoige         Wir  wollcu  uuu  uach  der  Transformation  (15)  unserer  Gruppe  mit 

einer  ond-  ...  , 

liehen  a.  in- dem    Parameter  a  die   infinitesimale  Transformation  (16)    ausführen, 

flnitesimAlen  ,  . 

Tranifor-  welchc  die  durch  (15)  nach  den  Stellen  (x^,  yj  transformierten  Punkte 
(Xf  y)  weiter  führt  nach  den  Stellen  (x^,  y^): 

^2  =  ^1  +  6(^u  yJ*^  H 1     ^2=^1  +  vi^uVi)^^  H • 

Die  Zwischenwerte  x^y  y^  könnten  wir  hieraus  vermöge  (15)  elimi- 
nieren. Wir  wollen  dies,  um  nicht  zu  umständliche  Ausdrücke  zu 
erhalten,  nur  teilweis  ausführen: 


<"^       £: 
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Hierin  sind  also  unter  x^  und  y^  die  Werte  (15)  in  x,  y  und  a  zu  ver- 
stehen. Diese  Transformation  (17)  ist  die  Reihenfolge  zweier  Trans- 
formationen der  Gruppe,  der  Transformation  (a)  und  einer  unendlich 
kleinen.  Sie  ist  mithin  einer  Transformation^  der  Gru^ppe  äquivalent, 
die  sich  von  der  Transformation  (a)  nur  um  unendlich  wenig  unter- 
scheidet, also  etwa  dem  Parameterwert  a  -f-  ^^  zugehört,  wo  da  wie 
das  obige  dt  eine  infinitesimale  Grosse  bedeutet.  Wie  allgemein 
zwischen  den  Parametern  a,  a^  zweier  aufeinander  folgender  Trans- 
formationen der  Gruppe  und  dem  Parameter  X  derjenigen  Transfor- 
mation derselben,  welche  dieser  Reihenfolge  äquivalent  ist,  eine  Relation 
besteht,  welche  k  als  Function  von  a  und  a^  allein  darstellt,  so  ist 
auch  in  dem  jetzigen  speciellen  Fall  der  Parameter  a  -{•  8  a  eine 
Function  von  a  und  8t  allein,  also  auch  8a  hängt  nur  von  a  und  8t  ab. 
Die  Transformation  (a  +  Ja),  welche  der  Transformation  (17) 
äquivalent  ist,  lautet: 

x^  =  <p{x,y,a'\'  8a),    y^  =  ^(o?,  y,a  +  8a) 
oder  ausgeführt: 

Vergleichen  wir  diese  Ausdrücke  mit  den  Werten  (17)  von  x^  und  y^, 
80  ergiebt  sich: 


(18) 


Ca 

Hierin  sollen,  wie  man  nicht  vergessen  darf,  x^  und  y^  die  durch  (15) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y  und  a  bedeuten  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  sollen  umgekehrt  x,  y  die  durch  (15)  bestimmten  Functionen 
von  Xif  y^  und  a  sein. 

Die  Gleichungen  (18)  müssen  nach  Voraussetzung  bestehen  für 
alle  Werte  von  ä?,  y  und  a.  8a  und  8  t  sind  gewisse  unendlich  kleine 
Grossen,  und  zwar  ist  8a  eine  Function  von  8  t  und  a. 

Erteilen  wir  den  Grossen  Xy  y  irgend  welche  bestimmte  Zahlen- 
werte, so  hängen  x^  und  y^  nach  der  Gleichung  (15)  nur  noch  von  a  ab. 
Also  stellt  dann  jede  der  Gleichungen  (18)  eine  Relation  zwischen  8  t 
und  8a  her,  die  ausserdem  noch  a  enthält.  Diese  Relationen  müssen 
natürlich  mit  derjenigen  übereinstimmen,  welche  8a  durch  8t  und  a 
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ausdrückt.  Nun  können  wir  uns  die  Zahlen  a;^,  tfi  sicher  so  gewählt 
denken,  dass  links  und  rechts  die  ersten  Goefficienten  einer  der  beiden 
Relationen;  nämlich  die  Grossen 

oder  die  Grossen 

nK^iflfiJf    — ^ — 

nicht  gerade  verschwinden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Grössen  K^ij^i)»  '^(^ij^i)  °^^^^ 
beide    identisch    verschwinden.     Wir  können  daher  annehmen,    dass  etwa 

S(^iiyi)  °^c^*  identisch  verschwindet.     Alsdann  kann  auch   -^-^'y-^—    nur 

für  ganz  besondere  Ausnahmewerte  von  x^  y,  a  verschwinden^  denn  anstatt 
Xi,  y^  bestimmt  zu  wählen^  kann  man  auch  wegen  (15)  x^  y  bestimmt  an- 
nehmen. Unter  x,  y  hat  man  also  ganz  beliebige  Zahlenwerte  zu  ver- 
stehen und  für  solche  ist        \^  ^* — -  nicht  stets  Null,  da  sonst  q>  frei  von 

da  '  ^ 

a  sein  mUsste,  d.  h.  x  bei  der  Gruppe  überhaupt  nicht  transformiert  und 
also  ä(iri,yi)^0  sein  würde. 

Die  erste  oder  zweite  Relation  (18)  giebt  demnach  bei  bestimmter 
Wahl  der  Werte  x^^  y^  die  Beziehung  zwischen  da,  8t  und  a  in 
der  Form 

Wi  dt  +  *'2  *^^  +  •  •  •  =  ^1  *ö  +  ^a  *^*  +  •  •  •? 

in  der  Wi;  Wa ' ' ';  ^n  ^2 ' '  *  ^^n  a  abhängen  und  u^  und  v^  beide  ver- 
schieden von  Null  sind.  Wenn  aber  zwischen  zwei  Grössen  ia  und 
8t  eine  derartige  Beziehung  besteht,  so  lässt  sich,  wie  man  in  der 
Functionentheorie  nachweist,  auch  da  in  eine  Potenzreihe  von  8t  ent- 
wickeln: 

8a  =  w?!  d<  +  ^2  d^*  +  •  •  •, 

deren  erster  Coefficient  w^  ='=  0  ist.  w^yW^*--  sind  gewisse  Functionen 
von  a.  Diesen  Wert  von  8a  substituieren  wir  in  (18),  indem  wir 
nunmehr  wieder  in  (18)  x^  und  y^  als  Veränderliche  auffassen.  Als- 
dann dividieren  wir  die  Formeln  durch  8t  und  gehen  schliesslich  zur 
Grenze  für  8t  =  0  über.     Dadurch  kommt: 


(19) 


In  diese  beiden  Gleichungen  können  wir  nun  noch  die  aus  (15)  fol- 
genden Werte  von  x^  y,  ausgedrückt  in  x^y  y,,  einsetzen  und  erhalten 
dadurch  zwei  Relationen  von  der  Form 
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f  i(^l»  Vi)  =   ^(^U  »17  «)  •  ^1  («); 


Dieselben  gelten  fQr  die  Coefficienten  g^  i;  der  infinitesimalen  Trans- 
formation (16)  der  Gruppe,  von  der  wir  ausgingen.  Sie  müssen 
fflr  jedes  Wertsystem  x^y  y^y  a  richtig  sein,  ihre  linken  Seiten  aber 
sind  frei  von  a,  ihre  rechten  Seiten  enthalten  also  nur  scheinbar  a, 
d,  h.  X  und  Y  haben  die  Form 

Erteilen  wir  nun  in  den  Gleichungen  (19')  der  Grösse  a  einen  be- 
stimmten Wert  ä,  so  gehen  Xix^,  y^,  a)  und  Y(Xi,  y^,  a)  in  Functionen 
Ton  x^y  y^  allein  über: 

während  to^{a)  in  eine  Constante  sich  verwandelt.  Demnach  sind 
5(^17  yi);   vi^uVi)  bestimmt  bis  auf  einen  constanten  Factor  K: 

5(a?i,  yO  ==  K  X{x^,  yj,    ri(x^y  y,)  =  KY{x,,  yj, 

und  zwar  gilt  dies  für  jede  infinitesimale  Transformation  (16)  unserer 
Gruppe. 

Irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe,  etwa 

X  =x  +  ^dt'\ ,    y'  =  y  +  1? ** H 

und 

x^x  +  ldt-i ,     y  =y  +  ^dt'\ 

können  sich  daher  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen 
constanten  Factor  Je  unterscheiden,  indem 

l  =  Jc^,    Tl  =  Jcri 

ist.  Aber  zwei  solche  infinitesimale  Transformationen,  deren  Glieder 
erster  Ordnung  (die  höherer  Ordnung  kommen,  da  dt  infinitesimal 
ist,  nicht  in  Betracht)  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden, nennen  wir  von  einander  abhängig y  da  sie  im  Grunde  genom- 
men übereinstimmen,  denn  beide  ordnen  den  Punkten  proportionale 
Fortschreitungsstrecken  zu  und  ausserdem  ist  die  Constante  dt  doch 
nur  insofern  bestimmt,  als  sie  unendlich  klein  sein  soll,  sodass  Tcdt 
dasselbe  wie  dt  bedeutet.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  nur  eine  infinitesimale  Transformation;  oder 
exacter  ausgesprochen:    Alle  infinitesimale   Transformationen  einer  ein- 
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gliedrigen  Gruppe  stimmen  bis  auf  einen  blossen  Zaklenfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  überein. 

Um    uns   in   (19)   von    dem   constanten   Factor   Wi   zu   befreien^ 
fähren  wir  in  unsere  Gruppe 

(15)  ix:,  =  (p(x,y,a),    y^  =' tl^(x,y,  a)- 

Neuer     au  Stelle  von  a  eine  passend   gewählte  Function  t  von  a  als  Para- 

Parameter. 


meter  ein^  indem  wir  setzen: 


wo  vorausgesetzt  ist,  dass  wie  früher  Uq  der  zur  identischen  Trans- 
formation gehörige  Wert  von  a  ist.  Dadurch  gehen  die  Functionen 
Xi  und  y^  von  x,  y  und  a  in  solche  von  x,  y  und  t  über,  indem  die 
Gleichungen  der  Gruppe  (15)  durch  Einführung  von  t  etwa  die  neue 
Form  annehmen: 

(21)  x,  =  0{x,y,t),    y,=  W(x,y,t), 

Da  wegen  (20)  ^  =  0  für  a  =  üq  wird,  so  ist  klar,  dass  in  der  neuen 
Form  (21)  der  Gruppe  dem  Parameterwert  ^ «»  0  die  identische  Trans- 
formation a?,  =  a?,  yi  =  y  zugehört. 

Nunmehr  können  wir  (19)  so  schreiben: 

fc/^     .„  \  _  ^y(^^y.  g)  ^  ^  d^{x,y,t) 

i\j^i^yi)—      ^a       dt—      dt     ' 
v^r^  ..  \  —  ^^(^>  y>  ^)  ^«  —  ^ ^(^,  Vi  0 

oder  auch: 

weil  ja  Xj,  yi  die  Functionen  (15)  von  a  oder  (21)  von  t  sind. 

Die  den  ursprünglichen  Gleichungen  (15)  der  Gruppe  äquivalenten 
Gleichungen  (21)  derselben  sind  mithin  die  Integralgleichungen  des 
simultanen  Systems 

(22)  -^  =  ^-pi—  =  dt 

mit  den  Änfangswerten  a:^  =  a;,  y^  «=  y  für  t  =  0. 
BeBtimmuDg        Da  dicses  simultane  System  und  also  auch  seine  Integralgleichungen 
durch  Ihre  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man  nur  die  ersten  Glieder: 

""foitnSü^"  a?'  =  a;  +  |(a:,  y)  ät,    y  :=  y  +  ri{x,  y)  dt 
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der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  angiebt,  so  ist  die 
Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig  definiert,  also: 

Satz  4:    Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  ist  durch  ihre  infini- 
tesimale Transformation  völlig  definiert, 
oder  auch: 

Satz  5:    Jede  infinitesimale  Transformation 

X  =x  +  l{x,y)8t,    y  =y  +  v(^fy)dt 
gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  an, 

Dass  dies  nämlich  für  jede  infinitesimale  Transformation^  nicht 
nur  für  eine  solche  gilt,  von  der  wir  von  vornherein  wissen,  dsss  sie 
einer  Gruppe  angehört,  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Pa- 
ragraphen, aus  Theorem  1. 

Die  Ergebnisse  dieses   und  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  ^gJJ,™^; 
nun  in  knapper  Form  so  zusammenfassen: 

Theorem  2:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paar- 
weis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  in- 
finitesimale Transformation.  Jede  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Ebene  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transformationen, 

Dies  Theorem  ist  also  so  zu  verstehen: 

Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  vor,  so  können  die  Reihenentwickelungen 
Xi=x  +  ^(x,y)t  +  '-' 

yi  =  y  +  v{^yy)H — 

derselben  freilich  unendlich  viele  Formen  annehmen,  welche  sich  aber 
in   den  Gliedern  erster  Ordnung  nur  dadurch   unterscheiden,   dass  an 

Stelle  von  |  und  rj  resp.  Ä;|,  krj  und  -v  statt  t  gesetzt  wird. 

Liegen  andererseits  zwei  Reihenentwickelungen 

Xi'=^x  +  i(x,y)t'\ 

yi  =  y  +  v{^,y)H — 

vor,  so  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren 
Reihenentwickelungen  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit  diesen  über- 
einstimmen. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  unserer  Untersuchungen,  der  Begriff 
der  eingliedrigen  Gruppe,  entwickelt  worden.  Im  nächsten  Kapitel 
werden  wir  nun  mehrere  mit  der  eingliedrigen  Gruppe  eng  verbundene 
Begriffe  und  Sätze  ableiten. 
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G^uppe^-         Infolge  unseres  Theorems  2  kann  es  keinem  Zweifel  unterliegen, 
eiSefinflS- ^^^  untcr  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene,  erzeugt  von  einer  ge- 
Tr»nifor°  9^^^^  infinitesimalen  Transformation ,   zu   verstehen  ist.    Diese  Aus- 
mation.   drucksweise  werden  wir  öfters  gebrauchen. 

Beispiele.  Wir   ffigeu   ZU  diesem  Kapitel  noch  einige  Beispiele  hinzu,   die 

der  Anfönger  sorgfaltig  durchrechnen  möge. 
1,  Beispiel:    Die  Gleichungen 


Xy  =  yx^  +  xyty     yi  = 


xy 


stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.     Um  dies  zu  verificieren,  kann 
man  so  verfahren:     Es  ist  offenbar 

und 

rc,   o;*  +  xyt x     .     , 

yT  xy     ~  y    '    • 

Diese   beiden  Gleichungen   aber   haben   die  in   Theorem  1   (§  4)   an- 
gegebene Form,  indem  hier  il(x,  y)  ^  xy,     Wix,  y)^-  ist 

^  =  0   liefert   die   identische   Transformation   der   Gruppe,    also 
t  =  dt  die  infinitesimale.    Es  ist  aber: 


Yx'  +  xydt  =  x]n  +  f8t  =  rc  (l  +  i|  *^  +  ...), 
sodass 

^1  =  ^  +  ^y^^  H — ,   2/1 «  y  —  T  ~  *^  •  •  • 

die  infinitesimale  Transformation  vorstellt.     Hier  ist 

demnach  gehen  rückwärts  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  her- 
vor durch  Integration  des  simultanen  Systems: 

2/i  yi'  ' 

was  man  sofort  verificieren  kann. 

J2.  Beispiel:     Man  zeige,  dass  die  Gleichungen: 

X,=X  +  t,     yj  =  -^^--p^ 

eine  eingliedrige  Gruppe  darstellen  und  dass  hier 
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zu  setzen  ist.     Ferner  verificiere  man,   dass  x^  und  y^  als  Functionen 
von  t  das  simultane  System 

^  =  ZJ^  ^  dt 

erfallen. 

5.  Beispiel:    Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  x^^  y^  die  Wur- 
zeln n  der  quadratischen  Gleichung 

{u^x){u-y)  +  t  =  0 
bedeuten,  alsdann   die  Werte  von  x^,  y^  ausgedrückt  in  Xy  y,  t  eine 
eingliedrige   Gruppe,  darstellen.     Die    quadratische   Gleichung    lautet 
ausmultipliciert: 

u^  —  (^  +  y)w  +  icj/  +  ^  =  0. 

Nach  einem  Elementarsatze  ist  also: 

^1  yi  =  ^y  +  ^• 

Dies  sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

ß(^i,yi)  =  'a(a;,y), 
W{x,,y,)-t  =  W{x,y\ 
wie  sie  in  Theorem  1  (§  4)  vorkommen  und  stellen  daher  nach  a:„  y^ 
aufgelost  eine  eingliedrige  Gruppe   dar.     Man  bilde  die  Auflösungen 
und  zeige,  dass  die  Gleichungen 

+ot       t  ,8t, 

die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  geben. 
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Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  und  einfache  Fonnen 
einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene. 

Wir  werden  zunächst  zeigen ,  dass  man  durch  Einführung  neuer  inhaitsan- 
Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe  wiederum  eine  eingliedrige  Kapitels 
Gruppe  erhält.  Alsdann  werden  wir  finden,  dass  sich  alle  eingliedrigen 
Gruppen  der  Ebene  durch  Einfuhrung  zweckmässiger  neuer  Yariabeln 
auf  eine  gemeinsame  einfache  Form  bringen  lassen.  —  Danach  legen 
wir  besonderen  Nachdruck  auf  das  Symbol,  das  wir  mr  Darstellung 
einer  infinitesimalen  Transformation  einführen  werden.  Die  Wichtigkeit 
dieses  Symbols  wird  sich  als  sehr  bedeutend  herausstellen,  unter  an- 
derem  wird  es  uns  gelingen,  die  endlichen  Gleichungen  einer  durch 
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eine  gegebene  infinitesimale  Transformation  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Benutzung  des  Symbols  in  einer  bemerkenswerten  Form 
darzustellen. 

§  1.    Einführung  netter  Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Zweierlei  Weuu   zwischcu   zwei   Veränderlichenpaaren   oc,  y  und  j,  ^  Glei- 

einer  Trans- chungen  festgesetzt  werden: 

formation. 

(1)  ?  =  ^(^,y);      9  =  /*(^;y); 

so  stellen  sie^  vorausgesetzt,  dass  sie  auch  nach  x^  y  auflösbar  seien, 
eine  Transformation  dar.  Bisher  haben  wir  eine  Transformation  immer 
als  eine  Operation  aufgefasst,  welche  die  Punkte  (a:,  y)  der  Ebene  in 
die  neuen  Lagen  (jr,  ^)  überführt,  also  als  eine  Ortsveränderung,  sagen 
wir  als  eine  Bewegung  aller  Punkte  der  Ebene.  Aber  wir  können 
die  Gleichungen  (1)  auch  anders  auffassen. 
Beispiel.  Wenn  wir  z.  B.  die  Gleichungen  ansetzen: 

(2)  r  =  V^  +  f,    9,  =  arctg|, 

durch  welche  Xy  y  in  r,  q>  transformiert  werden,  und  wir  verstehen 
unter  x,  y  rechtwinklige  Punktcoordinaten,  unter  r,  tp  dagegen  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Anfangspunkt  des  Axensjstems  als  Pol  und  der 
positiven  J7-Axe  als  Anfangsstrahl,  so  ist  der  Punkt  {x,  y)  genau 
identisch  mit  dem  Punkt  (r,  tp).  Die.  Gleichungen  (2)  stellen  in  dieser 
Auffassung  keine  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  der  Ebene  dar,  son- 
dern vermitteln  nur  den  Übergang  von  einem  Coordinatensystem  zu 
einem  anderen. 
Sdinlten-  ^^    können    wir    allgemein    die   Gleichungen    (1)   betrachten  als 

System.  Formclu,  wclchc  den  Übergang  von  dem  System  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  Xy  y  zu  einem  gewissen  anderen  Coordinatensystem 
%y  ^  in  der  Ebene  bewerkstelligen.  t)ort  sind  x  <==  Const.  und  y  «=  Const. 
die  Coordinaten-  oder  Parameterlinien,  hier  sind  es  die  Curven  j=  Const. 
und  ^  s»  Const.,  die  im  ursprünglichen  Coordinatensystem  die  Glei- 
chungen k{x,  y)  =  Const.,  |Li(iC,  y)  =  Const.  haben.  Bei  diesem  Über- 
gange von  den  Werten  Xy  y  zu  den  Werten  j,  ^  bleiben  also  alle 
Punkte  der  Ebene  in  Ruhe,  die  Gleichungen  (1)  stellen  einen  bloss 
analytischen  Process  dar,  der  mit  den  geometrischen  Gebilden  selbst 
nichts  zu  thun  hat. 

Es  sei  nun  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt: 

(3)  x^  =  tp{xyyyt),    yi  =  ^(a:,y,0. 


Nene  Ver- 
finderliohe 
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Wir  haben  früher  eine  Gruppe  definiert  als  eine  Schar  von  oo^ 
Transformationen,  welche  die  Eigentümlichkeit  hat,  dass  die  Reihen- 
folge zweier  Transformationen  der  Schar  einer  einzigen  Transformation 
derselben  Schar  äquivalent  ist.  Fassen  wir  diese  Transformationen  in 
der  gewohnten  Weise  als  Operationen  auf,  durch  welche  die  Punkte 
der  Ebene  in  neue  Lagen  gelangen,  so  ist  also  eine  eingliedrige  Gruppe 
eine  Schar  von  oo^  solchen  Operationen  oder  Bewegungen  aller  ein- 
zelnen Punkte  der  Ebene,  sodass  die  Reihenfolge  zweier  dieser  Be- 
wegungen einer  einzigen  ebenfalls  in  der  Schar  enthaltenen  Bewegung 
aller  Punkte  der  Ebene  gleich  ist.  Dies  ist  eine  rein  geometrische 
Auffassung  der  Gruppe. 

Wenn  wir  nunmehr  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (1) 
neue  Veränderliche  j,  t)  einführen,  so  hat  dies  —  wenn  die  Gleichungen  (^!^^l 
(1)  in  der  auseinandergesetzten  Weise  als  Vermittler  der  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  betrachtet  werden  —  keinen  Einfluss 
auf  die  geometrische  Bedeutung  der  Gruppe  als  einer  Schar  von  oo^ 
Bewegungen  aller  Punkte.  Diese  Bewegungen  werden  eben  nur  auf  ein 
neues  System  von  Coordinaten  bezogen.  Der  Punkt  (o;,  y)  hat  im 
neuen  System  die  Coordinaten  j,  t)  und  analog  werden  wir  die  Co- 
ordinaten des  transformierten  Punktes  (x^,  y^)  im  neuen  System  mit 
£i;  9i  bezeichnen,  sodass 

(4)  El  =  -^(^1,  yi)y  9i  =  K^u  Vi) 

ist 

Wir  können  auch  direct  j,  und  5,  als  Functionen  von  j  und  \) 
darstellen,  indem  wir  aus  (1),  (3)  und  (4)  a;,  y  und  a^i,  j/j  fortschaffen. 
Alsdann  werden  die  oo^  geometrischen  Operationen,  welche  unsere 
Gruppe  bilden,  im  neuen  Coordinatensystem  durch  Gleichungen  von 
der  Form 

(5)  &  =  *fe9,0,   ^i='Hht),t) 

dargestellt,  und  es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  diese  wieder 
der  analytische  Ausdruck  einer  Gruppe  sein  müssen,  denn  die  Reihen- 
folge zweier  Bewegungen  unserer'  Schar  ist  nach  wie  vor  einer  ein- 
zigen Bewegung  derselben  äquivalent. 

Satz  1:    Führt  man  in  die  Gleichungen  einer  eifigliedrigen  Gruppe: 

^l  =  9(a^;y;0;      Vi  = '^{^C,  y,t) 

neue  Variabein  j,  \)  und  jj,  ^^  ein,  indem  man  gleichzeitig 

l^k{x,y),     t)  =  (i(x,y) 
und 
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set0t,  so  stellen  die  so  erhaltenen  netten  Gleichungen 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Beiipiei.  Beispiel:    In  die  eingliedrige  Gruppe: 

x^^x  +  t,   y,  =  ^^ 

sollen  die  neuen  Veränderlichen 

eingeführt  werden.     Wir  setzen  noch  an: 

und  eliminieren  aus  den  drei  Gleichungenpaaren  x^  y  und  x^jy^.   Dies 
giebt: 

r  «  (^  +  0'  =  (vW+jT 

9i  =  ^y  =  9- 

Dass   diese  Gleichungen   auch   eine  Gruppe   darstellen,   ist  leicht   zu 
verificieren. 

zwaokfflh-         Aus   den   Entwickelungen    des   vorigen  Kapitels   lässt  sich  jetzt 
Gruppe  auf  schliessen,  dass  man  jede  einirliedricre  Gruppe 

eine  Gruppe  '  •*  o  o  rr  . 

durch  Einführung   zweckmässiger   neuer  Variabeln   auf  eine  sehr  be- 
merkenswerte einfache  Form  bringen  kann. 

Wir  sahen,  dass  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  bei  passender 
Wahl  des  Parameters  t  die  Integralgleichungen  eines  gewissen  simul- 
tanen Systems  sind  und  dass  diese  Integralgleichungen  unaufgelöst 
die  Form  haben: 

^i^iyyi)  =  ^(^>yl 

W{x,,y,)-t=W{x,y\ 
(vgl.  Theorem  1).     Wenn  wir  die  Functionen  ß  und  W  an  Stelle  von 
X,  y  als  neue  Veränderliche  verwerten,  also  setzen: 
X  =Slix,y),      9  =W(x,y), 

so  nimmt  folglich  unsere  Gruppe  (3)  die  einfache  Gestalt  an: 

(5')  Ei  =  E,    9»  =  >)  +  <. 

Dies  ist  dieselbe  Form,  in  welcher  sich  früher  die  eingliedrige  Gruppe 

der  Translationen  (in  §  1  des  l.Eap.)  ergab,  nur  mit  anderen  Buchstaben. 
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Theorem  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  zwei  Veränder- 
lichen kann  durch'  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  werden. 

Derartige  neue  Veränderliche  j,  t),  welche  dies  leisten,  nennen 
wir  canonisch  und  die  gefundene  Form  (5')  der  Gruppe  (3)  ihre  cano- 
nische  Form.  In  dieser  canonischen  Form  ist  zur  Transformation  (t) 
die  Transformation  ( —  t)  invers,  während  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation giebt.  Wir  hatten  im  ersten  Kapitel  Beispiele  dafür  in 
deh  §§  2,  3. 

§  2.     Symbol  der  inflnitesimalen  Transformation. 

Das  Hauptergebnis  des  vorigen  Kapitels  lässt  sich  mit  wenigen 
Worten  aussprechen:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitzt  eine 
und  —  bis  auf  einen  unwesentlichen  Zahlenfactor  —  nur  eine  infini- 
tesimale Transformation,  aus  der  man  durch  ein  Integrationsverfahren 
wieder  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  ableiten  kann. 

Hiernach  hat  die  infinitesimale  Transformation  für  die  eingliedrige 
Gruppe  grosse  Wichtigkeit.  Sie  kann  als  das  bestimmende  Element 
derselben  aufgefasst  werden  ^  aus  dem  die  ganze  Gruppe  rückwärts 
wieder  construiert  werden  kann. 

Wir  werden  nun  die  infinitesimale  Transformation  in  einer  be- 
sonderen, für  die  begriflfliche  Auffassung  und  die  praktische  Verwendung 
gleich  nützlichen  Weise  symbolisch  ausdrücken,  wozu  die  folgende  Be- 
trachtung führt. 

Die  endlichen  Gleichungen 
(3)  a;i  =  9)(a;,y,if),    y,=il>{x,y,t) 

einer  eingliedrigen  Gruppe  drücken  die  transformierten  Veränderlichen 
Xi,  yj  durch  die  ursprünglichen  x,  y  und  den  Parameter  t  aus.  Ebenso 
lässt  sich  jede  Function  f{x^,  y^  als  Function  von  a:,  y  und  t  dar- 
stellen. Für  den  Wert  von  ty  der  der  identischen  Transformation  ent- 
spricht, also  etwa  für  ^  =»  0,  wird  natürlich  die  neue  Function  identisch 
gleich  f{Xy  y),  mit  variierendem  t  variiert  sie.  Wir  können  daher  jede 
Function  f{x^j  y^)  als  Function  von  t  auffassen  und  nach  der  Änderung 
8f^  von  f{Xi,y^)  fragen,  welche  f{x^yy^  zu  teil  wird,  wenn  x^  und  y^ 
die  Incremente  der  zugehörigen  infinitesimalen  Transformation 

(6)    X  =x,  +  l{x^,y,)6t^ ,    y  =y, +i?(a;i,yO*^H , 

also  die  Incremente 

(6')  8x^  =  lix,,  yO  öt,     8y^  =  ri(xi,  y^)  dt 

erfahren.     Es  ist: 

Lie,  Differentialgleichuni^oa .  4 
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also: 


fi^ifVi)   ^i^fährt   folglich   bei   Ausführung   der   infinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe  den  Zuwachs 

für  ^  =  0  ergiebt  sich  daher  als  Zuwachs  der  Function  f  =  f{x,  y) : 
(7)  */  =  (l{x,  y)%  +  ri  {x,  y)  ||)  St. 

7t.  B.  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
X  ^^  X  —  ydty     y  r=ssy  ^  x6t 
der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen: 

x^=^  xcoBt  —  y  sin  ^,    yi  =  a;  sin  ^  +  y  cos  t 
erhält  f(x,  y)  den  Zuwachs 

f(Xf  y)  kann  dabei  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  und  y  bedeuten. 
Setzt  man  insbesondere  f^EEx,  so  kommt 

'^-(-ypy  +  ^ly)^' — y*^ 

der  Zuwachs^  den   x  selbst  bei  der  infinitesimalen  Transformation  er- 
fahrt, und  für  fs^y  kommt  analog 

8y  =  xdt 

So  auch  allgemein:  Wenn  wir  wissen,  eine  beliebige  Function 
f(Xj  y)  erfahrt  bei  der  infinitesimalen  Transformation  einer  eingliedrigen 
Gruppe  den  Zuwachs  (7),  so  ist  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(6)  selbst  bekannt.     Denn  für  fE^x  giebt  (7): 

*)  Betrachtet  man  Xi^y^,  wie  im  Texte  geschehen,  als  Functionen  von  t  und 
den  Anfangs  werten  x,  y  nnd  f{Xi  y  y^)  als  Function  von  x^,  y^y  so  ist 

Es  ist  daher: 

dt       "^       dt~  '  ' 

und  man  könnte  also  das  Variationszeichen  8  durch  das  Differentiationszeichen  d 
ersetzen.    Es  ist  jedoch  bequem,  das  Variationszeichen  beizubehalten. 
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8x  =  S(a;,  y)  8t 
und  für  f^y: 

8y  =  n{Xyy)8L 

Anstatt  also  die  infinitesimale  TraDsformation  durch  die  beiden 
Gleichungen  (6)  oder  (6')  zu  geben,  kann  man  sie  auch  durch  den 
einen  Ausdruck 

^  dx^^  dy 
charakterisieren,  der  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  dt  dividierten 
Zuwachs  angiebt,  den  eine  beliebige  Function  f{Xy  y)  bei  Ausfclhrung 
der   infinitesimalen  Transformation   erfahrt.     Aus   diesem  Grunde  be- 
ntUzen  uoir  den  Ausdruck 

.    df     ,  df  8y'n>>ol  der 

Öa?     '       *    Oy  len  Trans- 

formation. 

als  das  Symbol  der  infinüesitncden  Transformation  (6)  oder  (6'). 

Wenn    wir    also   z.  B.   von    der    infinitesimalen    Transformation 

x^  +  Vö^  reden,  so   meinen  wir  damit  die  infinitesimale  Transfor- 

ox    ^   ^  oy  ' 

mation,  welche  x  und  y  die  Incremente  erteilt: 
dx  =  x8t,    8y  =  ydt 

Ebenso  ist  -J-  das  Symbol  der  infinitesimalen  Translation 

8x^^81,     8y  =  0, 

J-   das  der  infinitesimalen  Translation 
^y 

Äa;  =  0,    8y  =  8t. 

Das  Symbol  i  "^^  +  ^  q  der  allgemeinen  infinitesimalen  Trans- 
formation: 

X  =  X  +  ^8t  -{ ,    y  ^y  +  fjat-^ 

wollen  wir  zur  Abkürzung  auch  mit  Uf  bezeichnen,  üf  bedeutet  also 
einen  Punctionalausdruck  in  f,  es  soll  somit  unter  Ux  der  Ausdruck 
gebildet  für  f^^x^  also  |,  unter  Uy  der  Ausdruck  gebildet  für  f^^y^ 
also  %  verstanden  werden,  sodass  selbstverständlich 

(8)  f7/-^j7^g+i7yU 

ist. 

Wenn  wir  irgend  welche  wewa   VeränderlicJie  r,  to  an  Stelle   von  Einführung 

•i«T»  r>t  »PI  -1^'  in  4  neuer  Varia- 

X,  y  m  die  eingliedrige  (jruppe  emführen,  wodurch  sie  nach  Satz  1  beiu  in  die 
des  §  1  in  eine  eingliedrige  Gruppe  in  j ,  ^  übergeht,  deren  infinitesi-    in  das 
male  Transformation  das  Symbol  Uf  habe,    so  liegt  die  Vermutung 
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nahe;  dass  wir  das  Symbol  \Xf  auch  direct  durch  Eioführung  der  neuen 
Veränderlichen  in   Uf  erhalten  können. 

Um  dies  zu  ergründen,  denken  wir  uns  die  neuen  Veränderlichen 
durch  die  Gleichungen 

(9)  i^O{x,y),    \)^W{x,y) 

und  dementsprechend 

(10)  ?i  =  <i^(^,,yi),   9i  =  'n^i,j/i) 

eingeführt.  Die  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation  I  ä^  +  1  ^  erzeugten  Gruppe  lassen  sich,  wie  wir  aus  §  4 
des  2.  Kapitels  wissen^  auch  so  schreiben: 

(11)  x^  =  x  +  i(x,y)t'\ ,    yi  =  y  +  ri(x,y)t'\ , 

indem  wir  uns  die  transformierten  Variabein  x^^  y^  nach  dem  Para- 
meter t  entwickelt  denken.  Wir  drücken  nun  diese  Transformationen 
in  den  neuen  Veränderlichen  aus:   Es  kommt  zunächst  nach  (10)  und 

(11): 

Ji  =  «(a;  +  |<  +  -.-,    y  +  ,,<+...)  = 

=  *(.,y)  +  f-^-^|  +  ^(ji^  ,)<  +  .., 

\),==Vix  +  it  +  --;     y +  ,<  +  ...)  = 

also  nach  (9) 

£i  =  JE  + 1— äF" « +  ~W~  V^  +  '-'f 

Demnach  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  neuen  Gruppe  die 
Form: 

wo  natürlich  rechts  noch  statt  x  und  y  vermöge  (9)  ^  und  9  ein- 
geführt zu  denken  sind.  Das  Symbol  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation aber  ist 

(12)  U^^f-^>E  +  ?^|^)|f  + 

"+"  \    dx'   *"•      dT~Vdxi 

oder  aach  nach  (9): 
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v-fös+ii')ll+(i:«+ll') 


df 
dl)' 


o  r 

Hier  ist  nun  der  Coefiicient  von  ~    oflFenbar    nichts    anderes   als    Ut 
und  ebenso  der  von  ^  gleich  Ut^,  sodass  sich  ergiebt: 

(13)  u/-^  ui  %  +  m  %■ 

Hierin   hat   man   sich    U%  und  U\)  in  den  Veränderlichen  J,  t)  aus- 
gedruckt zu  denken. 

Nunmehr  wollen  wir  dired  die  neuen  Veränderlichen  j,  ^  in  das 
Symbol 

^f^^li  +  ^ü 

einführen.     Es  kommt,  wenn  f  vermöge  (9)  statt  in  a:,  y  in  J  und  \) 
geschrieben  gedacht  wird: 

K  =  ^  ^M^  h. 

dx       d-g'  dx'^  dt)'  dx^ 

K  —  K    H.JL^1    15 
dy~  di^  dy"^  dXi'  dy' 

und   Uf  geht  demnach  über  in 

^  \dg  '  dx  "T"  dt) '  dx)  '^'^  \di '  dy^  dt)    dy/ 
oder 

also  in  das  Symbol  Uf)  wie  es  in  (13)  gefunden  wurde, 

Satz  2:    Führt  man  in  die  GlächuHgen  einer  eingliedrigen  Gruppe: 

Xi  =  q>{Xj  y,  0,     Vi  =  tl)(x,yy  t) 
vermöge  etoeier  cogredienter  Gleichungensysieme: 

l  =  *(a:,  y\      9  =  W{x,  y), 

El  =  ^(^1,  yi);     9i— ^(^i>yi) 
die  neuen  Veränderlichen  j,  ^5  fj,  ^^  em,  so  kann  man  das  Symbol  Uf 
der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  dired  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  j,  Ij  in  das  Symbol  Uf  der  infinitesi- 
malen Transformation  der  ursprünglichen  Gruppe  beredinen.    Es  kommt: 

wo  natürlich  TJi  und  Ut)  durch  £,  t)  aUein  auszudrücken  sind. 

Dies  Ergebnis  liegt  auch  in  der  Natur  der  Sache:    Das  Symbol 

TJf  ist  ja  nichts  anderes  als  der  Diflferentialquotient  ^  der  Function 
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ff^ifVt)  ^^^  ^^^  Wert  ^«»0  des  Parameters,  der  der  identischen 
Transformation  zukonunt  So  waren  wir  ursprfinglich  anf  das  Symbol 
Uf  gekommen«     Bei  dieser  Auffassung  ist 

nichts  anderes  als  eine  Differentialgleichong,  welche  die  Function  f  au 
der  Stelle  1=^0  erf&llen  mnss.  Diese  Differentialgleichung  muss 
natürlich  auch  noch  gelten,  wenn  neue  unabhängige  Veränderliche 
eingefßhrt  werden. 

rnUm  Durch  EinfQhrnng  neuer  Veränderlicher  i,  tf  kann  man  eine  Tor- 

«"•J^^^J^gelegte  infinitesimale  Transformation 

•oder«.  pr  >/•  * 

auf  jede  beliebige  andere  Form 

bringen.  Man  hat  zu  dem  Zweck  nach  (13)  die  Veränderlichen  i,  tf 
als  solche  Functionen  von  x,  y  zu  wählen,  dass  identisch  fEür  jedes  f 

wird.     Diese  Forderung  zerfällt  in  die  beiden  einzelnen: 
oder  ausführlich  geschrieben: 

Da  es  unabhängige  Functionen  jr,  ^  yon  x^  y  giebt,  welche  diese  Differential- 
gleichungen erf&Uen,  sobald  nur  nicht  \  und  ^  beide  ^  0  angenommen 
werden  (denn  dann  würden  je  und  ^  nicht  von  einander  unabhängige 
Functionen  sein),  so  ist  die  verlangte  Variabeinänderung  möglich. 

Nach  Satz  2  wird  dabei  gleichzeitig  die  yon  Uf  erzeugte  ein- 
gliedrige Gruppe  in  die  von  Vif  erzeugte  übergeführt.     Daher: 

Satz  3:  Durch  Einfuhrung  neuer  Veränderlicher  kann  jede  ein- 
gliedrige  Gruppe  der  Ebene  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  derselben 
verwandelt  werden. 

^Mf^dlr  Verlangt  man  insbesondere,   dass  die  neue  infinitesimale  Trans- 

eanoniMhe  formation  die  Form  habe 

JTorm.  o  ^ 

Vif=  - , 
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so  hat  man  die  beiden  Differentialgleichungen  zu  erfüllen: 

(14)  ?7j^||i  +  ,|l==0,     ?7t,^||i  +  ,g--=l.. 

Die  Yon  VLf  erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Translationen  längs  der 
Ij-Aze.  Dies  wissen  wir  aus  früheren  Beispielen,  können  es  aber  auch 
durch  Integration  des  simultanen  Systems 

"ö  r  —  «^ 

mit  den  Anfangswerten  ^^  t),  0  erkennen,  denn  dann  ergeben  sich  die 
endlichen  Gleichungen  der  von  ^  erzeugten  Gruppe  in  der  Form 

ti  =  h    ^1  =  9  +  ^. 

Die  hier  betrachteten  neuen  Veränderlichen  sind  schon  früher  bei 
Ableitung  des  Theorems  3  (§  1)  vorgekommen.  Damals  fanden  wir 
diese  canonischen  V ariabeln  ohne  Integration  der  Differentialgleichungen 
(14)  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  gegebenen  Gruppe. 

Wenn  aber  nur  -die  infinitesimale  Transformation  Uf  derselben 
gegeben  ist,  so  muss  man,  um  £  und  t)  zu  ffnden,  die  Differential- 
gleichungen (14)  integrieren.    Die  erste  derselben  ist  der  gewöhnlichen 

Differentialgleichung 

dx       dy 

äquivalent  und  liefert  als  Integral  je.  Hat  man  dies  gefunden,  so 
kann  man  die  zweite  Differentialgleichung  (14)  durch  blosse  Quadratur 
integrieren.     Diese  ist  nämlich  dem  simultanen  System 

£        n  ' 

äquivalent,  von  welchem  £(a;,  y)  ein  von  ^  freies  bekanntes  Integral  ist. 
Wenn  man  also  etwa  aus 

y  =  «9 
vermöge  des  gefundenen  Integrals 

E(^»  y)  ~  c  (=  Const.) 
y  eliminiert,  so  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x  allein,  die 
allerdings  noch  c  enthält.    Eine  Quadratur  liefert  daher  ^  als  Function 
von  X  und  c  oder,  wenn  man  wieder  c  =  ^(x,  y)  setzt,  als  Function 
von  X  und  y. 

Satz  4:  Jede  infiniiesimdle  Transformation  Uf^^^-^-  r^  —  kann 
durch  JEinfuhrung  zweckmässiger  neuer  Variabdn  j,  ^  auf  die  Fomi 
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einer  infinitesimalen  Translation  ^  gebracht  werden.    Die  Bestimmung 
von  5  erfordert  die  Integratioti  der  Differentialgleichung 

worauf  sich  \)  durcfi  blosse  Quadratur  aus  der  Differentialgleichung 

berechnen  lässt. 
Deispiei.  Beisptcl:  Man  soll  die  iDfinitesimale  affine  Transformation 

auf  die  canonische  Form  ^r-  bringen.     Wir  haben  zu  setzen: 

df        df 


dx         ' 


Die  Substitution:  /'^E  giebt 

d.  h.  5  ist  frei  von  a;:  j  =  9(y).     Femer  giebt  f^t): 

dx         ^ 
also: 

Wir  können  z.  B. 

setzen.     (Vgl.  §  3  des  1.  Kap.,  wo  nur  i  und  t)  ihre  Bedeutung  yer- 
tauscht  haben.) 

§  3.    Beihenentwiokelong  der  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe. 

Mit  Benutzung  des  Symbols 

für  die  infinitesimale  Transformation 

x^=-x  +  1^8t-\ ,    yi  =  y  +  1?*^  H 

oder 

dx  =  idt'\ ,     *y  =  ij*<  +  -  • 

können  wir  die  Integration  des  simultanen  Systems 
(15)  ^^L^^^J^^dt 

mit  den  Anfangswerten  x,  y,  0,  wodurch  sich  nach  Theorem  1  (§  4, 
2.  Kap.)  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
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Gruppe  ergeben^  wirklich  durchführen,  allerdings  Termittelst  unend- 
licher Reihen. 

Diese  Integration  soll  x^  und  y^  als  Functionen  von  x,  y  und  t 
oder,  wenn  man  die  Anfangswerte  x,  y  als  Constanten  betrachtet^  als 
Functionen  von  t  darstellen.  Jede  Function  f^  ^  f{x^,  yj  ist  demnach 
als  Function  von  t  zu  betrachten  und  wir  haben  nach  dem  Maclaurin- 
schen  Satze: 

(16)  /;  ^  a.,,  y,)  =  [fix,,  yS\^^+  \  [f ]^_^  +  ^  \^^\^+- 


Es  ist  nun 


dt  —        dt        —  dxi  dt  "i    dyi   dt 


Nach  (15)  aber  ist 
sodass  kommt 


1^  =  1(^1, yi),    %  — ^(^uJ/i). 


Diese  Formel  haben  wir  schon  bei  Einfährung  des  Symbols  der  in- 
finitesimalen Transformation  (zu  Anfang  des  §  2)  gehabt  Die  rechte 
Seite  ist  nichts  anderes  als  Uf,  aber  geschrieben  in  x^y  y^  was  wir 
durch  Uifi  ausdrücken: 

Jede  Function  f^  von  x^,  y^  giebt  also  nach  t  differenziert  Z7i/i.  Eine 
solche  Function  ist  aber  Uifi  selbst.     Mithin  ist 

Dies  ist  so  zu  verstehen,  dass  zuerst  Uifi  zu  bilden  ist  und  auf  die 
dadurch  hervorgehende  Function  ^{x^^yi)  nochmals  üi/*  auszuführen, 
also  Ui^  zu  berechnen  ist.     Nach  (17)  ist  also  auch 

Weiter  diflferenzieren  wir  Ui{Uifi),  das  auch  als  Function  von  a^,  y^ 
zu  betrachten  ist,  nach  t  und  erhalten  analog 

^^UAUdU,f)) 

u.  s.  w.,  allgemein 

(18)  ^  =  u,(UA- ■  ■  (Uift)  •••))• 

m-mal 
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Setzen  wir  nimmehr  in  dieser  Formel  ^  =  0,  so  gehen  x^,  y^  in 
^)  V)  t/i/i  in  Uf,  üi(Uifi)  in  U(Uf)  u.  s.  w.  über.     Folglich  kommt: 

m-mal 
^SSung  Hiernach  geht  die  Reihenentwickelung  (16)  über  in  diese: 

einer  be-  .  .2  ^8 

und  diese  Formel  gilt  far  jede  Function  ({x^,  y^  der  transformierten 
Yariabeln  «1,^1,  also  auch  für  /i  ^  Xy  und  f^^yi,  sodass  insbesondere 
folgt: 

\x,^x  +  -lUx  +  ^  U{üx)  +  j^  U{U{üx))  +  •  •  •, 
(21)  ,  , 

y.  =  y  +  4  f^y  + 1^  ui.Uy)  +  ^4,3  £r(tr(f7j/))  +  • .  • . 

Diese  Gleichungen  sind  die^  welche  wir  suchten.  Sie  drücken  ja 
^u  Vi  ^^  Functionen  yon  t  und  den  Anfangswerten  Xy  y  aus^  d.  h. 
sie  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  yon  J7/ erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe.  Da  wir  immer  nur  solche  Gruppen  betrachten^  bei  denen  x^ 
und  y^  analytische  Functionen  von  x^  y  und  t  sind^  so  ist  sicher, 
dass  diese  Reiben  jedenfalls  für  Werte  von  i  in  der  Nähe  von  t^==0 
convergieren. 

Theorem  4:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  Uf^  ^W~  "^  '^d^  erzeugten  einglie- 
drigen Gruppe  können  in  Form  von  Reihenentwicicelungen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben  werden: 

x^^:c  +  ±üx  +  :^^UiUx)  +  :^~^UiU(Ux))  +  --, 

yi'=-y  +  iUy  +  :^U(Uy)  +  ^^'l^U(U{Uy))  +  --, 
und  jede  Function  f  von  «,,  y^  hat  die  Form: 

fi-c,,  y.)  =  fix,  y)  + 1  Vf{x,  y)  +  ^  U{Vf{x,  y))  + 

+  l-l-r^U[U{Uf{x,y)))  +  -^: 

Im  vorigen  Kapitel,  im  Theorem  1  (§4),  berechneten  wir  nur 
die  ersten  Glieder  der  Reihenentwickelungen: 
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Schon  damals  leuchtete  ein,  dass  die  höheren  Glieder  darch  S  und  17 
vollständig  bestimmt  sind.  Das  Gesetz  der  Reihenentwicklungen  ist 
nun  in  unserem  Theorem  4  angegeben.  Durch  diese  Gesetzmässigkeit 
zeichnen  sich  die  Reihenentwickelungen  einer  eingliedrigen  Gruppe  vor 
beliebigen  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  Ton  t  aus. 

Wir  wollen  zu  den  Entwicklungen  dieses  und  des  vorhergehenden 
Paragraphen  einige  Beispiele  geben. 

1.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  Beispiele. 

In  der  Form  (21)  sollen  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  dargestellt  werden. 
Es  ist  hier  offenbar: 

Ux^z^  —  y,  Uy^Xy 

U{Ux)^:.^x,  U(Uy)  =  -y, 

U(U{Ux))  -  y,  U{U(Uy))  =  -  x, 

U{U{UiUx)))=x,         U(ü{U{Uy)))=y 

u.  s.  w.  Man  erkennt  leicht  die  Gesetzmässigkeit  dieser  Werte.  Nach 
(21)  kommt  also: 

oder: 

^1  =^(1—172+  1.234  )  ^y\T  ^  1^273  "'  /' 

(t                     t^                             \                     /                   /8                            ^4  \ 

T-iriTä+'J  +  yli-m  +  räTiTT )• 

Nach  bekannten  Reihenent Wickelungen  ist  also: 

a:^  =  ic  cos  <  —  y  sin  t,    y^  =  aj  sin  ^  +  y  cos  t 
Die  gesuchte  Gruppe  ist  die  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt^ 
was  wir  auch  aus  unserem  Beispiel  in  §  2  des  1.  Eap.  hätten  entr 
nehmen  können. 

Es  soll  nunmehr  Uf  auf  die  canonische  Form^  d.  h.  auf  die  Form 
der  infinitesimalen  Translation  -^  gebracht  werden. 

Nach  Satz  4  sind  die  neuen  Yariabeln  j:,  ^  so  zu  wählen,  dass 
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wird.  Die  erste  Differentialgleichung  ist  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

dx   dy 

—  y  X 

oder: 

xdx  +  ydy  «=  0 

äquivalent  und  hat  das  Integral 

5  =  a:*  4-  y2. 

Die  zweite  Differentialgleichung  ist  dem  simultanen  System 

äquivalent.  Zur  Integration  desselben,  die  durch  eine  Quadratur  zu 
ermöglichen  sein  muss,  brauchen  wir  übrigens  nicht  erst^  wie  es  oben 
im  Text  geschah^  y  vermöge  ar^  +  y^  =  ^  zu  eliminieren.  Es  kommt 
nämlich : 

dx=  —  ydt),    dy  =  xdt) 
und  also: 

xdy  —  ydx  =  (a^  +  y^)d\) 
oder: 

,    _  xdy  — ydx 

^^~    x'  +  y' 
Die  rechte  Seite  ist  nichts  anderes  als  das  Differential  von  arc  tg  -  • 

°  X 

Es  ist  daher: 

E  =  a:«  +  y%     ^  =  arctg|- 


zu  setzen.  Natürlich  hätten  wir  auch  j  in  der  Form  ya?  -|-  y^  an- 
nehmen können.  Alsdann  sind  i^  und  ^  die  Polarcoordinaten  r,  97. 
Wir  gelangen  also  dann  zu  denselben  canonischen  Variabeln  wie  in 
§  2  des  1.  Kap.     (Vgl  auch  Beispiel  1,  Kap.  2,  §  4.) 

2.  Beispiel:  Man  soll  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung  darstellen. 
Hier  ist  Ux^^x,  UUx^x  u.  s.  w.,  analog  UyE^y,  UUy^y 
u.  s.  w.     Also  kommt  nach  (21): 

»l  =  y+y•y+TT2*2^^ —  =  y-^- 

Es  ist  dies  die  Gruppe  der  Ahnlichkeitstransformationen  vom  Anfangs- 
punkt aus.    Als  Parameter  kann  anstatt  t  auch  a  ==^  e*  benutzt  werden: 
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00^  =  ax,    j/i  =  ay. 
Allerdings    entspricht    dann    nicht    mehr   dem    Parameterwert   0   die 
identische  Transformation,  sondern  dem  Wert  a  =  1. 

Um  canonische  Veränderliche  j,  t)  einzuführen,  welche  die  infini- 

tesimale  Transformation  auf  die  Form  ^    bringen,    haben    wir   nach 

Satz  4  anzusetzen: 


ü^^-ll  +  yli-o, 

^^-^I+J'ft-i- 

Die  erste  Gleichung  ergiebt,  dass  i  eine  Function  yon 

y 

—  ist,  also  etwa; 

Die  zweite  ist  dem  simultanen  System 

X          y            ^ 

äquivalent.    Es  darf  also  z.  B. 

9  =  log  a; 

gesetzt  werden. 

In  der  That  ist  dann: 

Uf= 

-S  +  »li-«'!f+«'»l^,- 

-^iVi+^o^ 

= 

.(— ^+,-i)ll+-ilJ-l^- 

In    ähnlicher   Weise    behandele   man   die   infinitesimalen 

Trans- 

formationen: 

3.  Beispiel: 

W-«Ä. 

4.  Beispiel: 

Vf^.^%  +  ,y%. 

5.  Beispiel: 

w-^g- 

Man  überzeuge  sich  jedesmal  davon,  dass  die  durch  Beihenentwickelung 
erhaltenen  endlichen  Gleichungen  wirklich  Gruppen  darstellen. 
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Kapitel  4. 

Bestinunang  aller  Functionen  nnd  Cnrven,    welche  bei   einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  der  Ebene   invariant  bleiben,   insbesondere   der 

Bahncurven. 

Werfen  wir  einen  Rückblick  auf  die  beiden  vorhergehenden  Ka- 
pitel, so  föUt  in  die  Augen;  welche  hervorragende  Stelle  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  in  der  Theorie  der  eingliedrigen 
Gruppen  einnimmt.  Die  infinitesimale  Transformation  ist  der  wahre 
Repräsentant  der  eingliedrigen  Gruppe;  es  wird  sich  nämlich  später 
immer  zeigen,  dass  alle  auf  die  eingliedrige  Gruppe  bezüglichen  Probleme 
durch  Benutzung  der  infinitesimalen  Transformation  derselben  allein 
gelöst  werden  können.  Dies  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen, 
wenn  wir  öfters  statt  von  der  durch  die  infinitesimale  Transformation 
TJf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  kurz  von  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
sprechen. 

'  Die  Transformationen  einer  Gruppe  stellen  nun  Operationen  vor, 
durch  welche  die  Punkte  der  Ebene  in  neue  Lagen  übergeführt  werden. 
Es  bietet  sich  demnach  ganz  von  selbst  die  Frage  dar,  welche  Gebilde 
bei  dUen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben,  indem  zwar 
die  Punkte  eines  solchen  Gebildes  durch  die  Transformationen  der 
Gruppe  in  neue  Lagen  kommen,  aber  doch  immer  wieder  in  Punkte 
desselben  Gebildes  übergehen.  Das  hiermit  angedeutete  Problem  hat 
zwei  Seiten,  eine  analytische  und  eine  geometrische.  Einerseits  kann 
man  nach  allen  Functionen  Sl{Xy  y)  respective  allen  Gleichungen 
^{^7  y)  =  Const.  fragen,  welche  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  ungeändert  bleiben,  andererseits  nach  allen  Ourven  Sl{x,  y)  =  0, 
welche  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben. 

Mit  diesen  beiden  Problemen  werden  wir  uns  in  diesem  Kapitel 
beschäftigen. 

§  1.    Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  der  Bbene. 

Die  wichtigen  Reihenentwickelungen  im  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3) 
liefern  fast  unmittelbar  die  Bestimmung  aller  Functionen  Sl{Xy  y) 
welche  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

(1)  ^i  =  9>(^,y,^)f  yi  =  ^(^,y,0; 

deren  infinitesimale  Transformation 

Uf=  i  V-  +  n  V 
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ist,  ungeändert  bleiben,  d.  h.  für  welche  bei  beliebigem  t  stets  ^n"ioSSi. 

ist.  Nach  jenem  Theorem  lässt  sich  ja  Sl(Xi,  yj  in  eine  Reihe  nach 
t  entwickeln  und  unsere  Forderung  sich  so  schreiben: 

il(x,  y)  +  I  üil(,x,  y)  +  j '.\-  U(U£l(x,  »))  +  •••  =  a(x,  j,). 

Diese  Gleichung  soll  für  jedes  t  erfüllt  sein.   Insbesondere  muss  also: 

sein.  Offenbar  ist  aber  alsdann  der  Forderung  auch  für  jedes  t  ge- 
nügt, denn  dann  ist 

U(üil(x,y))^.U(p)  =  0 
u.  s.  w. 

Theorem  5:  Eine  Function  Sl(x,  y)  bleibt  invariant  bei 
allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  Uf  dann 
und  nur  dann,  wenn  identisch  USl{x,y)^=^0  ist.  ^ 

Die  Bedingung  USl  ^^  0  stellt  offenbar  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  dar: 

Da  dieselbe  immer  Lösungen  besitzt,  so  giebt  es  sicher  eine  Invariante 
H,  aber  auch  nur  eine  im  wesentlichen,  denn  mit  ß  erfüllt  zwar  jede 
Function  F(Si)  die  Gleichung,  aber  keine  sonstige  Function. 

Satz  1:  Jede  Function  einer  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe 
der  Ebene  ist  wieder  eine  Invariante  derselben,  und  alle  Invarianten  der 
Gruppe  lassen  sich  als  Functionen  einer  eimsigen  Invariante  darstellen. 

Wenn  man  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  der  Ebene  betrachtet, 
die  keine  Gruppe  bilden,  so  steht  die  Sache  wesentlich  anders.  Z.  B.  die 
oo^  Transformationen 

x^=x+l,     y,=y^t 
bilden  keine  Gruppe,  denn  führt  man  die  zweite  Transformation: 

nach   dieser  ersten  aus,  so  ist  die  Reihenfolge  beider  der  Transformation 

x^  =  x  +  2,    y2=y  +  (t+t^) 

äquivalent,  welche  nicht  der  Schar  angehört  Auch  solche  Scharen  von  00^ 
Transformationen  können  Invarianten  haben«  Die  Function  tg  nx  z.  B.  bleibt 
bei  jeder  Transformatioi): 

Xi=x  +  1,     y^=zy  +  t 

ungeändert,   da  tg  nXi  =  tg  n(jv  +  1)  =  tg  nx  ist.     Aber   mit  tg  nx  ist 
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nicht  jede  Function  von  tg  nx  invaiiant,  sonst  müsste  ja  x  eine  Invariante 
sein,  während  doch  x  hei  jeder  Transformation  der  Schar  um  1  w&chst. 

Ein  anderes  hierhergehöriges  Beispiel  bietet  die  Schar  von  oo^  Trans- 
formationen 

Xi=  —X,     y^^y  -\-t, 

welche  ebenfalls  keine  Gruppe  bilden.     Hier  ist  zwar  x^  eine  Invariante, 
aber  nicht  x  selbst. 

Andere  Scharen  von  oo^  Transformationen,  die  keine  Gruppe  bilden, 
besitzen  überhaupt  keine  Invariante.     Dies  ist  der  Fall  bei  der  Schar: 

Xi—xt,     3/^  =  y  +  <  —  1. 

Eine  Invariante  Sl(xj  y)  derselben  müsste  die  Gleichung  erfüllen: 

Sl(xt,y-^t'-l)  =  Sl(x,y) 

und  zwar  für  jedes  t  Für  ^  =  1  ist  sie  erfüllt.    Für  t  =  1  -^  dt  kommt: 

Sl(x  +  xit,  y  -\~  6t)  =  ^(x,  y) 

oder,  wenn  man  die  linke  Seite  entwickelt 

^(-.  y)  +  '-^  -^^ + '-^  ^^  =  «(-.  ^). 

d.  h. 

SSl(.x,  y)       ,    da(x,  y) 
cx  '        öy 

Diese  Differentialgleichung  wird  von  jeder  Function 

Si  =  F{xe'y) 

erfüllt.     Soll  eine  solche  bei  allen  Transformationen 

iTi  =  Ä^,     3/j  =  y  -|-  ^  —  1 

invariant  sein,  so  muss  also 

Fix^e-y^)  =  Fixte-y-^-^^)  «»  F{te-*'^^xe'-y)  =  F{xe''y) 

sein.     Da  t  beliebig   ist,  ist  dies   nur  dann  möglich,   wenn  F  bloss  eine 
Constante  ist.     Die  vorliegende  Schar  besitzt  also  gar  keine  Invariante. 

Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  sind^  oder  sagen  wir, 
da  es  im  wesentlichen  nur  eine  giebt^  die  Invariante  einer  eingliedrigen 
Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung  fähig,  um  diese 
auseinanderzusetzen^  bedarf  es  jedoch  einiger  Vorbereitungen. 

§  2.     Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene. 

Wir  wollen  uns  auf  einen  beliebigen  Punkt  p^  mit  den  Coordi- 
naten  x^j  y^  alle  Transformationen  unserer  eingliedrigen  Gruppe 

ausgeführt  denken.     Bei  diesen  Transformationen   geht  er  über  in  die 
■  Punkte  {Xj  y),  welche  durch  die  Gleichungen 
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(2)  ^  =  9(^o>yo»0i  y  =  *(^o)yo>0 

bestimmt  werden,  in  denen  t  willkürlich  ist. 

Den   Ort   aller   oo^   Punkte,    in    welche    ein    bestimmter   Punkt 
Pq   der   Ebene   yermöge   aller   Transformationen   (2)    der   vorgelegten 
Gruppe  übergeführt  werden  kann,  nennen  wir  seine  Bahncurve.    Diesahncurvo. 
Gleichung    derselben   ergiebt   sich   durch  Elimination    von  t  aus  den 
beiden  Gleichungen  (2)  in  der  Form 

in  der  Xq^  y^,  die  Coordinaten  des  ursprünglichen  Punktes,  die  Rolle 
von  Constanten  spielen.  Die  Gleichungen  (2)  geben  für  jedes  t  einen 
Punkt  {pßj  y)  der  Curve,  insbesondere  geben  sie  für  den  der  identischen 
Transformation  entsprechenden  Parameterwert,  also  etwa  für  ^  =  0, 
den  Punkt  p^  selbst. 

In  dem  Wesen  des  Gruppenbegriffs  liegt  es,  dass  aUe  Punkte  auf 
der  Bahncnrve  des  Punktes  p^  eben  diese  Curve  auch  zur  Bahncurve 
haben.  Eine  gewisse  Transformation  der  Gruppe  nämlich  wird  p^  in 
einen  beliebigen  anderen  Punkt  Py^  auf  der  Bahncurve  von  p^  über- 
führen. Wenn  man  nun  auf  ;)i  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe 
ausübt,  so  wird  dieselbe  etwa  p^  nach  p^  bringen.  Auch  p^  liegt,  wie 
wir  beweisen  werden,  auf  der  Bahncurve  von  p^.  In  der  That,  die 
Aufeinanderfolge  jener  beiden  Transformationen  der  Gruppe,  deren  erste 
Pq  nach  py^ ,  deren  zweite  p^  nach  p^  brachte,  ist  gemäss  der  Gruppen- 
definition einer  einzigen  Transformation  der  Gruppe  äquivalent,  welche 
direct  p^  nach  p^  versetzt.  Aber  alle  Transformationen  der  Gruppe 
führen  p^  stets  in  Punkte  seiner  Bahncurve  über,  also  auch  diese, 
welche  p^  nach  p^  bringt.  Demnach  liegt  jjj,  der  Punkt,  in  welchen 
Pi  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  übergeht,  auf  der 
Bahncurve  von  p^, 

Satz  2:  Ist  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  p^  ein  Funkt 
auf  der  Bahncurve  des  Punktes  p^,  so  ist  diese  Curve  atuh  Bahncurve 
des  Punktes  p^. 

Zu  jedem  Punkt  gehört  also  eine  Bahncurve,  jede  Bahncurve  aber 
ist  Bahncurve  für  Uwe  oo^  Punkte. 

Die  Überlegung,  welche  zum  Satz  2  führte,  lässt  sich  in  einige 
wenige  Gleichungen  zusammenfassen,  wenn  man  von  einer  einfachen 
Symbolik  Gebrauch  macht,  die  wir,  da  sie  auch  später  benutzt  wird, 
hier  kurz  auseinandersetzen:  Wir  wollen  unter  T«,  2^,  Tc  •  •  •  die 
Transformationen  unserer  Gruppe  verstehen,  welche  den  Parameter- 
werten ^  =  a,  6,  c  •  •  •  zugehoren,  und  unter  T«  Tt  die  successive  Aus- 
führung der  Transformationen  Ta  und  Tf,  oder  also  die  Transformation 

Lio,  Dlfferontialgleichungen.  5 
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T  verstehen,  welche  der  AufeiDanderfolge  von  T«  und  Ti,  äquivalent 
ist  und  auch  der  Gruppe  angehört.  Da  diese  Transformation  T  von 
den  Parameterwerten  a  und  h  abhängt,  werden  wir  sie  besser  noch 
mit  Tifli)  bezeichnen.  Die  Äquivalenz  der  Reihenfolge  von  Ta  und  T^ 
mit  T(o6)  können  wir  in  Form  einer  symbolischen  Gleichung  ausdrücken: 

Ta  Tb  =»  2(aÄ), 

die  weiter  nichts  als  diese  Äquivalenz  ausdrücken  soll.  {p^Ta  ferner 
soll  der  Punkt  p^  sein,  in  welchen  p^  durch  Ausführung  der  Trans- 
formation Ta  übergeht,  was  wir  symbolisch  so  schreiben: 

Unsere  obige  Beweisführung  stellt  sich  nun  so  dar:     Ist 

so  ist,  wenn  noch  Tt  ausgeführt  wird: 

{jPx)Tt  =  {Po)TaT, 
oder,  da 

TaTt  ='T{ab) 

ist: 

{P^Tt  =  {pQ)T(ab)' 

(Po)T{ab)  ist  aber  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  p^^  {Pi)Tb  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Bahncurve  von  p^.  Letztere  Bahncurve  fällt  also 
mit  der  ersteren  zusammen. 

Satz  2  können  wir  auch  so  aussprechen: 

Satz  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  hesitzt  oo^  BaJincurven. 

Diese  oo^  Bahncurven  überdecken  die  ganze  Ebene,  da  jeder  Punkt, 
der  nicht  überhaupt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe 
bleibt  —  und  diese  sind  nur  Ausnahmestellen  — ,  eine  Bahncurve  besitzt. 

Wenn  wir  auf  den  Punkt  p^  insbesondere  die  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  ausüben,  so  muss  er  natürlich  auch  in  einen 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergehen.  Dabei  bewegt  sich  aber  der 
Punkt  Pq  nur  unendlich  wenig  und  zwar  in  der  Fortschreitungsrichtung, 
welche  die  infinitesimale  Transformation  ihm  zuordnet.     Also: 

Satz  4:  Die  Richtung  einer  Batmcurve  stimmt  in  jedem  Punkte  mit 
der  Richtung  überein,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  dem  Punkte  /zuordnet 

Oder  auch: 

Satz  5:  Ein  Punkt,  welcher  beständig  der  ihm  durch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  jeweils  zugeordneten  Ric/i- 
tung  folgt  beschreibt  eine  Bahncurve. 

Mit  den  Bahncurven  unserer  eingliedrigen  Gruppe  hängt  nun  die 
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Invariante  demselben,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten, 
eng  zusammen.     Es  stelle  nämlich 

(o{x,  y)  =  Const. 
die   Schar  der  Bahncurven  dar.     Führen  wir  eine  allgemeine  Trans- 
formation   ^ 

der  Gruppe  aus,  so  gehen  alle  Punkte  {x,y)  der  Bahncurve  io{x,y)  =  c 
wieder  in  Punkte  {x^,  y^  derselben  Bahncurve  über,  d.  h.  es  ist  sicher 

sobald  G){Xj  y)  =^  c  ist,  und  zwar  für  alle  Werte  von  x,  y,  t  und  c. 

Es  ist  also  notwendig  ^ 

fo(pc^,y^)  =  (o(x,y) 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  t,  d.  h.  o  (x,  y)  ist  eine  Invariante  der 
Gruppe. 

Setzen  wir  andererseits  eine  Invariant-e  £l(Xyy)  der  Gruppe  gleich 
einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine  Bahncurve  dar,  denn  die  Definitions- 
gleichung der  Invariante 

sagt  aus,  dass  auch  der  von  der  Stelle  (x^  y)  der  Curve  £l{x,  y)  =  ^  nach 
der  Stelle  (Xj^,  y^)  transformierte  Punkt  auf  der  Curve  Sl{Xy  y)  =  c  liegt. 

Satz  6:  Die  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  ist 
dadurch  charakterisiert,  dass  sie,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die 
Bahncurven  definiert. 

Es  erhellt  dies  schliesslich  auch  aus  der  Gleichung 

welche  die  Invariante  £1  erfüllen  muss.  Erinnern  wir  uns  nämlich 
an  den  engen  Zusammenhang,  der  zwischen  der  Gleichung  Uf  =  0 
und  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx dy 

T~V 
besteht  (vgl.  §  5  des  1.  Kap.),  so  folgt  ohne  weiteres,  dass  die 'Curve 

Sl(x,  y)  «=  Const.  in  jedem  ihrer  Punkte  {x,  y)  die  Richtung  —^  =  y 

besitzt,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  dem  be- 
treffenden Punkt  zuordnet,  dass  also  die  Curve  Bahncurve  ist. 

Die  Invariante  Sl  ist  Losung  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 
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Ihre  Auffindung  erfordert  also  eine  Integration.  Kennt  man  jedoch 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 

(1)  ^1=9(^,^10;     yi=*(^;y;0; 

SO  kann  man  die  Bahncurven  und  mit  ihnen  die  Invariante  durch 
bloss  algebraische  Operationen  bestimmen.  Wir  fanden  jft  die  Bahn- 
curve  des  Punktes  (x^^y^  durch  Elimination  von  t  aus 

in  der  Form 

W(x,  y,  x^,  yo)  =  0. 

Da  es  nur  oo^  Bahncurven  giebt,  treten  die  Constanten  x^,  y^  hierin 
nur  in  einer  Verbindung  auf  und  die  letzte  Gleichung  der  oo^  Bahn- 
curven lässt  sich  also  umformen: 

sodass  die  Auflosung  nach  der  (von  Xq  und  y^  abhängigen)  Constanten  c 

die  Invariante 

£l(x,  y)  =  c 

liefert.  Am  bequemsten  verßLhrt  man,  um  die  zwei  Constanten  x^^yQ 
auf  eine  einzige  zu  reducieren^  so^  dass  man  y^  einen  bestimmten 
Zahlenwert,  wie  z.  B.  1,  erteilt    Alsdann  stellt 

W{x,y,x,,l)  =  0 
alle   von   den  Punkten  der  Geraden  y  '=  1   ausgehenden  Bahncurven 
dar,  also  alle  Bahncurven  überhaupt  (sobald  nicht  etwa  y  =  1  selbst 
eine  invariante  Curve  ist).     Auflosung  nach  Xq  liefert  nun  etwa 

G}{x,y)=XQ 
und  (o(x,y)  ist  demnach  die  Invariante. 

Satz  7:  Die  Bahncurven  und  die  Invariante  einer  eingliedrigen 
Gruppe  der  Ebene  lassen  sich  auf  rein  algebraischem  Wege  finden,  sobald 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  bekannt  sind. 

Die  früheren  Beispiele  von  oo^  Transformationen,  die  keine  Gruppe 
bilden  (siehe  Schluss  des  §  l),  wollen  wir  jetzt  geometrisch  erläutern. 

Wir  sahen,  dass  die  Schar: 

^1=^  +  1,   yi  =  y  +  t, 

die  keine  Gruppe  ist,  die  Invariante  tg  nx  besitzt,  während  x  keine  In- 
variante ist.  Das  geometrische  Gebilde,  welches  durch  ig  nx  =^  c  darge- 
stellt wird,  wo  c  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Constante  sein  soll,  ist 
eine  Schar  von  oo^  discreten  Geraden,  die  sämtlich  der  y-Axe  parallel  laufen 
und  die  Abstände  1  von  einander  haben.  Bei  einer  jeden  der  obigen  Trans- 
formationen bleibt  in  der  That  die  Gesamtheit  dieser  Reihe  von  Geraden 
ungeändert,  indem  sie  die  Punkte  einer  jeden  dieser  Gei-aden  in  die  der 
nächsten  Geraden  der  Schar  überführt.  Von  Bahncurven  kann  hier  nicht 
die  Rede  sein,  da  die  Punkte  sich  bei  jeder  Transformation  sprungweise 
ändern,  indem  x  um  1  wächst 
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Aach  bei  der  Schar  von  oo^  Transformationen 
^1  =  —  «,    2^1  =  y  +  ^ 

die  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  wir  sahen,  die  Invariante  x^  besitzen, 
giebt  es  keine  Curven,  die  wir  etwa  als  Bahncurven  bezeichnen  könnten. 
x^  =  c  stellt  zwei  Geraden  parallel  der  y-Axe  dar.  Ihr  Inbegriff  bleibt 
insofern  bei  allen  obigen  Transformationen  ungeändert,  als  dieselben  die 
Punkte  der  einen  Geraden  in  die  der  anderen  überführen  und  umgekehrt 
Bei  der  Schar  von  oo^  Transformationen  dagegen: 

sci^xt,     yj=y  +  ^—  1, 

die  auch  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  wfr  sahen,  keine  Invariante  besitzen, 
kann  man  sehr  wohl  von  Bahncurven  sprechen,  da  hier  die  identische  Trans- 

formation  und  eine  infinitesimale  Transformation,  nämlich  a?  ^ h  ö— i  vor- 

'  dx    *    dy  ^ 

kommt.     Der  Punkt  (x^^  ^q)   wird   durch   die  Transformationen  der  Schar 

in  die  Punkte: 

übergeführt,  also  in  die  Punkte  der  Geraden: 

l"  — 2^  =  1  -%i 

die  durch  (x^,  y^)  selbst  hindurchgeht  Wir  bemerken  aber,  dass  jeder 
Punkt  dieser  Geraden  wieder  eine  andere  Gerade,  nicht  diese,  als  Bahn- 
cuiTC  hat,  indem  die  obige .  Gleichung  <X)^  verschiedene  Geraden  darstellt. 
Obgleich  es  hier  einen  Sinn  hat,  von  Bahncurven  zu  reden,  ist  doch  der 
Satz  2  oder  3  bei  der  vorliegenden  Schar  von  c»^  Transformationen,  die 
keine  Gruppe  bilden,  nicht  erfüllt. 

§  3.     Die   bei   allen   Transformationen   einer   eingliedrigen   Gruppe 
der  Ebene  invarianten  Onrven. 

Die  Bahncurven  haben  die  Eigentümlichkeit,  dass  eine  jede  für 
sich  als  Ganzes  aufgefasst  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  indem  alle  Punkte  der  Curve  wieder  in  Punkte 
derselben  übergeführt  werden. 

Fragt  man  andererseits  überhaupt  nach  einer  Ctirve,  welche  ais  invariante 
Ganzes  aufgefasst  bei  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  so  findet  man,  dass 
dieselbe  eine  Bahncurve  ist,  sobald  es  wenigstens  einen  Punkt  auf  ihr 
giebt,  der  nicht  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt. 
Denn  dieser  Punkt  geht  ja  bei  Ausführung  aller  Transformationen  der 
Gruppe  über  in  Punkte  seiner  Bahncurve,  während  er  doch  auf  der 
gesuchten  Curve  verbleiben  soll. 

Es  ist  nun  aber  auch  möglich,  dass  Curven  existieren,  deren 
sämtliche  Punkte  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe, 
und  zwar  jeder  für  sich,  in  Ruhe  bleiben.    Dann  ist  selbstverständlich 
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auch  die  ganze  Curve  inyariant^  aber  sie  ist  doch  keine  Bahncurve. 
Dass  dies  wirklich  vorkommt,  haben  wir  in  §  3  des  1.  Kap.  bei  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  der  afßnen  Transformationen  gesehen.  Analytisch 
lassen  sich  leicht  die  Bedingungen  dafür  angeben  und  die  Mittel  zu 
ihrer  Bestimmung  finden:  Ein  Punkt^  der  bei  der  ganzen  Gruppe  in 
^" J^»^*®' Ruhe  bleiben  soll,  bleibt  bei  der  infinitesimalen  Transformation 

der  Gruppe  invariant,  d.  h.  für  ihn  sind  g  und  tj  Null.     Die  Coordi- 

naten  x,  y  solcher  Punkte  bestimmen  sich  also  aus  dem  Gleichungenpaar 

l{x,y)  =  0,    v{^,y)  =  o. 

Es  liegt  nahe  zu  vermuten,  dass  jeder  solche  Punkt  bei  .allen 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  denn  er  bleibt  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  ungeändert  und  eine  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  geht  durch  fortwährende  Ausführung  der  in- 
finitesimalen Transformation  hervor.  Analytisch  folgt  es  mit  voller 
Stringenz  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 


(3) 


\yi'=y  +  jUy  +  :^UiUy)  + 


denn  es  ist  für  den  Punkt  (x,  y)  sowohl   g  als  i}  Null,  mithin  auch 

jeder  Ausdruck  von  der  Form  J/o  ^^  S  ö — h  ^  g~  >  also  auch  U{Ux\ 

.    U(Uy)  u.  s.  w.     Es  kommt  daher:   x^^=  x,  y^^=y. 
Es  ist  nun  denkbar,  dass  die  beiden  Gleichungen 

nicht  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  {x,  j/),  sondern  eine  oder  einige 

continuierliche  Scharen  derselben  liefern.    Alsdann  sind  die  von  ihnen 

gebildeten  Curven  eben  invariante  Curven  der  besprochenen  zweiten  Art. 

Eine  Ourve  kann  also  auf  zweierlei  Arten  bei   der    eingliedrigen 

Gruppe   invariant  sein,    entweder  als  Bahncurve  oder  als  eine  Cwrve 

^r^i^vT-  ^^^   loM^cr  einzeln  invarianten  Punkten.     Es    fragt   sich  nun,    ob  ein 

''i^j^^^o' gemeinsames  analytisches  Kriterium  für  invariante  Curven  der  ersten 

und  zweiten  Art  aufgestellt  werden  kann. 

Die  Curve 

®(^>  y)  =  0 

ist  invariant,  wenn  die  Punkte  {x,  y)  derselben  bei  einer  beliebigen 
Transformation  der  Gruppe  in  Punkte  (^i,yi)  derselben  Curve  über- 
gehen, d.  h.  wenn 
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ist  vermöge 

^{^}  y)  =  0. 

Nach  Theorem  4  (3.  Gap.  §  3)  muss  also 

w{x,y)  +  I  tf«  +  i^  U{Ua>)  + 0 

sein  vermöge  oi  (x,  y)  =  0  nnd  zwar  für  jedes  t  Dies  liefert  als  ein 
notwendiges  Eriterium,  dass 

U(o  =  0 
oder  ausf&hrlich  geschrieben: 

^dlc  +  'idV^ 
sein  muss  vermöge  ©  =  0.  Dies  ist  nun  auf  zweierlei  Weisen  möglich: 
Entweder  sind  g  und  17,  die  Goefficienten,  einzeln  beide  Null.  Alsdann 
sind  alle  Punkte  {Xj  y)  der  Gurve  für  sich  invariant,  also  ist  es  auch 
die  ganze  Gurve.  Oder  aber  zweitens  längs  der  ganzen  Curve  <d  «»  0 
ist  die  Tangentialneiguug 

dy  _n 
dx        \  ' 

d.  h.  die  Gurve  ist  Bahncurve.  Das  als  notwendig  erkannte  Kriterium: 
XJ(o  SS  0  vermöge  ©  =  0  führt  also  gerade  nur  auf  invariante  Curven, 
ist  tiaher  auch  hinreichend. 

Allerdings  wäre  es  auch  drittens  möglich,  dass  ^  und  ^-  ein- 
zeln vermöge  ©  =  0  verschwinden.  Dies  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man 
den  Kreis  mit  'Radius  1  um  den  Anfangspunkt  durch  die  Gleichung 
(x*+y* — 1)*=  0  darstellt.  Aber  wir  können  immer  voraussetzen,  dass 
die  Gleichung  der  Gurve  so  geschrieben  sei,  dass  dies  nicht  der  Fall 
ist.    Denn  man  braucht  sie  nur  etwa  in  der  nach  y  aufgelösten  Form 

©  =  y  —  f{x)  =  0 

anzunehmen,  in  der  x^-  r^  1,  also  nicht  Null  vermöge  co  =  0  ist. 

Somit  hat  sich  ergeben: 

Theorem  6:  Es  giebt  zweierlei  Curven,  welche  bei  einer 
eingliedrigen  Gruppe 

der  Ebene  invariant  sein  können.  Die  einen,  stets  vorkommen- 
den, sind  die  00^  JBahncurven  der  Gruppe;  sie  werden  erhalten, 
indem  man  die  Invariante  der  Gruppe  einer  Constanten  gleich 
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setzt.  Die  Curven  der  andern  Art  bestehen  aus  lauter  einzeln 
invarianten  Punkten,  für  welche  i{x,  y)  =  ri(Xy  y)  =  0  ist. 

Für  beide  Curvenarten  gilt  das  Kriterium:  Die  Curve  oder 
die  Gleichung  €ü(pc,y)  =  0  ist  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  dann 
und  nur  dann  invariant,  wenn  Um  =  0  ist  vermöge  ©  —  0, 
dabei    vorausgesetzt,    dass    die    Gleichung    e>  «=  0    in   solcher 

Form  angenommen  wird,  dass  nicht  etwa  ö—  und  ö—  einzeln 
beide  vermöge  0  =  0  verschwinden. 

Zu  unserem  Kriterium  machen  wir  noch  eine  Bemerkung:  Da 
das  Verschwinden  von  Ucd  vermöge  m  =  0  die  rein  geometrische  Be- 
deutung hat,  dass  e>  =  0  eine  be^  der  Gruppe  Uf  invariante  Curve 
ist,  und  da  diese  geometrische  Bedeutung  unabhängig  von  der  Wahl 
der  Goordinaten  und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der 
Gurve  ist,  so  folgt: 

Satz  8:  Ist  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  zwei 
Veränderlichen  x,  y  der  Ausdruck  U(d{x,  j/)  =  0  Vermöge  w(x,  y)  =  0, 
so  gilt  das  entsprechende  auch  bei  Einführung  von  anderen  Veränderlichen 
und  unabhängig  von  der  DarsteUungsform  der  Gleichung  ©  =  0,  wenn 

nur  nicht  g—  und  j-  vermöge  ©  =  0  beide  verschwinden. 

Das  Kriterium  lässt  sich  noch  in  etwas  anderer  Weise  aussprechen. 
Es  liegt  ja  ausserordentlich  nahe,  sich  der  Redeweise  zu  bedienen, 
dass  die  Gurve  ©(ic,  j/)  =  0  die  infinitesimale  Transformation  ?7/' ge- 
stattet, d.  h.  bei  ihr  invariant  bleibt,  wenn  Z7©  =  0  vermöge  ©  =  0 
ist,  denn  die  durch  Uf  transformierten  Veränderliche!! 

x^  =  x  +  ldt,    yi-=-y  +  riSt 
müssen,   soll  ©  =  0  die  infinitesimale  Transformation    Uf  gestatten, 
die  Gleichung  ©(^i,yi)  =  0  vermöge   ©(a;,  y)  =  0   erfüllen  und  dies 

liefert: 

(o{x  +  Idt,    y  +  riSt)  =  0 

oder  fc^«    .       ^"       n 

d.  h.  Uio  =  0  vermöge  ©  =  0. 

Da  wir  sahen,  dass  dies  Kriterium  auch  hinreichend  dafür  ist, 
dass  die  Gurve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  invariant  bleibt 
oder,  wie  wir  auch  häufig  sagen  werden,  dass  sie  alle  Transformationen 
der  Gruppe  gestattet,  so  folgt: 

Satz  9:  Eine  Gurve  oder  Gleichung  g>{x,  j/)  =  0  gestattet  alle  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  der  Ebene,  sobald  sie  die  in- 
finitesimale Transformation  Uf  zulässL 
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Eine   Reihe   einfacher  Beispiele    soll   die   Entwickelungen   dieses  Beispiele. 
Kapitels  erläutern,  indem  wir  die  Curven  und  Punkte  aufsuchen,  welche 
bei  gewissen  durch  ihre  in6nitesimale   Transformation   üf  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppen  invariant  bleiben. 

1,  Beispiel:     Sei 

df 


uf-^ 


X 


dx 


Die  von  TJf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  ist  die  der  affinen  Trans- 
formationen: 

Hier  ist  die  Invariante  £t  zu  bestimmen  aus 


dSi 

^~dx' 


0. 


Daher  darf  Sl^y  angenommen  werden.  Die  Curven  y  =  Const.  sind 
also  die  Bahncurven.  Um  die  eventuell  existierenden  Curven  mit 
lauter  einzeln  invarianten  Punkten  zu  finden,  haben  wir  ^«=1^  =  0 
zu  setzen.  Dies  giebt  hier  nur  x^^O,  d.h.  alle  Punkte  der  y-Axe 
sind  invariant.  Die  y-Axe  ist  folglich  auch  eine  invariante  Curve. 
Schematisch  deuten  wir  diese  Ergebnisse  durch  die  Fig.  5  an,  in 
welcher  die  Pfeile  längs  der  Bahncurven  y  ^=  Const  die  Richtungen 
angeben,  in  welchen  sich  die  Punkte  vermöge  der  infinitesimalen  Trans- 

k««,/.^^..      Natürlich  würden  alle  Pfeile  umzukehren 

df 


formation  x 


^     bewegen 

sein,  wenn  man  die  infinitesimale  Transformation  in  der  Form 
angenommen  hätte. 


'  X 


dx 


< jt > 

* ]\ *. 

3C 

< )', 5- 

i\ 
* \{ > 

< if > 

5r 

< \k »■ 

n 
<i if i- 


<    xxxvx'xyyy^tyxM» 


Fig.  5. 

2.  Beispiel:    Sei 
Uf  erzeugt  die  Gruppe 


Fig.  6. 
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Auch  hier  ist  die  Invariante  Sl^y  zu  setzen  und  die  Curven  y  »»  Const. 
sind  die  Bahncurven.  FOr  die  einzeln  invarianten  Punkte  haben  wir 
die  Bedingung  y  =  0,  d.  h.  alle  Punkte  der  x-Axe  sind  einzeln  in- 
variant. Daher  vorstehendes  Schema  (Fig.  6).  Man  bemerke;  dass 
die  Gerade  y  =  0,  deren  Punkte  sämtlich  in  Ruhe  bleiben,  der  Schar 
der  Bahncurven  angehört. 

3.  Beispiel:     Die  infinitesimale  Transformation  der   eingliedrigen 
Gruppe  der  Rotationen  lautet: 

Uf^-y-lL  +  .^L. 

Die  Invariante  i^  bestimmt  sich  aus: 


Da 


oder 


dSt  dSt 


dx 


=  0. 


dx 


X 


xdx  +  ydy  =  0 

die  zugehörige  gew.  Differentialgleichung  ist,  so  ist  die  Invariante 
ÄE^a;*  +  y^  zu  setzen.  Die  Bahncurven  sind,  wie  wir  ja  schon  wissen, 
die  Kreise  um  den  Anfangspunkt:  a;*  +  y^  «=  Const.  Setzen  wir  hier 
I  =  1^  =  0,  so  kommt  nur  ein  einzelner  invarianter  Punkt,  nämlich 
der  Anfangspunkt.     Vgl.  die  Fig.  7. 


Flg.  7. 

4,  Beispiel:     Sei 


Fig.  8. 


„f^^»  +  ,,lL 


Die  Invariante  Ä  der  von    Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  muss 
die  Gleichung  TJSl  =  0  erfüllen  oder  also  die  Gleichung:  . 


dx 


0. 
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Daher  ist  H^^  zu  setzen.     Die  Bahncurven  sind  also  die  Geraden 

X 

^  =  Const.  Die  einzeln  invarianten  Punkte  ergeben  sich  aus  g  =  iy  =0. 

Es  kommt  a;*  =  a;y  =  0  oder  a;  =  0.  Also  ist  die  y-Axe  eine  in- 
variante Gerade,  bestehend  aus  lauter  invarianten  Punkten  (Fig.  8). 
Die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  sind,  wie  man  berechnen  möge: 

X  y 

^1  ~  1  -  ajt  '     ^^~T^xt' 

Weitere  Beispiele  zur  Bearbeitung:     CT/*  habe  eine  der  Formen: 

"^^  ^   dx^y  dy 

Man  bestimme  die  invarianten  Gurven  und  Punkte  bei  den  betreffenden 
von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  und  berechne  die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppen  entweder  durch  directe  Integration  des 
bekannten  simultanen  Systems  oder  durch  Benutzung  der  Reihen- 
entwickelung. 

Man  beweise,  dass  der  Kreis 

a;2  -f.  y2  =  1 

bei  allen  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 


(^  -  ix)  ^  +  {y-h)^^ 


2yl  dy 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt,   und  zwar  ohne  die 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  zu  benutzen. 

§  4.    Einige  wichtige  Klassen  von  infinitesimalen  Transformationen 

der  Ebene. 

Im  Anschluss  an  die  in  den  bisherigen  Kapiteln  dargestellten 
Theorien  wollen  wir  in  diesem  Paragraphen  gewisse  interessante  Gat- 
tungen von  infinitesimalen  Transformationen  besprechen. 

1)  Die  prqjectiven  infinitesimalen  Transformationen.  —  Unter  einer  projecuve 
projectiven  Transformation  der  Ebene  versteht  man  eine  solche,  welche  formatiön. 
alle  Punkte  einer  beliebig  gewählten  Geraden  wieder  in  die  Punkte 
einer  Geraden   überführt.     Aus   der    projectiven   Geometrie  entlehnen 
wir  hier  die  Thatsache,  dass  eine  projective  Transformation  der  Ebene 
allgemein  dargestellt  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 


^ 


0. 
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^  ^  ^        dx '\- cy  •\- g^     ^^        dx -^  ey '\- g'* 

in  denen  also  die  "Nenfker  beider  Brüche  dieselben  sind.  Dass  diese 
Transformation  alle  Punkte  einer  Geraden  wieder  in  die  einer  Ge- 
raden verwandelt,  ist  leicht  zu  verificieren:  Die  Punkte  {x^  y)  der 
Geraden 

y  =^  XX  +  m 

werden  in  Punkte  {x^j  y^)  übergeführt,  für  die 

(a  +  hu)  X  -^  hm  +  c  (Ä  +  Jen)  x  +  km  +  l 

^  '^  (d  +  e%)  X  +  em  +  g  '      ^^        (d  +  eyi)  x  +  em  -f  g 

ist.  Durch  Elimination  von  x  folgt  hieraus  für  den  Ort  der  trans- 
formierten Punkte  (a?i,  y^)  die  Gleichung: 

(ß  +  ex)  Xi  —  (a  +  6x)  (em  +  g)xi  —  (bm  +  c) 
(d  +  ex)  tfi  —  ih-i-  Jcx)  (em  +  g)  ffi  —  {km  +  l) 
Dieselbe  ist  linear  in  x^  y^,  denn  die  quadratischen  Glieder  x^,  y^^ 
heben  sich  gerade  weg.  Sie  stellt  daher  ebenfalls  eine  Gerade  dar, 
auf  der  alle  transformierten  Punkte  (rr^,  y^)  liegen. 

Andererseits  lehrt  diese  Betrachtung  aber  nicht,  dass  die  Trans- 
formation (4)  die  allgemeinste  ist,  welche  alle  Punkte  einer  beliebigen 
Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden  überführt.  Dies  entnehmen 
wir  vielmehr,  wie  gesagt,   aus   der  projectiven  Geometrie. 

Die  Transformation  (4)  ist  die  identische,  wenn  a,  g  und  h  gleich  1, 
alle  anderen  Gonstanten  gleich  0  sind.  Wünschen  wir  eine  infinitesi- 
male projective  Transformation  zu  erhalten,  so  haben  wir  also  den 
Constanten  a,  g  und  h  unendlich  wenig  von  1,  den  übrigen  Constanten 
unendlich   wenig  von  0  abweichende  Werte  zu  erteilen.     So  kommt: 

^*         Sd^  x  +  dey+l  +  dg^     ^^        'Sd,x%  Se-y +  1  + Ög' 
Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  ist  aber  bekanntlich 

und  daher  kommt: 

x^  =  [{l  +  da)x  +  Sh  ^y  +  Se^il  —  dd'X  —  de-y  —  8g^, 
y,  =  [dÄ  .  a;  +  (1  +  dfc)  .  y  -f  (JZ]  \\  —  öd- x  — 8e    y  —  dg], 

oder,  wenn  man  ausrechnet  und  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  nicht  mehr  berücksichtigt, 

Xi  =  (1  —  dd '  x  —  de  '  y  —  dg)x  +  öa  -  x  +  8h  -  y  +  de, 
y^  =^  (1  —  dd  '  X  --  de  '  y  —  Sg)y  -+■  dh  '  X  +  dJc '  y  +  Sl, 
d.  h,  X  und  y  erhalten  die  Incremente: 
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dxE^Xj^  —  a:  =  dc  +  (da  —  Sg)x  +  db'y  —  Sda?  —  Se-xy, 
dy=y^  —  y=dl+dh'X  +  {dJc'-dg)y  —  dd'Xy—Se'  y% 
oder^  wenn  man  die  infinitesimalen  Gonstanten  anders  bezeichnet: 
da;  =  (a  +  ca;  +  dy  +  Äa;^  +  kxy)  St, 
Sy  =  (b  +  ex  +  gy  +  hxy  +  fcy*)  8t, 
sodass  die  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene 
das  Symbol  besitzt: 

Uf^{a-\-ex+dy+hx'^kxy)  ||  +  (6+ex+</y+Ärcj/+*/)  g- 

Wir  werden  später  an  passender  Stelle  beweisen,  dass  hiermit  die 
allgemeinste  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  ge- 
fanden ist*). 

Die  8  Constanten  a,  6,  c  •  •  •  Ä  können  irgendwie  angenommen 
werden.  Setzt  man  sieben  derselben  gleich  0,  die  übrigbleibende 
gleich  1,  so  ergeben  sich  die  folgenden  8  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen : 


df. 

df 

dx  ' 

df 

y-öx 

} 

y 

dy^ 

dx 

+'y%. 

xy 

df 

ex 

+  y* 

df 

dy' 

und  die  oben  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  Uf 
kann  man  dadurch  herstellen  ^  dass  man  diese  8  speciellen  mit  Con- 
stanten multipliciert  und  addiert. 

Unter  den  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  sind  offen- 
bar auch  einige  uns  schon  bekannte  enthalten:  die  infinitesimalen 
Translationen,  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangspunkt,  die 
infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus  und 
die  infinitesimale  affine  Transformation  längs  der  a;-Axe.  Es  ist  geo- 
metrisch einleuchtend,  dass  alle  diese  projectiv  sind,  d.  h.  alle  Punkte 
einer  beliebigen  Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  solchen  über- 
führen. 

Eine  gute  Übung  ist  es,  die  bei  den  oben  angegebenen  8  infini- 
tesimalen projectiven  Transformationen  invarianten  Punkte  und  Curven 
zu  bestimmen.  Auch  ist  es  nicht  schwer,  die  endlichen  Gleichungen 
der  von  diesen  8  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen  durch  Integration  der  betreffenden  simultanen  Systeme  auf- 
zustellen. 


*)  Man  bemerke,  dass  die  Incremente  Sx  und  dy^  welche  eine  beliebige 
infinitesimale  projective  Transformation  den  Coordinaten  x,  y  erteilt,  ganze 
Functionen  (zweiten  Grades)  von  x^  y  sind. 
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Die  bei  der  infinitesimalen  projectiven  Transformation 

invarianten  Punkte  x,  y  ergeben  sich  durch  Nullsetzen  der  beiden 
Coefficienten: 

a  +  ca:  +  (Zy  +  ^^  +  ^^V  =  0, 
h  +€X  +  gy  +  hxy  +  Jcy^  =  0. 

Diese  beiden  quadratischen  Gleichungen  müssen  wir  durch  gemeinsame 
Wurzelpaare  x,  y  zu  befriedigen  suchen.     Die    erste  ist  linear  in  y 

und  giebt: 

a  -^  ex  -{-  hx* 

y  d  +  kx 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite  ein,  so  wird  sie  nicht  vom 
vierten,  sondern  nur  vom  dritten  Gerade  in  x,  d.  h.  es  giebt  (im  all- 
gemeinen) drei  Wertepaare  x,  y,  und  mithin  lässt  die  infinitesimale 
projective  Transformation  Uf  im  allgemeinen  drei  verschiedene  Punkte 
invariant.  Es  ist  dann  selbstverständlich,  dass  die  Seiten  des  von 
diesen  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  invariante  Geraden  sein  müssen, 
denn  jede  dieser  Geraden  geht  ja  wieder  in  eine  Gerade  über,  während 
doch  zwei  Punkte  auf  ihr  fest  bleiben.  Wäre  noch  eine  vierte  Gerade 
invariant,  so  würden  ihre  Schnittpunkte  mit  den  drei  anderen  invariante 
Punkte  sein.  Da  es  aber  deren  nur  drei  giebt,  so  folgt,  dass  im  all- 
gemeinen keine  vierte  invariante  Gerade  existiert  Das  invariante  Ge- 
bilde von  Punkten  und  Geraden  ist  also  ein  Dreieck. 

Wohlbemerkt  können  für  specielle  projective  Transformationen 
(z.  B.  für  die  Translationen)  ganz  andere  Umstände  statthaben,  denn 
es  ist  möglich,  dass  die  obige  Auflösung  der  beiden  quadratischen 
Gleichungen  bei  besonderer  Wahl  der  Constanten  a,  &,  c  •  •  •  A  zu  ganz 
anderen  Ergebnissen  führt.  Doch  wollen  wir  hier  nur  den  allgemeinen 
Fall  in  Betracht  ziehen.  Ein  tieferes  Eingehen  auf  diese  wichtige, 
wenn  auch  einfache  Frage  ist  hier  noch  nicht  am  Platze. 

Um  nun  die  Bdhncurven  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  pro- 
jectiven Gruppe  zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Coordinatensystem  so 
wählen,  dass  die  beiden  Axen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  jenes 
invariante  Dreieck  bilden.  (Dies  lässt  sich  immer  durch  eine  projective 
Umformung  des  Goordinatensystems  erreichen.)  Alsdann  haben  die 
CoDstanten  a,  6,  c  •  •  •  lein  Uf  specielle  Werte.  Da  zunächst  der  An- 
fangspunkt in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  o  =  6  «=  0  sein  (denn  für 
X  =  y  =  0  müssen  S  und  iy  verschwinden).  Der  unendlich  ferne  Punkt 
der  X'Axe  ist  invariant,  wenn  jede  Gerade,  die  ihn  enthält,  also  jede 
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Gerade  x  =  Const ,  in  eine  ebensolche  transformiert  wird.  Ist  also 
a:  ==  Const.  gesetzt,  so  rauss  auch  a;  +  tf  rr  =  Const.,  d.  h.  8x  muss  frei 
von  y  sein.  Demnach  ist  d  =  i  =  0.  Analog  ist  e  =  Ä  =  0,  sodass  bleibt: 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  £//*  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
ergeben  sich  entweder  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

c^i        9  Vi 
in  der  Form 

jlga;i-^  =  |lga;, 

d.  h.  aufgelöst  in  der  Form 

x^=x(f'y    Vx^yeP',  • 

oder  durch  Reihenentwickelung.    Es  ist  ja  hier 


Ux  =  ex,     UUx=^  c^x, 
sodass  kommt: 

'  '  '  } 

•  •  •  J 

■  ==  X(f\ 

yi  =  y  +  9y  ,  +  /y , . ,  +  •  • 

.  =  ye^^ 

Die  Bahncurven  finden  wir,  indem  wir  aus 

X  =  j^o^S  y  =  yo^' 

t  eliminieren.     Dies  giebt  als  Bahncurve 

e.)'=a-)' 

oder,  wenn  x^^  :  y^«*  «=  y  (=  Const.)  gesetzt  wird: 

ocP  —  yif  =^  0. 
Man  sieht,  dass  die  Bahncurven  algebraische  Curven  sind,  wenn  g  und  c 
in  rationalem  Verhältnis  stehen.    Für  c  =  1,  ^  =  2  z.  B.  sind  sie  die 
Kegelschnitte: 

a;2  —  yy  =  0, 

d.  h.  alle  Kegelschnitte,  welche   zwei  Seiten  des  invarianten  Dreiecks, 
nämlich  die  ic-Axe  und  die  unendlich  ferne  Gerade,  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  dritten  Seite,  der  y-Axe,  berühren. 
Ist  cig  nicht  rational,  so  sind  die  Bahncurven 

OC^  —  yyc  =  0 
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transcendent.  Um  uns  eine  Vorstellung  von  ihrem  Verlaufe  zu  machen, 
bemerken  wir,  dass  ihre  Differentialgleichung  lautet: 

dx        dy  ^^Q 
ex         gy  ' 

also  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Trajectorien  diese  ist: 


dx 

'gy 


+ 


dy 
ex 


0 


oder: 

cxdx  +  gydy  =  0, 

deren  Integralcurven  die  Kegelschnitte 

cx^  +  ffy^  =^  Const. 
sind.     Mithin  sind   die  Bahncurven  von   Uf  die   orthogonalen  Trajec- 
torien*)   einer   Schar    von    ahnlichen   und    ähnlich   gelegenen   Kegel- 
j^  schnitten,  deren  Axen  in 

den  Goordinatenaxen  lie- 
gen. (Siehe  Fig.  9.) 

2)  Die  confonnen 
oder  mnkeltreuen  infini- 
tesimalen Transformatio- 
nen. —  Eine  Punkttrans- 
formation heisst  conform, 
wenn  sie  zwei  beliebige 
sich  in  einem  Punkte  p 
schneidende  Curven  in 
Curven  überführt,  die  sich 
in  dem  aus  p  nach  pj^  transformierten  Punkte  unter  demselben  Winkel 
schneiden  wie  die  ursprünglichen  Curven  in  p. 

Wir  wollen  aus  der  Functionentheorie  entnehmen,  dass  jede  solche 
Transformation  dadurch  dargestellt  wird,  dass  man  die  transformierten 
Coordinaten  x, ,  y^  dem  reellen  Teile  und  dem  Factor  des  mit  i  =  ]/—  1 
behafteten  Teiles  einer  beliebigen  Function  von  x  +  iy  gleich  setzt, 
also  annimmt: 

Soll  diese  Transformation  infinitesimal,  etwa  |^ 1- iy  y- ,   sein,   so 

muss  Xi  -(-  iy^  unendlich  wenig  von  x  -{-  iy  verschieden  sein.     Es  ist 

*)  Ein  geometrisches  Studium  ailer  Curven,  die  eine  inflnitesimale  projective 
Transformation  gestatten,  wurde  zuerst  ausgeführt  von  Klein  und  Lie  in  den 
Math.  Annalen  Bd.  3.  Die  im  Texte  gegebene  geometrische  Definition  der 
Curven  ocF  —  yy^  =  0  rührt  von  S che f fers  her. 


Fig.  9. 
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also  dann  nur  das  obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  und  zu  setzen: 

^1  +  iyi  =  ^  +  iy  +  ^(^  +  iy)  *^- 

§  und  1]  sind  also  der  reelle  Teil  und  der  Factor  des  mit  i  behafteten 
Teiles  der  Function  ^(a;  +  iy)y  ^'  ^*  ^^  ^s* 

6  +  ij?  =  *(a?  +  iy). 

^  erfüllt  als  complexe  Function  die  Bedingung 

dx  ^^  dy        ^' 
und  diese  ist  auch  hinreichend  für  ^.  Also  folgt*):  Die  infinitesimale 
Transformation 

^J^  +  ^iW 

ist  dann  und  nur  dann  conform;  wenn  g  und  ij  die  Bedingung  erfüllen: 

c?a?    '       öÄ    '       oy         oy 
Ti.  B.  die  infinitesimale  projectiye  Transformation 

Uf={a  +  cx  +  dy  +  ha?  +  hxy)  |^  + 

+  (6  +  cä;  +  ^ry  +  hxy  +  Tcf)  |^ 
ist  conform^  wenn: 

{c  +  2hx  +  Jcy)  +  i{e  +  hy)  +  i(d  +  Are)  -  (jf  +  Äo;  +  2Äy)  =  0, 
d.  h.  —  da  dies  für  alle  Xj  y  gelten  soll  —  wenn: 

0  +  ie  +  td  —  5^  =  0;    Ä  +  iÄ  =  0 
ist.     Soll  sie  insbesondere  auch  reell  sein,  so  muss  also  einzeln 

c  =  g,    6  +  d  =  0,    h^O,    Jc  =  0 
sein;  und  somit  hat  die  allgemeine  reelle  conforme  und  infinitesimale 
projective  Transformation  das  Symbol: 

(a-jrcx  +  dy)  j^  +  Q>  — dx  +  cy)-^^ 

Dasselbe  setzt  sich  linear  mit  Gonstanten  zusammen  aus  den  vier  ein- 
zelnen conformen  und  projectiven  Transformationssymbolen: 

ä^'  dy'  ^j^^yj^'  yj^~^~d^' 

Diese   stellen   die  Translationen ;   die  Ähnlichkeitstransformation  vom 


*)  An  einer  anderen  Stelle  werden  wir  zeigen,  dass  eben  die  Gruppentheorie 
die  einfachste  Bestimmung  der  grCssten  continuierlichen  Gruppe  von  conformen 
Transformationen  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  liefert. 

Lia,  nUferenUalglelohangen.  6 
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Anfangspunkt  aus  und  die  Rotationen  um  den  Anfangspunkt  dar,  die 
auch  geometrisch  sich  sofort  als  conform  erweisen. 

Flächen-  3)  Die  flächentreuen  infinitesimalen  Transformationen.  —  Wir  nennen 

fonnAtion.  cüie  Transformatiou  flächentreu  ^  wenn  sie  eine  beliebige  geschlossene 

Curve  stets  in  eine  geschlossene  Curve  überführt,   welche   denselben 

Flächeninhalt  hat  wie  jene.     Insbesondere  sei 

''/•^s^  +  'f 

eine  infinitesimale  flächentreue  Transformation.  Man  kann  zeigen, 
dass  fQr  eine  solche 

dx    '    dy 
ist. 

Zu    dem   Ende   betrachten    wir   das   Dreieck   Jj    das    von    den    drei 
Punkten  mit  den  Coordinaten 

ÄJ  +  a,   y  +  ß 

gebildet  wird.     Der  doppelte  Inhalt  desselben  ist  bekanntlich 

7  =  aß  —  ah. 
Der  Funkt  (x,  y)  wird  nun  durch  Uf  übergeführt  in: 

(6)  x^  =  x  +  Wy   yi^y  +  n^t. 

Ferner  geht  der  Punkt   (x  -\-  a,  y  +  &)  über  in  einen  Punkt  (a?!  +  Oi, 
«1  +  «1  =»  a;  +  a  +  S(a;  +  a,  y  +  &)  a^, 

ist  oder,  wenn  man  nach  a  und  h  entwickelt: 

*i  +  0,  =  a;  +  a  +  K*.  y)it  +  g-J  a  +  |i  ft)  d<  +  •  •  • , 

Werden  a,  b  und  a,  ß  infinitesimal  angenommen,  d.  h.  wird  das  Dreieck  J 
unendlich  klein,  so  können  wir  diese  Ent Wickelungen  mit  den  in  a,  & 
linearen  Gliedern  abbrechen  und  erhalten: 

a;,  +  a,-a;  +  a+|d<  +  (||-a+  l^b)it, 
oder  wegen  (5): 
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K-'+(li»+lf»)"- 

Analog  geht  der  Punkt  (a?  +  «i  y  +  /?)  bei   Uf  in  einen  Punkt  {x-^  +  ^i  y 
Vi  +  ft)  ^^^h  ^^  ^«^ 


(7) 

ist     Nun  war 

F=aj8  — «6 

der  (jetzt  von  zweiter  Ordnung  unendlich  kleine)  doppelte  Inhalt  des  in- 
finitesimalen Dreiecks  ^.     Analog  ist 

der  doppelte  Inhalt  des  iniGjiitesimalen  Dreiecks  J^^  in  welches  ^  durch 
Uf  übergeführt  wird.  Die  infinitesimale  Transformation  Uf  soll  flächen- 
treu, d.  h. 

sein.     Dies  giebt  nach  (6)  und  (7): 

[»+(ii«+if»)"][<'+(if«+$<')"]- 

-[■'  +  (i«  +  fc)"][»  +  (U«  +  w»)"]-«<'-«» 

oder,  wenn  man  ausrechnet,  wobei  sich  die  Glieder  2.  Ordnung  fortheben, 
und  die  Glieder  yon  höherer  als  3.  Ordnung  yemachlSssigt: 

■>(fe«+if<')+(ii«+f»)^- 

-'•{|f''+UO-(ll«+fc)»-»- 

Hierin  heben  sich  einige  Glieder  fort.  Da  diese  Bedingung  für  alle  infini- 
tesimalen Dreiecke  ^,  d.  h.  für  alle  infinitesimalen  Werte  von  a,  a,  &,  /3 
erfüllt  sein  muss,  so  kommt  einfach 

dx  ^  dy        "• 

Diese  Gleichung  müssen  also  alle  flächentreuen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erfüllen. 

Man  kann  auch  beweisen,  dass,  wenn  umgekehrt  g  und  17  diese 
Bedingung  erfüllen,  alsdann  die  infinitesimale  Transformation 

^f^i^i  +  n'i 

flächentreu  ist.     Wir  wollen  jedoch  hielrauf  nicht  weiter  eingehen. 

6* 
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Die    flächentreue   Transfonuation    TJf    können    wir    noch    etwas 
anders  schreiben:    Wegen 

dx  dy 

lassen   sich   |  und  —  i]  als  die  Differentialquotienten  einer   einzigen 
Function  Q(x,y)  auffassen: 

sodass   die   infinitesimale    flächentreue   Transformation   allgemein   die 
Form  hat: 

JJf=  ?^  ^  —  -^-  ^ . 
'        dy  dx       dx  'dy 

Hierbei  bedeutet  q  eine  irgendwie  gewählte  Function  von  x  und  y. 
So  z.  B.  giebt 

^ —        2 

die  infinitesimale  Rotation 

df  df 

y dx       ^  dy' 

die  selbstverständlich  flächentreu  ist.     g^ax  -{-hy  giebt  eine  infini- 
tesimale Translation. 
Setzt  man  femer: 

so  ergiebt  sich  die  flächentreue  Transformation 

y  dx'^  X  dy 
Die  endlichen  Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
lauten: 

u.  s.  w. 

Die   Bahncurven    der    von    unserer    infinitesimalen   flächentreuen 

Transformation 

TTf=z  ^  ^  ^^  Pf. 
'  ~  dy  dx       dx  dy 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  erfüllen  die  Differentialgleichung 

dx  __    dy 
'dg        __dQ^ 
dy  dx 

oder: 


lid.:^'/^dy  =  0, 
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deren  Integral  ist: 

q(x,  y)  «=  Const 

Soll  die  infinitesimale  projective  Transformation 
Uf=  {a  +  cx  +  dy  +  h(x?'\'  kxy)  |^  + 

+  {i  +  ex  +  gy  +  hxy  +  hy')^ 

flächentreu  sein,  so  müssen  die  Constanten  die  Bedingung  erfüllen: 

c  +  2hx  +  *y  +  flf  +  Äa;  +  2Jcy  =  0 
und  zwar  für  alle  Werte  von  x  und  y,  d.  h.  es  muss  sein: 

und  die  Transformation  lautet: 

(a  +  cx  +  dy)l^-\-(b-\-ex-cy)l^, 

setzt  sich  also  linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen  aus  den 
fänfen: 

Um  das  zugehörige  q  zu  finden,  haben  wir  zu  setzen: 

||  — —  &  -  ca:  +  cy,    |j  =  a  +  ca?  +  rfy. 

Es  ist  also  anzunehmen: 

Q  =  —  hx  +  ay  —  jx^  +  cxy  +  -y\ 

d.  h.  die  Bahncuryen  q  «»  Const.  sind  Kegelschnitte  und  zwar  alle  06^ 
Kegelschnitte,  welche  sich  in  zwei  bestimmten  unendlich  fernen  (even- 
tuell imaginären)  Punkten  berühren,  oder  anders  ausgesprochen:  welche 
gemeinsamen  Mittelpunkt  und  gemeinsame  Axenrichtungen  haben,  sowie 
einander  ähnlich  sind. 

Erinnern  wir  uns  an  die  kinematische  Auffassung  des  §  4,  2.  Ka- 
pitel, so  sehen  wir,  dass  eine  infinitesimale  flächentreue  Transfor- 
nuUion  TJf  der  Ebene  eine  stationäre  Bewegung  eines  incompressibelen 
Fluidutns  definiert. 
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Abteilung  11. 

Verwertung  des  Begriffes  der  infinitesimalen  Transformation  fttr 

Differentialgleiclinngen  erster  Ordnung  zwisclien  zwei 

Veranderlieken. 

Nachdem  wir  in  der  ersten  Abteilung  die  Begriffe  ^^eiDgliedrige 
Gruppe''  und  ^,infinite8imale  Transformation''  im  Bereiche  der  Ebene 
eingeführt  haben,  wenden  wir  uns  jetzt  zur  Anwendung  dieser  Begriffe 
auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen.  Unter  ^  anderem  entwickeln  wir  den  Znsammenhaug 
zwischen  dem  Begriff  des  Euler'schen  MuUiplicators  einer  solchen 
Differentialgleichung  und  dem  allgemeinen  Begriff  der  infinitesinwien 
Transformation  in  der  Ebene. 


Kapitel  5. 
Invariante  Cnrvenscliaren. 

Im  letzten  Kapitel  der  1.  Abteilung  haben  wir  unter  anderem 
Curven  betrachtet,  welche  bei  einer  Transformation  invariant  blieben, 
insofern  als  alle  Punkte  einer  solchen  Gnrve  durch  die  Transformation 
wieder  in  Punkte  ebenderselben  übergehen. 

Nunmehr  wollen  wir  zu  Curvenscharen  übergehen,  welche  bei 
einer  Transformation  invariant  bleiben.  Es  wird  sich  darum  handeln, 
zunächst  zu  definieren,  was  unter  einer  invarianten  Schar  von  Curven 
verstanden  werden  soll,  alsdann  ein  analytisches  Kriterium  für  die 
Invarianz  einer  Cnrvenschar  bei  Ausführung  einer  Transformation  zu 
gewinnen  und  endlich  zu  untersuchen,  wann  eine  Curvenschar  bei 
allen  Transformationen   einer  eingliedrigen  Gruppe  ungeändert  bleibt. 

§  1.     Kriterium  dafür,  dass  eine  Sohar  von  oo^  Curven  der  Ebene 
eine  Transformation  gestattet. 

.Wir  sagen,  dass  eine  Transformation  eine  Ourve 

ß»(^;  y)  =  0 
in  eine  andere  Ctirve 

c>i(^i;yi)  =  0 

Oberßhrtf  wenn  sie  die  Punkte  {x,  y)  der  ersten  Gurve  in  die  Punkte 

(Xi,  yi)  der  zweiten  Gurve  überführt. 
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Wir  sagen  femer,  dass  eine  Transformation  eine  Cwrvenschar        ^^^Jj!® 
Gi{Xy  y)  =  Const  '®^"' 

invariant  lässty  wenn  sie  jede  Curve  der  Schar  in  eine  Curve  der 
Schar  überführt.  Alsdann  benutzen  wir  auch  häufig  die  Redeweise, 
dass  die  Curvensohar  <o  (x,  y)  -»  Consi  die  Transformation  gestattet 
oder  gulässty  oder  dass  sie  durch  die  Transformation  in  sich  übergeführt 
mrd,  indem  ihre  einzelnen  Gurven  durch  die  Transformation  unter 
einander  vertauscht  werden. 

So  z.  B.  wird  jede  Gerade  der  Schar  von  Parallelgeraden 
y  —  xrc  =  Const. 
bei  einer  Translation  (Verschiebung)  der  Ebene  wieder  in  eine  Gerade 
dieser  Schar  übergeführt.  Die  Schar  bleibt  also  bei  einer  Translation 
der  Ebene  invariant,  sie  gestattet  dieselbe.  Im  allgemeinen  wird  diese 
Translation  jede  Gerade  der  Schar  in  eine  andere  Gerade  derselben 
verwandeln;  wenn  jedoch  die  Richtung  der  Translation  mit  der  Rich- 
tung der  Geraden  zusammenfallt,  so  wird  jede  einzelne  Gerade  in  sich 
verschoben,  bleibt  also  auch  für  sich  invariant. 

Femer  sieht  man  z.  B.,  dass  die  Schar  der  oo^  Kreise  mit 
gleichem  Radius  r,  deren  Mittelpunkte  auf  der  a?-Axe  liegen: 

{x-cy  +  y'  =  f^ 
(mit  dem  Parameter  c)  bei  der  Translation  längs  der  a;-Axe 

Xi  =  x  +  t,*  y^  =  y 
invariant  bleibt.  Diese  Translation  führt  nämlich  den  Kreis  mit 
Mittelpunktsabscisse  c  in  den  Kreis  mit  Mittelpunktsabscisse  c  -j-  ^ 
über,  was  geometrisch  selbstverständlich  erscheint,  aber  sich  auch 
analytisch  ergiebt,  da  durch  Einführung  von  x^  und  y^  in  die  Kreis- 
gleichung diese  übergeht  in 

(^.-c-<)*  +  yi*-=*^, 

also  in  die  Gleichung  des  Kreises  der  Schar,  dessen  Mittelpunkt  die 
Abscisse  c  +  #  hat.  Jeder  Punkt  des  ersteren  Kreises  (c)  wird  um 
die  Strecke  t  längs  der  a?-Axe  verschoben,  sodass  er  in  einen  Punkt 
des  Kjeises  {c  4*  0  übergeht.  Und  das  gilt  von  allen  Kreisen  (c) 
der  Schar. 

Wir  wollen  nun  eine  kurze  Bemerkung  aus  der  analytischen 
Geometrie  einschalten,  welche  wir  nachher  gebrauchen.  Wenn  zwei 
Gleichungen 

A{Xy  y)  ^  Const.,    B{Xf  y)  =  Const 

dieselbe  Schar  von  c3o^  Curven  darstellen  sollen,  so  muss  eine  jede 
Curve    der    ersten    Schar    Ä(Xy  y)  s:^^  a    mit    einer    gewissen    Curve 


88  Kapitel  5,  §§  1,  2. 

B(x,  y)  =  b  der  zweiten  Schar  identisch  sein.  Zwischen  den  Con- 
stanten a  und  b  besteht  also  die  Beziehung,  dass  zu  jedem  a  ein 
bestimmtes  b  gehört,  d.  h.  b  ist  eine  Function  von  a: 

b  =  Ä(a). 
Liegt  nun  ein  bdidnger  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  etwa  auf  der  Curve 

Ä{x,y)  =  a^, 

so  liegt  er  selbstverständlich  gleichzeitig  auf  der  Curve  B(x,  y)  =«  Ä(ai) 
und  daher  besteht  identisch  die  Gleichung: 

B(x,y)^Sl{Ä{x,y)), 
in  Worten; 

Zum  Gleichungen 

Ä(x,  y)  =  Const.,    B{x,  y)  =  Const. 

stellen  dieselbe  Schar  von  oo^  Ourven  dar  dann  und  nur  dann,  wenn  B 
eine  Function  von  A  allein  ist: 

B{x,y)  =  Sl(A{x,y)). 

Von  diesem  Hülfssatz  aus  der  analytischen  Geometrie  werden  wir 
sogleich  Gebrauch  machen. 
Mterimn  Es  sei  namlich 

Inyarianz  (o(x.  v)  =  Const. 

einer  Cur-  ^   '  ^^ 

ven8ch«r.  ^^^^  gchar  von  oo^  Curven.     Wif  fragen  nach  einem  analytischen  Kri- 
terium dafür,  dass  dieselbe  die  Transformation 

(1)  a;i  =  9(^;y),    yi  =  *(^,y) 

gestaMet. 

Jede  Curve  ©(a?,  y)  =»  Const  soll  durch  die  Transformation  (1) 
wieder  in  eine  solche  Curve  übergehen.  Um  dies  auszudrücken,  haben 
wir  zunächst  die  Gleichung  der  Curve  aufzustellen,  in  welche  eine 
Curve  m(x,y)  =  Const.  durch  die  Transformation  (1)  übergeführt  wird, 
und  dazu  bedarf  es  der  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  x,  y.    Ist: 

(2)  X  =  9{X^,  J/0,      y  =  ^(Xiy  Vi) 

diese  Auflösung,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche 
(*>{^)  y)  =  Const.  transformiert  wird: 

c>(®(^;  yi)>  ^(a?i,  Vi))  =  Const., 
allerdings   geschrieben   in   den   Coordinaten   a;^,  y^.     Diese  Gleichung 
soll  also  wieder  die  gegebene  Curvenschar  vorstellen,  die  wir,  wenn 
wir  auch  darin  die  Coordinaten  mit  Xi,  y^   bezeichnen,  so  schreiben 
können: 

®(^i>!/i)  =  Const 
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Nach  unserem  vorausgeschickten  HQlfssatze  besteht  daher  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

oder  also  es  muss 

sein  vermöge  (2)  oder,  was  dasselbe  ist,  vermöge  (1). 

Dies  notwendige  und  hinreichende  Kriterium  lässt  sich  auch  durch 
Auflösung  nach  (o(x^,yi)  so  aussprechen:  Es  muss  vermöge  der  Trans- 
formation (1)  a)(a?i,  ^i)  eine  Function  von  <o(x,y)  allein  sein: 

»(^1,  Vi)  =  Sl(co{x,  y)). 
Dass  dies  Kriterium  auch  hinreicht^  ist  augenscheinlich^  denn  vermöge 
der  Transformation  geht  hiemach  die  Curve  o(a;,  y)  =>€  in  die  Curve 
©(a;,,  yi)  =  ß(c)  über,  welche  ebenfalls  der  Schar  angehört. 

Satz  1:  Die  Schar  von  oo^  Otirven 

(o(x,  y)  =  Oonst.  • 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

Xi^(p{x,y),    yi-=-f(x,y), 
wenn  vermöge  dieser  Transformation  <Q{x^yy^  eine  Function  von  (o{x,y) 
allein  ist: 

®(a^i;yi)  =  ß(c'(^;!/)). 
Beispiel:  Die  oben  betrachtete  Schar  von  oo^  Kreisen  mit  gleichem 
Radius  r: 

(x  —  c)*  +  y*  =  r^ 

gestattet^  wie  wir  sahen,  die  Translation 

Xi=x  +  t,    y^=y. 
Um  dies  durch  unseren  Satz  zu  verificieren,  müssen  wir  die  Gleichung 
der  Kreisschar  erst  nach  ihrem  Parameter  c  auflösen: 

(O^X  —  )/r^  —  y^  =  c,       ♦ 
In  der  That  ist  nun 


^{^ij  yi)  =  x^—Vr^  —  yi^  =  x  +  t  —  yf^-'y^  =  o(a;,  y)  +  t, 
d.  h.  eine  Function  von  (o{x,y)  allein. 

§  2.    Kriterium  dafür,  dass  eine  Schar  von  cx>^  Carven  alle 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  wann  eine  Schar  von  oo^  Curven  ^gJ^i*Sei 

(0(Xf  y)  =  Const.  glledrigen 

Gruppe. 

nicht   nur    eine,    sondern   alle  Transformationen    einer    eingliedrigen 
Gruppe    Uf^i^-\-nj^  gestattet 
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Die  Gleichungen  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe,  die 
jetzt  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  treten, 
lauten  nach  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3): 


(3) 


Unser  Verlangen  kommt  nach  Satz  1  darauf  hinaus,  dass  für  jedes  t 
(nämlich  für  jede  Transformation  der  Gruppe  Uf)  vermöge  (3)  eine 
Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(4)  f^{xuyi)^W(<o{x,y)). 

Die  Substitution  der  Werte  (3)  in  eine  beliebige  Function  ist  schon 
in  dem  citierten  Theorem  angegeben.     Danach  ist: 

(5)  G>(x^,  y,)  —  (o(x,y)  +  y  Uio  +  ^  UUto  H . 

Dies  soll  nach  (4)  eine  Function  von  (o{x,y)  allein  sein  und  zwar  für 
alle  Werte  von  t  Es  müssen  demnach  die  GoefGcienten  der  verschie- 
denen Potenzen  von  t  einzeln  Functionen  von  (o(x,  y)  allein  sein,  ins- 
besondere der  Coefficient  von  t^.  Als  eine  erste  notwendige  Bedingung 
ergiebt  sich  folglich,  dass  eine  Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(6)  Uo{x,  y)  -  I IJ  +  1,  Ij  -  il(a,{x,  y)) 

und  zwar  identisch  für  alle  Werte  von  x  und  y.  Aber  diese  Be- 
dingung ist  auch  völlig  hinreichend,  denn  nun  ist  identisch 

ÜU«  -  TO(»)  _  S  g.+  ,  »  _  11(1 1^  +  ,  H) 

dm  dm       ^    ^' 

also  auch  eine  Function  von  cd  allein,  ebenso  UUUco  u.  s.  w.  In  (5) 
sind  also  wirklich  alle  Goefficienten  nur  Functionen  von  (o(x,y),  so- 
bald (6)  erfüllt  ist. 

Wir  haben  hier  wie  in  §  1  immer  nur  die  Forderung  gestellt, 
dass  jede  Gurve  der  Schar  co  (x,  y)  =  Gonsi  vermöge  der  betreffenden 
Transformationen  wieder  in  irgend  eine  Gurve  der  Schar  übergehe. 
Es  ist  nun  insbesondere  denkbar,  dass  jede  Curve  der  Schar  in  sich 
übergeführt  tvird,  also  einzeln  invariant  bleibt.  Offenbar  ist  dies  nur 
ein  Specialfall  des  Obigen  und  das  Kriterium  (6)  bleibt  auch  dann 
noch  richtig.  In  diesem  Falle  ist  0(0;,  y)  eine  Invariante  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  und  demgemäss  hat  dann  (6)  die  speciellere  Form 
UiD  =  0.     (Vgl.  §§  1,  2  des  4.  Kap.) 
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Theorem  7:  Die  Schar  von  oo*  Curven 

(o{Xy  y)  =  Const. 

gestattet  dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uff  wenn  Um  eine  Function  von  co  allein  ist: 

Um  =  Ä(©). 

Insbesondere   bleibt  jede   Gurve   der  Schar   einzeln   bei   allen 
Transformationen  der  Gruppe  invariant^  wenn  Um^O  ist^). 

Wir  forderten;  dass  die  Ourvenschar  m(x,y)  =  Const.  alle  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  gestatte.    Wir 
wollen  jetzt  einmal  nur  verlangen,   dass  die  Schar  die  infinitesimale  ^gJ^Y^^J^ 
Transformation  Uf  der  Gruppe  gestatte.     Dieselbe  führt  alle  Piiiitte«^J^«^'j^^J°^" 
einer  Gurre  ,^"1?" 

,         V  formation. 

m{x,  y)  =  c 
in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte 

x^^x  +  idt,    yi  ^y  +  fjdt 

über,  und  diese  sollen  wieder  auf  einer  solchen  Gurre  liegen.    Eq  soll 
also  der  Ausdruck: 

oder,  wenn   man  von  unendlich  kleinen  Grössen  2.  Ordnung  absieht: 

eine  Function  von  m(x,y)  allein  sein.     Daraus  folgt;  dass  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

bestehen  muss. 

Satz  2:  Die  Schar  von  oo*  Curven  m{Xy  y)  >=  ConsL  gestattet  die 
inftnitesimcde  Transformation  Uf,  sobald  Um  eine  Function  von  m 
allein  ist: 

Um  =  Sl(m), 

Die  Übereinstimmung  dieses  Kriteriums  mit  dem  im  Theorem  7 
aufgestellten  lehrt  femer: 

Satz  3:  Gestattet  eine  Schar  von  oo^  Curven  der  Ebene  eine  infini- 
tesimale Transformation  y  so  gestattet  sie  auch  alle  Transformationen  der 
von  dieser  infinitesimalen  Transformation  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe, 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Chrißtiania  1874. 
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§  3.     Beispiele. 
Wir  erläutern  das  Vorhergehende  an  einigen  einfachen  Beispielen. 

1.  Beispid:  Die  Schar  von  <x>^  Parallelgeraden 

m(Xy  y)^y  —  xo;  =  Const. 
gestattet   alle  Translationen   der  Ebene,   wie   schon  in  §   1  bemerkt 
wurde.    Insbesondere   gestattet   sie   auch   alle  Translationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe 

x^  =  x  +  at,  y^=y  +  bt, 
in  der  a  und  b  gegebene  Zahlen  bedeuten  und  t  der  Parameter  der 
Gruppe  ist.  Wir  wollen  dies  mit  Hülfe  unseres  Theorems  verificieren: 
Die  identische  Transformation  der  Gruppe  ergiebt  sich  fdr  ^  <=  0,  die 
infinitesimale  also  für  t  «=  dt  Es  kommt  für  dieselbe  dx »» adt, 
Sy  s=  hdt,  sodass  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  der 
Gruppe  lautet: 

Für  die  Geradenschar 

o  ^  y  —  xa:  —  Const. 
ist  nun 

U(o  ist  also  bloss  eine  Constante.    Eine  Gonstante  ist  aber  auch  als 
Function  von  cd  allein  aufzufassen,  sodass  das  Kriterium  stimmt 

2,  Beispiel:    Wir   fanden  in  §   1  auch,   dass  die  Schar  von  oo^ 
Kreisen 

ca(x,  y)^2x  —  )/r*  —  y*  =  Const. 

alle    Transformationen    der    eingliedrigen    Gruppe    der   Translationen 
längs  der  a;-Achse: 

gestattet.     Die  infinitesimale  Transformation   dieser  Grappe   hat  das 
Symbol 


und  es  ist  daher: 


^'  —dx 

dx  ' 


d.  h.   in   der  That  eine  Function   von  o   allein,  nILmlich  bloss  eine 
Constante. 

3.  Beispiel:   Die  Schar  von  oo^  Geraden 


CD  ^ 

X 


^  =  Const 
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durch  den  Anfangspunkt  gestattet,  wie  schon  geometrisch  klar  ist, 
alle  Rotationen  um  denselben: 

rCj  aa  a;  cos  ^  —  y  sin  t^    y^^  =  a?  sin  ^  +  y  cos  t 
Um  dies  analytisch  zu  beweisen,  bilden  wir  die  infinitesimale  Rotation: 

welche  die  Grappe  jener  endlichen  Rotationen  erzeugt,  and  berechnen 
Uta.    Es  kommt: 

U<o  ist  also  wirklich  nur  eine  Function  von  m. 

4.  Beispiel:  Die  Scbar  der  concentrischen  Kreise  um  den  An- 
fangspunkt 

(D  ^  rc*  +  y*  =  Const. 

gestattet  offenbar  auch  die  soeben  betrachtete  eingliedrige  Gruppe 
Yon  Rotationen.  Um  diese  geometrisch  augenscheinliche  Thatsäche 
analytisch  zu  beweisen,  haben  wir  zu  bilden: 

Hier  tritt  der  besondere  Fall  U<o  ee  0  ein,  der  aussagt,  dass  jeder 
Kreis, o;' +  y' ="  Cionsi  einzeln  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  in- 
variant bleibt,  was  ebenfalls  geometrisch  einleuchtet,  weil  diese  Kreise 
die  Bahncurven  der  Gruppe  sind. 

5.  Beispiel:  Die  vorhergehenden  Beispiele  waren  nur  Verificationen 
des  Theorems  7.  Jetzt  wollen  wir  an  einem  Beispiel  zeigen,  wie  man 
dies  Theorem  benutzen  kann,  um  alle  Scharen  von  cx>^  Curven  zu 
finden,  welche  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  üf  invariant  bleiben,  und 
zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe  gegeben  sei.  Wir  wählen  die  eingliedrige  Gruppe 
der  Rotationen: 

8oll  die  Curvenschar  0(0;,  y)  »=  Const.  diese  Rotationen  gestatten,  so 
muss  Um  eine  Fimction  von  01  allein  sein: 

Entweder  ist  Ä^O,  dies  liefert  natürlich  die  Bahncurven  o^^+y*'*"  Const. 
Oder  aber  Sl  ist  verschieden  von  Null.    Es  kann  immer  erreicht  werden, 
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dass  dann  Sl^l  wird.  Denn  die  Carvenschar  (o  <»  Const.  kann  ja 
in  jeder  Form  ^(a)  =»  Const.  geschrieben  werden  und  es  ist: 

i7K«»)^gü-«,^ga(«,). 

Wählt  man  also  die  Function  ^(o)  sO;  dass 

wird;  so  wird  {7^(«d)  ^  1.  Wir  dürfen  also  annehmen ^  die  Cnrven- 
schar  co  =  Const.  sei  so  geschrieben,  dass  Uw  =  1  wird  oder: 

^  ^a;    '       dy  ^^ 

Zur  Integration  dieser  Gleichung  bemerken  wir,  dass  sie  äquivalent 
ist  dem  simultanen  System 

dx  dy doa 

und  dies  besitzt  ausser  (x?  -{-  y^  noch  ein  Integral,  das  oi  enthält  und 
sich  leicht  berechnen  lässt.    Es  ist  ja: 

aj"  +  y' 
oder: 

arc  tg  —  —  CO  =  Const. 

Die  allgemeinste  Curvenschar  cd  »=  Const,  welche  alle  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  gestattet,  ergiebt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

F(a;»  +  j^,arctgJ-cD)  =  0 

durch  Auflösung  nach  o  in  der  Form: 

o(ä;,  y)  EZ  arctg  |-  +  f{x^  +  y*)  =  Const 

Hierin  ist  f  eine  beliebig  annehmbare  Function  von  a?  +  y*-  Ins- 
besondere ergiebt  sich  für  /*  =  a  lg  Yx^  +  V^  die  Schar  von  logarith- 
mischen Spiralen: 

arctg  ^  +  <^  lg  y^  +  y*  =  Const 

Weitere  Beispiele  zur  Behandlung: 

1)  Zu  beweisen,  dass  die  Schar  der  oo^  Kreise  a;*  +  y*  =  Const. 
bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

x^  =  xt^    yi  =  yt 
invariant  bleibt 

2)  Zu  beweisen,  dass  dieselbe  Ereisschar  auch  alle  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  Gruppe 
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x^  =  (x  COS  t  —  y  sin  *)e',    y^  =  (a;  sin  ^  +  y  cos  t)€^ 
gestattet. 

3)  Zu  beweisen ;  dass  die  soeben  angegebene  Gruppe  auch  die 
Schar  von  oo^  logarithmischen  Spiralen: 

y 

Va^  +  y^  —  ae^'^'^  =  Const 
invariant  lässt. 

Natürlich  soll  jedesmal  das  Theorem  7  angewandt  werden.  Man 
verificiere  aber,  wo  es  nicht  evident  ist;  die  Invarianz  immer  noch 
nachträglich,  indem  man  vermöge  der  endlichen  Gleichungen  der  be- 
treffenden Gruppen  die  neuen  Veränderlichen  x^y  y^  einführt  und  sich 
davon  überzeugt,  dass  die  neue  Gleichung  der  Curvenschar  sich  mit 
der  ursprünglichen  deckt 


Kapitel  6. 

GewSlinlicIie  Differentialgleichnngen  1.  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine 
eingliedrige  firappe  gestatten. 

In  den  bisherigen  Kapiteln  hat  sich  noch  keine  Gelegenheit  ge- 
zeigt, die  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen  für  die  Differential- 
gleichungen zu  verwerten.  In  diesem  Kapitel  machen  wir  einen  ersten 
Schritt  in  dieser  Eichtung. 

§  1.    Znsammenhang  swiaohen  einer  inflnitesimalen  Transformation 
und  einem  Integrabilitfitsfactor. 

Wir  betrachteten  im  vorigen  Kapitel  eine  Schar  von  oo^  Curven, 
welche  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattete. 
Analytisch  werden  oo^  Gurven  entweder,  wie  dort  geschehen,  durch 
eine  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constanten 

fo{x,y)  =  Const. 
oder    aber    als    die    Integralcurven    einer    gewöhnlichen   Differential- 
gleichung zwischen  x  und  y 

(1)  X{x,y)dy^Y{x,y)dx^O 

definiert.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  uns  an  die  letztere  Definition 
halten,  also  annehmen,  die  endliche  Gleichung  der  Curvenschar  sei 
nicht  bekannt,  sondern  nur  ihre  Differentialgleichung  (1)  sei  vorgelegt. 
Andererseits  nehmen  wir  an,  dass  wir  zufalliger  Weise  wissen, 
dass  die  durch  (1)  dargestellte  unbekannte  Schar  von  c3o^  Curven  eine 
gewisse  bekannte  infinitesimale  Transformation 
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gestatte. 

Das  unbekannte  Integral  (o{x,  y)  der  Diflferentialgleichung  (1) 
erfüllt  identisch  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(Vgl.  §  5  des  1.  Kap.)  Überdies  mnss  für  dasselbe^  da  die  Curven- 
schar  co  «=  Const.  die  infinitesimale  Transformation  TJf  gestattet,  nach 
Theorem  7  (5.  Kap.,  §  2)  ZJca  eine  Function  von  o  allein  sein 

(3)  f7a,  =  ||^  +  i,|^  =  ß(«,(a;,y)). 

Wie  bekannt  ist  mit  o  jede  Function  9  yon  o  allein  ebenfalls  Integral 
der  Differentialgleichung  (1),  denn  es  ist  ja: 

sobald  (2)  erfüllt  ist.  Auch  ist  ü9{(o)  als  Function  von  ®  allein 
darstellbar,  denn  es  ist: 

(5)  Cr0(a,)^^.I7a.  =  ^.ß(a,). 

Wenn  hieraus  co  vermöge  9  =»  0(a))  forigeschafft  wird,  stellt  sich 
U9  als  Function  von  9  allein  dar. 

Setzen  wir  voraus,  dass  in  (3)  Ä(a})E^O  seiy  d.  ä.  dass  nicht 
einzeln  jede  IntegrcUcurve  <o  =  Const  für  sich  bei  der  infinitesinkden 
Transformation  TJf  invariant  bleibe^  (vgl.  Theorem  7),  so  können  wir 
uns  offenbar  die  Function  $  von  o  so  gewählt  denken,  dass  ÜO^l 
wird.  Denn  nach  (5)  haben  wir  zu  diesem  Zwecke  0  nur  so  zu  be- 
stimmen, dass 


dm 
wird,  also  zu  setzen: 


g. «(«,)  =  ! 


J  ß(a») 


Folglich  dürfen  wir  voraussetzen,  fär  das  unbekannte  (soeben  mit  O, 
von  jetzt  ab  mit  a>  bezeichnete)  Integral  et  {x,  y)  sei: 

dx    '         dy 
und 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  k-  und  -o-  berechnen: 
doi  Y  da) X 
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Von  der  unbekannten  Function  o  sind  also  die  partiellen  Differential- 
quotienten nach  X  und  y  bekannt.  Daher  ist  auch  (o  selbst  nach 
einem  Satze  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  durch  blosse 
Quadratur  zu  bestimmen^  denn  es  ist  jetzt 

j  ^09  ,      t    d(o  j  Xdy  —  Ydx 

notwendig  ein  vollständiges  Differential,  mit  anderen  Worten:  es  ist 

1 
Xri^Yi 

ein  Integrahilitätsfactor  oder  EuW scher  Mulüplicator  der  gewöhnlichen  ^^^Jjj?^«' 
Differentialgleichung  pUc«tor. 

Xdy  -  Ydx  =  0. 

Theorem  8*):   Weiss  man,  dass  die  Schar  der  Integralcurven 
einer  vorgelegten  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
eine  beJcannte  infinitesimale  Transformation 

gestattet^  welche  jedoch  nicht  jede  Integralcurve  für  sich  in- 
variant lässt,  so  ist 


ein  Integrahilitätsfactor  der  Differentialgleichung  und  diese 
also  durch  eine  Quadratur  integrierbar  in  der  Form: 

f  Xdy— Ydx        ^       . 

Dieses  wichtige  Theorem  lehrt  also,  wie  die  Kenntnis  einer  in- 
finitesimalen Transformation,  welche  die  Schar  der  Integralcurven 
invariant  lässt,  fQr  das  Integrationsproblem  verwertbar  isi 

Doch  hatten  wir  ausgeschlossen,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation jede  Integralcurve  für  sich  invariant  liesse.  Dies  darf  nicht 
überraschen:  Man  kann  nämlich  von  vornherein  jede  infinitesimale 
Transformation  angeben,  welche  jede  Integralcurve  der  Differential- 
gleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 

einzeln  invariant  lässt.     Denn  die  Differentialgleichung  ordnet  jedem 
Punkte  (x,  y)  die  Tangentialrichtung 

*)  Dieses  merkwürdige  Theorem  wurde  zuerst  1874  veröffentlicht  in  den 
Verhandlungen  der  Gesellschaft  d.  Wiss.  zu  Christiania:  „Zur  Theorie  des  Inte- 
grabilitätafactors^'  von  Sophus  Lie. 

Lie,  Differentialglelchuigeii.  7 
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dy  _  Y 
dx        X 

der  durch  ihn  gehenden  Integralcurve  zu.  Soll  aber  die  infinitesimale 
Transformation  die  Integralcuryen  einzeln  stehen  lassen,  so  muss  sie 
jeden  Punkt  {x,  y)  längs  seiner  Integralcurve  fortbewegen.  Die  Rich- 
tung   ^  ,  welche  die  infinitesimale  Transformation  S  g^  +  ^  ^  dem 

Punkte   (rc,  y)    zuordnet,    muss    also    gleich    der    Tangentialrichtung 

Y 

Y  sein.     Es  ist  also: 

zu  setzen.  Umgekehrt  lässt  jede  infinitesimale  Transformation,  deren 
i  und  rj  solche  Werte  haben,  die  also  das  Symbol 

hat  —  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  der  Function  Q{x,y)  — ,  eine 
jede  Integralcurve  ©(x,  y)  =  Oonst.  der  Difierentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  «=  0 

invariant  Diese  begrifflich  einleuchtende  Umkehrung  erhellt  auch 
analytisch:  Es  ist  ja 

dx    '         oy 
und  daher  auch 

d.  h.  diese  infinitesimale  Transformation  giebt  auf  o  ausgeführt  Null, 
was  aber  nach  dem  früheren  Theorem  7  aussagt,  dass  jede  Curve 
(o  =  Const.  einzeln  die  infinitesimale  Transformation  gestattet. 

Da  wir  also  von  vornherein  alle  infinitesimalen  Transformationen 
kennen,  welche  jede  Integralcurve  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

in  sich  transformieren,  so  kann  auch  nicht  überraschen,  dass  eine 
solche  infinitesimale  Transformation,  die  nichts  neues  aussagt,  auch 
nichts  für  die  Integration  der  Differentialgleichung  nützen  kann. 
Sonst  wäre  ja  jede  beliebige  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
durch  unsere  Methode  integrabel. 
T^i^r-  -^^^  derartige  infinitesimale  Transformation 

mation  einer  ^ 

Differential-  ^f^»,\(\'^f\_V^f\ 

gleiohung.  (fyp,  y)\Xj^+Y~^) 

nennen  wir  daher  eine  für  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
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Xdy  —  Ydx  =  0 


oder 
trwicde. 


dx    '         oy 


Um  einen  anderen  Ausdruck  unseres  Theorems  zu  finden^  machen 
wir  auf  Folgendes  aufmerksam. 
Zunächst  gilt  der  Satz: 
Satz  1:  Führt  man  in  eine  Differentialgleichung 

X(x,y)dy—  Y{x,y)dx  =  0 

und  in  ihr  Integral  ca(x,  y)  gleicheeitig  neue  Veränderliche  x^,  y^  ein 
vermöge  einer  Transformation: 

so  hat  die  neue  Differentialgleichung  uneder  die  transformierte  Function 
CD  Bum  Integral, 

Führt  man  nämlich  in  das  Integral  co  (x,  y)  die  neuen  Veränder- 
lichen Xj^,  yi  ein,  so  geht  es  etwa  in  ^(x^,yi)  über.  Dann  ist  ver- 
möge der  Substitution 

do) dm  dx^  j_  döä  dy^ 

dx        dxy^  öx     '    dy^  dx  ' 

doi dm  dxi    ^^  dm  dy^ 

dy       dxy^  dy    '    dy^  ~dy  * 

Da  (D  die  Identität  erfüllt 

^1«,      I«.  . 

dx    ^        dy  ' 

weil  es  nämlich  Integral  der  DiflFerentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
ist,  80  ist  folglich 

\dxi  dx    '    dyi  dx/    '        \dxi  dy    ^    dy^  dyf 
oder  geordnet: 

(xl^  +  r^)  l'^  +  (x  ?•"•  +  r^/')  1^  =  0. 

\     ox    ^        dy/  cx^    '    \      ex    ^        dy/dy^ 

Wenn  man  in   den  Klammern  überall  Xi,  y^  einführt,  so  stellt  also 
die  Gleichung 

diejenige  gew.  Differeutialgleichung  dar,  deren  Integral  ^{Xi,yi)  tat 

7* 
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Andererseits  folgt;  da 

also: 

ist;  WO 

dx  dy        dx  dy 
sein  soll,  dass  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =«  0  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  übergeht  in 

und  dies  ist  bis  auf  den  Factor  — ,  der  gestrichen  werden  kann,   die 
soeben  schon  erhaltene  Differentialgleichung,  deren  Integral  ^(ri?i,  j/x)  ist 

Damit  aber  ist  der  Satz  1  bewiesen. 

Noch    kürzer    ist    dieser   Beweis:    Ist   (D(x,y)   ein   Integral   der 

Gleichung 

X{x,y)dy-  Y(x,y)dx  =  0, 

so    existiert    eine    Function   M{x,  y)    (ein   Euler'scher   Multiplicator), 

sodass 

d(o{x,  y)  =  M(X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx) 

ist    für   alle   Werte   von   x,   y    und   ~^-     Erhalten   nun    o,   M  und 
Xdy  —  Ydx  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

die  Formen:  _ 

c(a;,y)  =  ö(rci,j/i),     Jf (a;,  y)  =  M (^,  yj, 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  X{x^,  y,)dy^  —  Y{x^,  vddx^, 
so  bestehen  diese  drei  letzten  Gleichungen  identisch  vermöge  unserer 
Transformation.     Aus  der  Identität 

d(o(x,  y)  =  M{x,  y) .  {X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx) 
folgt  daher  die  andere  Identität: 

ä^i^u  yi)  =  ^i^uVi) '  (^C^i»  yJ^yi  -  ^(^i.  yi)^^i), 

und   diese   sagt   aus,   dass   das    transformierte   Integral  ^(Xj^^y^  ein 
Integral  der  transformiertei>  Differentialgleichung 

Xdyi  —  Ydx,  =  0 
ist,  wie  behauptet  wurde. 


Zasammenhang  zwischen  e.  infin.  TraDsformation  u.  e.  Integrabiliiätsfactor.       101 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ohne  weiteres  der 
Satz  2:    Eine  vorgelegte  Differentialgleichung: 
X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 
bewahrt  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher: 

dann  und  nur  dann  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form, 
wenn  jedes  Integral  (o{x,  y)  derselben  in  den  neuen  Veränderlichen  x^,  y^ 
eine  solche  Form  '^{Xi,y^  annimmt,  dass  ci(x,  y)  eine  Function  von 
fo(x,y)  allein  ist,  anders  ausgesprochen,  wenn  ^(x,y)  ein  Integral  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  darstellt. 

Sagen  wir,  dass  eine  Differentialgleichung  ^SSi^l' 

■^(^>  y)^y  —  ^{^y  y)dx  =  o  T^^l 

mation 

eine  Transformation  gestattet,  sobald  sie  bei  Ausführung  derselben  bis  geetattet. 
auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form  bewahrt,  also  etwa  über- 
geht in 

p(^u  !/i)  (X(^x,  yi)dyi  —  ^(a?i,  yi)dxi)  =  o, 

so  können  wir  Satz  2  auch  so  aussprechen: 
Satz  3:    Eine  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet  eine  Transformation  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Schar  ihrer 
Integralcurven  diese  Transformation  mlässt,  anders  ausgesprochen,  wenn 
jede  Integralcurve  bei  der  Transformation  in  eine  Integralcurve  übergeht 

Kehren  wir  nach  diesen  notwendigen  Auseinandersetzungen  zu 
unserem  Theorem  8  zurück. 

Es  war  damals  nur  die  Bede  davon,  dass  die  Schar  der  Integral- 
curven eine  infinitesimale  Transformation  Uf  gestatte.  Aber  nach 
Satz  3  des  §  2,  5.  Kap.,  gestattet  sie  dann  auch  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Dann  ge- 
stattet aber  auch  nach  dem  jetzigen  Satz  3  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  oder, 
sagen  wir  kurz,  die  eingliedrige  Gruppe  selbst. 

Daher  können  wir  jetzt  unser  Theorem  8  kürzer  so  aussprechen: 

Satz  4:   Wenn  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  üf^^J^-'^i^-J-  gestattet,  so  ist 

1 

ein  Integrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung,  sobald  Xtj  —  Fl  e|=  0  ist. 
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Anders  ausgesprochen,  es  ist  dann 

Xdy  -  Ydx 
Xrj-  rg 
ein  vollständiges  Differential  und  demnach 

Xdy  —  Ydx 


f 


Xri  -  Y5 
ein  Integral  der  Differentialgleichung*). 

Im   Falle  Xri  —  F|  r^  0   wäre    Uf  eine  triviale  Transformation 
der  Differentialgleichung. 

Am  bequemsten  merkt  mau  sich  das  Integral  in  Determinantenform : 


dx 

dy 

X 

Y 

X 

Y  1 

5 

V 

§  2.     Kriterium  dafür,   dass  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
1.  Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe   Uf  gestattet. 

Nun  fragt  es  sich,  wie  wir  praktisch  entscheiden  werden,  oh  eine 
vm-gelegte  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  eine  vorgelegte  eingliedrige 
Gruppe  Uf  gestattet.  Unser  im  vorigen  Kapitel  gegebenes  Kriterium 
setzte  ja  die  Kenntnis  der  Integraicurven  voraus.  Es  liegt  aber  in 
der  Natur  der  Sache,  dass  es  möglich  sein  muss,  ein  Kriterium  an- 
zugeben, welches  sich  auf  die  Kenntnis  der  Differentialgleichung  und 
der  infinitesimalen  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  allein  stützt. 

Diese  Behauptung  wollen  wir  dadurch  erhärten,  dass  wir  ein 
solches   Kriterium    wirklich    ableiten.     Dazu   bedarf  es    einiger    Vor- 


Wir  betrachten  zwei  in  ^  und  -J-  lineare  und  homogene  Aus- 
drücke von  der  Form: 

und 

Es   sollen   also    Uf  und  Af  nur   abkürzende  Bezeichnungen    für   die 
beiden  rechts  stehenden  Differentialausdrücke  sein. 
AuBdrack  Alsdann  hat  der  Ausdruck 

ütAf)  — 

-MOf). U{Af)  —  A{Uf) 

*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania,  1874. 
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einen  ganz  bestimmten  Sinn^  denn  ü(Af)  bedeutet,  es  soll  in  Uf 
an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Af  gesetzt  werden,  während  umgekehrt 
zur  Bildung  von  Ä(üf)  in  Äf  das  allgemeine  Functionenzeichen  f 
durch  Uf  zu  ersetzen  ist*).     Demnach  kommt 

Führt  man  die  hierin  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  findet 
man,  dass  alle  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  allgemeinen 
Function  f  sich  gerade  wegheben;  so  liefert  z.  B.  die  erste  Klammer 

ein  Glied  |Xx-^,  das  auch  aus  der  dritten  Klammer,  aber  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen,  hervorgeht.  Es  ergiebt  sich  also  die  be- 
merkenswerte Thatsache,  dass  der  Ausdruck 

'    \^  dx    '    ^  cy  dx  dyi  dy 

auch,  wie  Uf  und  Äf  selbst,  nur  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten  g-^»  0-  linear  und  homogen  enthält.  Kürzer  lässt  sich  die 
Formel  schreiben^  wenn  man  bedenkt,  dass 

^'»-^S  +  ^lf 

{VX-Al)%  +  {ÜY-Ari)%- 

I 

Diese  wichtige  Formel,  die  von  Jacdbi  für  n  Veränderliche  auf- 
gestellt worden  ist,  liefert  nun  leicht  das  gewünschte  Kriterium  dafür, 
dass  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestattet. 

Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist  nämlich  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung 

*)  Im  allgemeinen  schreiben  wir  üf  und  nicht  ü{f).  Nur  wenn  für  f  ein 
längerer  Ausdruck  steht,  wie  oben,  setzen  wir,  um  Zweideutigkeiten  und  Irrtümer 
zn  vermeiden,  die  Elammer. 


£.Z=|g+,^4, 

^S-^Ä+^i> 

ist. 

Es  kommt  danach 

(6) 

ü{Af)-A{Uf)^{UX- 
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ox    '         dy 
äquivalent,  deren  linke  Seite  eben  der  oben  mit  Äf  bezeichnete  Aus- 
druck   ist,    sodass    diese   lineare   partielle   Differentialgleichung    auch 
kürzer  so  geschrieben  werden  kann: 

Af=0. 
Jedes  Integral  (o(x,  y)  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
erfüllt  diese  lineare  partielle    Differentialgleichung  identisch,  d.  h.  es 
besteht  für  dasselbe  die  Identität: 

dx    '         dy 

Damit  die  Curvenschar  a}(a;,  y)  =  Const.  die  eingliedrige  Gruppe  TJf 

gestatte,  ist  nach  unserem   Theorem  7   (§  2  des  5.  Kap.)  notwendig 

und  hinreichend,  dass   U(o  eine  Function  von  cd  allein  sei: 

Um  =  Sl{(o). 
Nun  ist: 

A{Um)  =  A{Sl{m))^^^.Aio  =  Q. 
Die  oben  abgeleitete  Formel  (6)  giebt  daher,  sobald  f^m  gesetzt  wird: 

o-CD-z-^Dfl  +  Cfjr-^,)!^. 

Es  ist  aber  Aca^O  oder  ausführlich  geschrieben: 

ex    •         öy 
Die  beiden  letzten  Identitäten   ziehen  nach  sich,  dass  notwendig  die 
Proportion  besteht: 

n\  ÜX-  Ai  _^  ÜY-Atj 

y^J  X       —        Y       ' 

Bezeichnen  wir  dies  Verhältnis  mit  A(a:,  j/),  so  ergiebt  sich  also: 
UX-Ai  =  AX,     UY-Ari  =  XY 
und  daher  ist  auch  bei  beliebig  gewähltem  f: 

Kriterium 

Ydy-rd"^^®^  mit  Benutzung  der  Formel  (6): 
Sifo'f.'CS)  UiAf)  -  A(üf)  =  X'Af. 

mation  U/ 
gestattet. 

Wenn  nun  umgekehrt  bei  beliebigem  f  eine  solche  Identität  be- 
steht, also  U{Af)  —  A{Uf)  sich  nur  um  einen  Factor  ^{x,y)  von 
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Af  unterscheidet,  so  ergiebt  dieselbe,  wenn  co  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung Xdy  —  Tdx  ^=  0,  also  Äco^O  und  demnach  auch 
U(A(o)^0  ist,  sobald  f^ca  gesetzt  wird: 

oder  ausführlich  geschrieben 

cx     ^         cy  ' 

d.  h.  Um  ist  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung,  also  eine 
Function  des  Integrals  o  derselben: 

Um  =  a(G}) 

und  mithin  gestattet  die  Schar  der  Integralcurven  cd  «=  Const.  nach 
Theorem  7  (§  2,  5.  Kap.)  die  eingliedrige  Gruppe  Uf. 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Theorem  9:    Die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

Xdy  —  Tdx  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  wenn 
Üf  und  der  Ausdruck 

^f^^li  +  ^% 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  für  alle  Functionen  f{x,  y)  identisch 
eine  Relation  von  der  Form  erfüllen: 

in  der  k  eine  Function  von  x  und  y  allein  bedeutet^). 

Dass  dies  Kriterium  notwendig  ist,  hätten  wir  auch  so  in  ele- 
mentarerer Weise  einsehen  können.  Nach  unserer  in  §  1  eingeführten 
Terminologie  gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 
alle  Transformationen 

^1  =  ^  +  ^5 H — ;   Vi^y  +  iv-i 

der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  sobald  für  jedes  t  identisch  eine  Relation 
besteht  von  der  Form: 

X(a:  +  <!  +  ...,  y  +  <!,  +  . .  .)d(y  +  ^^  +  •  •  0  - 

-  r(ic  +  ^1  +  . . .,  y  +  ^1^  +  . .  ^)d{x  +  ^1  +  . . .)  = 
=  Q  (X(x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx). 
Durch  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  t  kommt: 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania,  1874. 
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X(^7  y)dy  —  Yipc,  y)dx  + 

=  Q(Xdy  —  Ydx). 
Der  Goefficient  von  t^  giebt  also  insbesondere 

oder,  da  diese  Relation  in  zwei  einzelne  zerfällt  and  aus  denselben  q 
zu  eliminieren  ist: 

dy  dy  dx  c  x 

X  ""  Y 

Wir  haben  hierin  davon  Gebrauch  gemacht,  dass 

ydX.       dX j^Y-^       c.  cY   .        dY .  ttv 

^  cx+'i-d^=^^>     ^dx+'idy---^^ 

ist.    Indem  wir  nun  beiderseits  -J-  +  o-  subtrahieren,  nimmt   unser 

ex    ^    dy  ' 

Kriterium  die  Form  an 

» X p -  r  f ^  +  CT X       -^xI^^-^yI^^  +  uy 

dx  dy  ex  (iy    


oder,  da 
ist: 


X 


dx    '         dy  *'  dx    ^         cy  ' 

-Ai^UX        ^Ari+UY 


X  Y 

Dies  ist  wieder  die  frühere  Formel  (7).  Also  sind  wir  auch  auf  dem 
jetzigen  Wege  zu  dem  im  Theorem  9  angegebenen  Kriterium  gelangt; 
freilich  lehrt  unser  jetziges  Verfahren  nur,  dass  es  notwendig^  nicht 
aber,  wie  das  frühere,  dass  es  auch  hinreichend  ist. 

Jedenfalls  lassen  es  die  letzten  Entwickelungen,  in  denen  wir  die 
Transformationen  der  Gruppe  direct  auf  die  Diflferentialgleichung  aus- 
übteU;  dann  aber  nur  die  Glieder  niederster  Ordnung  berücksichtigten, 
naturgemäss    erscheinen;    zu    sagen ^    dass    die    Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0  die  infinitesimale  Transformation  Uf^^-^ — I"  ^  y" 

gestattet,  wenn  die  Relation  (7)  oder^  was  ja  dasselbe  ist,  eine  Rela- 
tion von  der  Form 
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U{An-A{Uf)  =  k'Af 

besteht,  wo  Äf=  X ^  +Y  ^/-  ist. 

Wir  können  danach  unser  Theorem  9  kürzer  so  aussprechen: 
Satz  5:    Die  Differentialgleichung 

Xdy  -Ydx^O 

gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  dann  und 
nur  dann,  wenn  sie  die  infinitesimale  Transformation  Uf  mlässt. 

§  3.    Beispiele. 

Es  wird  an  der  Zeit  sein,  diese  Theorien  durch  Beispiele  und 
zwar  zunächst  durch  möglichst  einfache  Beispiele  zu  erläutern. 

1.  Beispiel.  In  einem  früheren  Beispiele  (vgl.  §§  1  und  3  des 
5.  Kap.)  fanden  wir,  dass  die  Schar  der  cx»^  Parallelgeraden 

y  —  xa;  =  Const. 

die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

x^  =  x  +  at,    Vi  =  y  +  ^^ 

gestattet,  wo  a  und  h  bestimmte  Gonstanten  bedeuten  und  t  der  Para- 
meter der  Gruppe  ist.  Das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation 
dieser  Gruppe  ist: 

während  die  Geradenschar  die  Differentialgleichung 

dy  —  xdx  =  0 
hat.     Wir  haben  hier  also  zu  setzen: 

'        ex    ^       cy 
Prüfen  wir,  ob  eine  Relation 

XJ{Af)  -  A{Uf)  =  XÄf 
auch  wirklich  besteht.     Offenbar  ist  hier  in  der  That  im  besonderen 

ü{Af)^A{Uf)-.0. 

2.  Beispiel  y  das  wir  ebenfalls  früher  (§§  1  und  3  des  5.  Kap.) 
betrachteten:  Die  Schar  der  oo^  Kreise  mit  gleichem  Radius  r,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Abscissenaxe  liegen: 

(a;  -  a)«  +  j/2  —  r«  =  0 
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gestattet  alle  Translationen  längs  der  x-Axe,  d.h.  die  eingliedrige  Gruppe 

^'     Es  ist  hier  also 
ex 

Um  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  aufzustellen,  der  die  Ereis- 
schar  genügt,  suchen  wir  zunächst  das  oben  mit  a>  bezeichnete  Integral 
durch  Auflösung  der  Gleichung 

{x  —  a)2  +  y«  -  r^  =  0 
nach  a.     Es  kommt 

a)(a:,  y)  =  a;  —  j/r*  —  y* 

und  also 

dm ^         dm y 


dx  '     dy       |/^s  _  yt 

Daher  genügt  (o  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

und  die  gew.  Differentialgleichung,  deren  Integral  cd  ist,  lautet 

y^y  +  V^^  —  y^  dx  =  0. 
Es  ist,  wie  sich  durch  Ausführung  ergiebt: 

u(Ar)-Aiün=o, 

d.  h.  das  Kriterium  stimmt. 

Unbequem  ist  hier  das  Auflosen  der  Gleichung  der  Kreisschar 
nach  a.  Wir  hätten  allerdings  auch  ohne  Auflösen  die  Differential- 
gleichung finden  können,  deren  Integraicurven  diese  Kreise  sind. 
Denn  aus 

(x  -  a)2  +  y^  —  r«  =  0 

folgt  durch  Differentiation 

x  —  a  +  yy  =0 
oder  x  —  a=  —  yy\  sodass 

die  gesuchte  Differentialgleichung  ist.  Aber  um  Af  zu  bilden,  müssen 
wir  diese  Gleichung  in  der  Form  Xdy  —  Ydx  =  0  schreiben,  also 
doch  nach  y   auflösen,  wodurch  eben  die  obige  Form 


ydy  +  }/r«  ^  y«  rfa;  =  0 

hervorgeht.     Wir  werden  späterhin  ein  Kriterium  dafür,  dass  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 

i'X^,y,y')  =  0 
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eine  eiDgliedrige  Gruppe   gestatte,  kennen  lernen,  das  sich  direct  an- 
wenden lässt,  ohne  dass  man  erst  notig  hat,  nach  y  aufzulösen. 
3.  Beispiel:  Die  Schar  der  Geraden  vom  Anfangspunkt  aus: 

^  =  Const. 

X 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen 

a?^  =  a?  cos  t  —  y  sin  ^,    y^  =  a;  sin  <  +  y  c^s  t 
oder  also  die  eingliedrige  Gruppe: 

Die  Geradenschar  genügt  der  Differentialgleichung: 

ocdy  —  ydx  =  0. 


Es  ist  hier  also 
und  es  kommt 


^f^'H+'l^ 


sodass  auch  hier  die  Verification  ausgeführt  ist. 

In  allen  drei  Beispielen  hat  sich  die  allgemeine  Bedingungsgleichung 
auf 
reduciert.  Sie  ist  symmetrisch  in  Äf  und  Uf.  Wir  bemerkten  schon^  dass 

Af^xIL  +  rlC 

die  Form  des  Symbols  einer  infinitesimalen  Transformation  hat.   Fassen 
wir  also  Af  als  eine  infinitesimale  Transformation  auf  und  betrachten 

wir  üf^  I  ^  -{-  ly  -«—  =  0  als  lineare  partielle  Differentialgleichung, 

die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

^dy  —  rjdx  =  0 

zugehört;  so  folgt  aus  der  Symmetrie  der  Gleichung 

uiAn-Äiun-^o, 

dass  die  letztere  Differentialgleichung   ^dy  —  r^dx  =  0  die  infinitesi- 
male Transformation  Äf  gestattet 

Prüfen  wir  dies  am   letzten  Beispiel.     Hier  ist  die  neue  Differen- 
tialgleichung ?7/'=0  diese: 
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und  die  zugehörige  gewohnliche  Differentialgleichung: 

ydy  +  xdx  =  0. 
Ihre  Integralcurven  sind  die  concentrischen  Kreise 

a;^  4"  y^  =  Const. 

Andererseits  ist  Af^^x-^-^-y-J-  das  Symbol   der   infinitesimalen 

Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  von  Ähnlichkeitstransfor- 
mationen: 

x^  =  xt,    yi  =  yt 

In  der  That  führt  jede  solche  Ähnlichkeitstransformation  jeden  Kreis 
der  Schar 

^  +  y*  =  Const. 
wieder  in  einen  Kreis  dieser  Schar  über,  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3,  5.  Kap.). 
Die  Relation 

U{Äf)-A{üf)  =  0 

lässt  also  zweierlei  geometrische  Deutungen  zu.  Wir  wollen  dies  in 
einem  Satze  aussprechen  und  dabei,  weil  Af  und  Uf  ganz  symmetrisch 
auftreten,  auch  die  Bezeichnung  gleichartig  wählen: 

Erste  Satz    %\     Ist 

Deutung  der  oau/iu.     ^öc 

und  ist  identisch 

U,{U,f)-U,(ÜJ)==0, 

so  gestattet  einerseits  die  Differentialgleidiung 

^^dy  —  riidx  =  0 
die  eingliedrige  Gruppe  üg/?  (andererseits  die  Differentialgleichung 

lidy  —  %dx  ~  0 
die  eingliedrige  Gruppe  JJ^f. 

Wir  werden  später  eine  neue   schöne  Deutung  dieser  wichtigen 
Relation 

ü,{U,f)-U,{U,f)='0 
geben.  — 

Nun  sei  noch  zu  unseren  Sätzen  ein  Beispiel  angeführt,  in  welchem 
U{Af)  —  A{Uf)  Dicht  identisch  verschwindet: 
d,  Beispiel:  Die  Schar  der  oo^  Parallelgeraden 
X  —  y  =  Consi 
gestattet  jede  Ähnlichkeitstransforiuation : 

x,  =  xt,    y,=yt, 
denn  diese  führt  eine  Gerade 
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x  —  y^c 
der  Schar  in  eine  andere 

x^  —  y^  =  tc 

derselben  über.     Die  Differentialgleichung  der  Geradenschar  lautet 

dy  —  da;  ==  0 
und  es  ist  also 

•^'  —  dx  ^  dy' 
während  jene  Ähnlichkeitstransformationen  die  der  eingliedrigen  Gruppe : 

sind.     Hier  ist  nun 

d.  h.  es  besteht  in  That  eine  Relation  von  der  Form 

U^Af)  -  A{üf)  =>X'Af, 
indem  hier  A  =  — 1  ist. 

Noch  einige  geometrische  Beispiele  mögen  hier  Platz  finden. 

5.  Beispiel:  Man  sucht  die  Gurven,  deren  Tangenten^  gemessen 
vom  Berührungspunkt  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der  x-kxe,  die  con- 
staute  Länge  a  haben  (die  sogen.  Tractri^xn).  Offenbar  wird  jede 
solche  Curve  durch  eine  Translation  längs  der  x-kxQ  in  eine  eben- 
solche übergeführt    Die  Schar  der  Curvep  gestattet  also  die   infini- 

tesimale   Translation    -J-j    ihre   Differentialgleichung    ist    also    durch 

Quadratur  integrierbar.     In  der  That^  diese  lautet 

oder: 


f  +  f.-<^' 


yc?  —  y^  dy  —  ydx  =  0 . 
Sie  gestattet  iJ-  und  hat  den  Multiplicator  —  • 

6,  Beispiel:  Man  sucht  die  orthogonalen  Trajectorien  der  oo^ 
Kreise,  welche  die  x-  und  die  y-Axe  berühren.  Diese  Kreise  werden 
durch  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

untereinander  vertauscht.  Da  diese  Transformation  sich  senkrecht 
schneidende  Curven  in  ebensolche  überführt,  so  erhellt,  dass  diese 
Ähnlichkeitstransformation  auch  die  Schar  der  gesuchten  orthogonalen 
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Trajectorien    invariant    lässt   und    die   Differentialgleichung   derselben 
einen  bekannten  Multiplicator  hat.     Es  ist 

a;«  -  2aa;  +  y*  —  2ay  +  a«  =  0 
die  Gleichung  der  Ereisschar.     Die  Differentialgleichung  dieser  Schar 
von  Kreisen  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 
x  —  a  +  yy'-ay'  =  0 
und  Elimination  von  a  in  der  Form: 

oder: 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Tra- 
jectorien, wenn  y'  durch  —  -r  ersetzt  v^ird,  also  hat  sie  die  Form 

oder  

(y  +  yf^)  j/  -  ^  -  ]/2^  =  0. 

Sie  gestattet,  wie  wir  wissen,  Uf^x-K^-^-y-J-   und   besitzt    dem- 
nach das  Integral 

dx  dy 

y  +  V^xy     X  +  y2xy 
0D  — s     f  = —  = 


y  +  y2^    x  +  V2xy 
X  y 


lg  (a;  —  1/)  + 


(j) 


{f-0('+i+l/'l) 


§  4.     Neuer  Beweis  und  Umkehrung  des  Theorems  8. 

Neuer  Be-  Uuscr  Unabhängig  von  Theorem  8  (§  1  dieses  Kapitels)  abgeleitetes 

Thooreau  8.  Theorem  9  (in  §  2)  giebt  einen  neuen  Beweis  für  das  erstere.     Wir 
fanden  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  Uf^i  ^ H  ^  T^  ^^^^   ^^^  ^^^  ^*°^  8®' 

stattet,  wenn  die  mit  (7)  bezeichnete  Relation  (in  §  2): 

n\  UX^Ä^        UY^  Ari 

V)  X         ^  Y 
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oder^  ausführlich  geschrieben,  die  Relation 

erfüllt  ist  Diese  Bedingung  kann  aber  in  der  Form  geschrieben  werden: 

^^^)  dx  Xrj-  yj  +  äy"  x^"rl  ""  ^' 

Wir  erinnern  nun  daran,  wie  man  in  der  Theorie  der  DifiFerential- 
gleichungen  einen  Integrabilitätsfactor  M  der  Gleichung 

Xdy  —Ydx  =  0 
definieren  kann.  Eis  soll  js,M{Xdy  —  Ydx)  ein  vollständiges  Differential 
sein  und  dazu  ist,  wie  bekannt,  notwendig  und  hinreichend,  dass 

ist,    denn  MX  und   —  MY  sind  die  partiellen   Differentialquotienten 
eines  Integrals  nach  y  und  x, 

Vergleichen  wir  (10)  mit  (11),  so  erhellt,  dass 

(12)  ^=x^rl 

ein  Integrabilitätsfactor  ist^  und  dies  war  die  in  Theorem  8  aufgestellte 

Behauptung. 

Diese  Folgerung  lässt   sich   auch    umkehren:    Ist  M  irgend  ein ^"^«^^"^8 
Multiplicator  unserer  Differentialgleichung  Theorems  s. 

Xdy  —  Ydx  =  0 
und  bestimmt  man  §  und  17  in  irgend  welcher  Weise  so,  dass  wie  in 
(12)  der  Bruch 


Xn  -  rs 
gerade   gleich  M  wird,   so   folgt   aus  (11)   rückwärts  (10),  (9),  (8) 
und  (7),    d.  h.  die    Differentialgleichung   Xdy  —  Ydx  =  0   gestattet 

die  eingliedrige  Gruppe  D/*eie  §  -J-  +  ^2  ^*     Daher  kommt: 

Satz  7:  Ist  M  ein  Integrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0, 
so  gestattet  diese  Gleichung  die  eingliedrige  Gruppe 

sobald  nur 

Lie,  Differentialgleichungen.  8 
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Durch  die  Gleichung  (12)  werdcD  |  und  i^  nicht  vollständig  be- 
stimmt. Zu  einem  bekannten  Multiplicator  M  lassen  sich  also  un- 
endlich viele  infinitesimale  Transformationen  (oder  eingliedrige  Gruppen) 
angeben,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  während  sich  aus 
einer  solchen  infinitesimalen  Transformation  nur  ein  Multiplicator  ab- 
leiten lässt. 

Bekanntlich  besitzt  jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  y  einen  Integrabilitätsfactor  (ja  sogar  un- 
endlich viele),  und  daher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Satz  8:  Jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zunschen  zwei  Veränderlichen  gestattet  unendlich  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen oder  eingliedrige  Gruppen. 

Für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  gilt  ein  ähnlicher 
Satz  nicht 

Wir  werden  in  den  folgenden  Kapiteln  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  infinitesimalen  Transformationen  und  Multiplicatoren  einer 
gewohnlichen  Differentialgleichung  in  x  und  y  zurückkommen  und 
insbesondere  die  Wichtigkeit  unserer  Theoreme  durch  viele  Beispiele 
illustrieren. 

§  5.     Integration   der   gewöhnlichen   Differentialgleichnngen   erster 
Ordnung  durch  Einführung  canonischer  Veränderlicher. 

Wie  wir  gesehen  haben,  lässt  sich  für  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

ein  Multiplicator  angeben  und  also  ihre  Integration  durch  eine  Qua- 
dratur leisten,  sobald  man  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  kennt, 
welche  sie  gestattet.  Es  giebt  nun  noch  eine  andere  sehr  bemerkens- 
werte Methode,  durch  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mation Ufy  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  zur  Integration 
derselben  verwartet  werden  kann,  und  von  dieser  wollen  wir  zum 
Schluss  des  vorliegenden  Kapitels  noch  kurz  sprechen.  Doch  heben 
wir  sogleich  hervor,  dass  diese  neue  Methode  nur  dann  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Bahncurven  der  von  der  bekannten  infinitesimalen 
Transformation  erzeugten  Gruppe  schon  gegeben  sind. 
Einführung         Das  Verfahren  besteht  darin,   dass  wir    an  Stelle   von  x  und  y 

canoniflcher 

ver&nder-  neuc  Veränderliche  r  und  ti  einführen,  sodass  die  bekannte  infinitesi- 

licher.  C  V  ; 

male  Transformation   Uf  die  canonische  Form  ^--  annimmt.    In  §  2 
des  3.  Kapitels  erkannten  wir,  dass  wenn  die  Bahncurven 
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o(a?,  y)  «=  Const. 
der  Gruppe   jy/*  bekannt  sind/ alsdann  einfach  J  =  o(rr,  y)  zu  setzen 
ist,  und  dass  sich  darauf  ^/das  die  Gleichung 

erfüllen  muss,  durch  eine  Quadratur  bestimmen  lässt.  Die  Curven- 
schar^'==Coü8t.  ist  hiernach  eiüe  von  den  Scharen ^  welche  die  ein- 
gliedrige'  Gruppe  fT/*  gestiittöt  (nach  Theorem  7,  §  2  des  5.  Kap;), 
und  zwar  eine  beliebige  -  solche  Schar^  denn  wir  sahen  früher  (S.  94 
u.>96)  gelegentlich,  dass  jede  invariante  Schar,  die  nicht  aus  lauter  in- 
varianten Curven  besteht,  eine  solche  Form  9  {Xy  y)  =^  Const.  erhalten 
kann,  dass  TJq)  gerade  gleich  1  wird. 

Die  vorgelegte  DifiFerentialgleichung  Xdy—Zda?  =  0  möge  nun 
in  den  neuen  Veränderlichen  j,  ^^  aufgelöst  nach  dlj,  die  Form  haben: 

Sie  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  £//*,  die  in  den  neuen 
Variabein  lautet: 

K 

Wir  werden  zeigen,  dass  hieraus  folgt,  dass  g  frei  von  ^  ist.  Ob- 
gleich dies  auch  auf  andere  Weise  direct  eingesehen  werden  kann, 
wollen  wir  diese  Behauptung  durch  Benutzung  des  Theorems  9  (§  2) 
zur  Einübung  desselben  beweisen.  Wir  haben  statt  des  dortigen  Af 
und  Uf  zu  benutzen : 

und  es  kommt: 

Dies  soll  die  Form  k  •  91/*  haben.  Das  geht  aber  offenbar  nur  so  an^ 
dass  A  =  0  ist  und 

<L  h.  die  transformierte  Differentialgleichung 

ist  ganz  frei  von  \^,  und  ihre  Integration  ist  durch  eine  blosse  Qua- 
dratur zu  leisten: 

•    9  —f%{l)dl  ==  Consi 
Satz  9:     Gestattet  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  ■=  0 
die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  und  heni/U  man  die  Bahncurven  der  Gruppe,  so 
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Tcann  man  durch  eine  Quadratur  solche  neue  Veränderliche  je,  t)  angeben, 
dass  die  Differentialgleichung  dadurch  die  Form  annimmt: 

also  durch  eine  zweite  Quadratur  integrabd  wird. 

Übrigens  braucht  nicht  notwendig  die  Curvenschar  \)(Xj  y)  =  Const. 
so  gewählt  zu  werden,  dass  TJ\^  gerade  gleich  1  wird.  Wenn  diese 
invariante  Schar  Q  allgemein  so  genommen  wird,  dass  Ut^  nur  nicht 
gleich  Null  ist  (denn  sonst  wäre  Q  =  Const.  die  Schar  der  Bahncurven 
j  =  Const.),  also  etwa: 

so  ist  die  in  £  und  ^  geschriebene  Differentialgleichung,  die  zunächst 
die  Form 

ä^  -  gfe  ^)dl  =  0 
hat,  auch  integrierbar.     Denn  sie  gestattet  ja 

und  es  ist  bei  ihr 

sodass  sich  ergiebt: 

U(5t/-)  -  «(U/-)  =  (II  X  -  i  (9)  g)  \\- 
Es  soll  dies  die  Form  X  -  %f  haben,  d.  h.  es  muss  A  =  0  und 

sein.    Es  ist  also 

aigSf      »igt 


-^r —  enthält  demnach  kein  j  und  es  kommt: 


L  £  und  es  kc 

lgS  =  z(9)  +  ^(E) 


oder 

Die  Differentialgleichung  nimmt  also  die  Form  an: 

e-/(t))  d\i  —  6^(5)  dl  =  0, 
d.  h.  sie  ist  separiert  und  durch  eine  Quadratur  integrierbar. 
Satz  10:     Gestattet  die  Differentialgleichung 
Xdy  —Ydx  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  kennt  man  die  Bahncurven  i(x,y)  =  Const 
derselben,  so  bestimmt  man  gunächst  durch  eine  Quadrat/ur  eine  beliebige 
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bei  Uf  invariante  Gurvenschar  t){xjy)  =  Const.  Führt  ma/n  alsdann  j 
und  9  an  Stelle  von  x  und  y  als  Veränderliche  in  die  Differential- 
gleichung ein,  so  erscheint  sie  unter  separierter  Form,  ist  also  durch 
Quadratur  m  integrieren. 

Man  sieht^  dass  die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Inte- 
grationsmethode nicht  so  viel  leistet  als  die  früher  in  Theorem  8  des 
§  1  gegebene,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  Bahncurven  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf  voraus.  Insbesondere  ist  sie  aber  immer  an- 
wendbar, wenn  die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  Uf  bekannt 
sind  (vgl.  Satz  7  des  §  2,  4.  Kap.). 

Diese  im  Jahre  1869  von  Lie  entdeckte  Integrationsmethode 
dürfte  wohl  die  erste  sein,  bei  welcher  Invarianten  einer  continuier- 
lichen  Gruppe  in  bewtisster  Weise  zur  Integration  von  Differential- 
gleichungen angewandt  wurden.  Wir  werden  an  einer  späteren  Stelle 
eine  dieser  Methode  analoge,  aber  allgemeinere  Integrationstheorie 
entwickeln,  welche  Anwendung  auf  partielle  Differentialgleichungen  findet. 
'^  Diese  Methode  giebt  das  allgemeinste  System  von  Veränderlichen, 
durch  deren  Einführung  alle  Differentialgleichungen,  welche  Uf  ge- 
statten, separiert  werden.  Unter  den  unendlich  vielen  Systemen  solcher 
Veränderlicher  kann  man  sodann  auch  nach  demjenigen  suchen,  welches 
der  transformierten  Differentialgleichung  die  einfachste  Form  erteilt 
und  dann  wird  man  im  allgemeinen  zu  eben  dem  neuen  Variabeln- 
paar  geführt,  durch  dessen  Benutzung  die  betreffenden  Differential- 
gleichungen in  den  gebräuchlichen  älteren  Lehrbüchern  integriert  zu 
werden  pflegen. 

1.  Beispiel:    Will  man  die  sogen,  homogene  Differentialgleichung 

integrieren,  so  führt  man  bekanntlich  —  neben  x  als  neue  Veränder- 
liche ein.  Dies  findet  seine  Begründung  durch  unsere  Methode.  Denn 
bei  der  vorstehenden  Differentialgleichung  ist  die  zugehörige  lineare 
partielle  Differentialgleichung 

und  die  Differentialgleichung  gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von 
Ahnlichkeitstransformationen: 


denn  es  ist  hier: 


^ 
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und  dies  ist^  da  (p  homogen  in  x,  y  und  also  nach  dem  Euler'schen 
Satze  über  homogene  Functionen 

ist,  gleich  —  Af.  Nach  unserem  Theorem  9  gestattet  also  die  vor- 
gelegte homogene  Differentialgleichung  die  eingliedrige  Gruppe  der 
Ähnlichkeitstransformationen  JJf.     Die  Bahncurven  derselben  sind 

^  =  Const., 

OH 

während  die  Schar  x  «»  Const.  eine  invariante  Geradenschar  ist,  welche 
die  Gleichung  Ux*^  x  erfüllt.  Bei  Benutzung  der  Variabeln  ~  und  x 
wird  also  die  homogene  Differentialgleichung  nach  Satz  10  in  der  That 
durch  Quadratur  integrabel. 

Dies  ist  die  Art,  in  der  man  die  homogene  Differentialgleichung 
gewöhnlich  zu  integrieren  pflegt.  Unsere  Methode  leistet  aber  noch 
mehr,  wir  können  das  allgemeinste  Yariabelnpaar  angeben,  welches 
alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert.  Zu  dem  Ende  be- 
stimmen wir  %  so,  dass 

Ui  =  x^  +  y^  =  0 
^  dx    *    ^  oy 

wird.     Diese  Gleichung  hat  das  allgemeine  Integral 

wo  k  eine  beliebige  Function  von  —  bezeichnet.  Ferner  bestimmen 
wir  t)  zunächst  so,  dass 

wird.   Die  Function  5,  welche  dieselbe  erfüllt,  wird  einer  Gleichung 
genügen,  und  diese  Function  /  erfüllt  die  lineare  Differentialgleichung: 

^f     I  df     ,     df         r, 

""Tx  +  y^y  +  T^^^^ 
die  dem  simultanen  Systeme 

dx dy ^ 

X      y      r 

äquivalent  ist,  welches  —  und  \^x  —  t)  zu  Integralen  hat,  sodass 

X  , 

/•(iig*-9)-o 

oder  also 
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ZU  setzen  ist,  wo  fi  eine  beliebige  Function  von  —  bedeutet»     Noch 

allgemeiner  dürfen  wir  als  \)  jede  Function  des  gefundenen  Ausdruckes 
benutzen,  wie  oben  bemerkt  wurde,  so  dass  wir  als  allgemeinstes 
Yariabelnpaar,  welches  alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert, 
dieses  ändern: 

5_,(j),  ,_.(,g.+„e)). 

wrorin  Xf  (i,  V  arbiträre  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Von  allen 
diesen  Yariabelnpaaren  ist  das  gebräuchliche 

im  allgemeinen  das  bequemste. 

ß.  Beispiel':    Die  Differentialgleichung 

y'  =  9>(^  +  «y) 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 
welche  von  der  infinitesimalen  Transformation 


erzeugt  wird.    D«ui  hier  ist 

dt 


Af=^-^>ix  +  xy)^f 


also 

V(:Af)-A{Vf)  =  0. 

Die  Bahncurven  •  j  =  Const.  der  eingliedrigen  Gruppe  sind  die  Geraden 
X  -{-  xy  ^=  Const.  Femer  bleibt  bei  den  Translationen  natürlich  jede 
Schar  von  Parallelgeraden,  z.  B.  die  Schar  y  «»  Const.,  invariant.  Es 
ist  auch  Uy^  1.     Wir  werden  also  nach  Satz  9  setzen: 

l=x  +  xy,    t)  =  y 
und  erhalten: 

rfj  ^dx  +  xdy, 

dt)  =  dy, 

oder,  in  unsere  Differentialgleichung 

dy  —  q>(x  +  ocy)dx  =  0 
eingesetzt: 

^9  —  9>(e)  (ßi  -  ^^9)  =  0 
oder 

(1  +  xq>(i))dt)  -  9>(j)dE  =  0. 
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Diese  Gleichung  ist,  wie  es  sein  muss,  frei  von  t)  und  giebt  durch 
eine  Quadratur  das  Integral 

oder  also  als  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 

3.  Beispiel:     Zur  Durchrechnung   empfehlen  wir   dem  Leser  die 
Differentialgleichung 

welche  die  infinitesimale  Rotation 

gestattet.  Dies  weise  man  mit  Hülfe  des  Theorems  9  nach  und  führe 
dann  die  neuen  Variabeln  ein.  Die  Bahncurven  sind  die  Kreise 
^  +  y^  '===  Const.   und   eine   invariante  Cur ven schar  ist  z.  B.  die  der 

Geraden  durch  den  Anfangspunkt:  —  «=  Const.  Es  ist  U  —  ^l  +  (— ) 
und  wir  werden  statt  -  lieber  arc  tg  —  wählen,  denn  es  ist 

X  ^   X  ' 

D-(arctg{)  =  l. 

Demnach  wird  die  Differentialgleichung  durch  Einführung  der  Polar- 
coordinaten 

r  =  y?+7«,     (|p  =  arctg|- 

frei  von  9>,  also  durch  eine  Quadratur  integrabel.  Man  Terificiere 
dies.  Hätte  man  als  neue  Veränderliche  ausser  j  =  Yx^  +  V^  nicht 
arc  tg  — ,    sondern  —  selbst   als  t)  eingeführt,   so  wäre  der  Fall  des 

Satzes  10  da:  die  Gleichung  würde  in  den  neuen  Veränderlichen  J 
und  t)  separiert  sein. 
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Beziebungen  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen,  welcbe 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  Xy  y 

gestattet. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  untersuchen,  welcher  Zusammen- 
hang zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  TJf  besteht,  die 
eine  gewohnliche  DiflFerentialgleichung  gestattet.  Wir  werden  sehen, 
dass,  wenn  man  zwei  derselben  kennt,  sofort  ein  Integral  angegeben 
werden  kann  und  umgekehrt  die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen 
Transformation,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  aus  einer 
beliebigen  derselben  und  einem  Integral  sehr  leicht  abzuleiten  ist. 

Vorher  müssen  wir  jedoch  noch  einige  Bemerkungen  über  das 
Rechnen  mit  den  Symbolen  Uf  machen. 

§  1.    Bemerkungen  über  das  Beohnen  mit  Symbolen  infinitesimaler 

Transformationen. 

Es  sei 

das  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation.  Wird  ganz  von 
seiner  Deutung  als  infinitesimale  Transformation  abgesehen,  so  stellt 
es  einen  Differentiationsprocess  dar,  ausgeführt  auf  eine  beliebige 
Function  f  von  x  und  y.  Deshalb  gelten  hier  Regeln  für  die  Aus- 
führung dieses  Processes  auf  Summen,  Producte  u.  s.  w.  genau  in  der 
Weise,  wie  in  der  Differentialrechnung.  So  ist 
U{q>  +  ^)  --  Ufp  +  U^, 

n.  8.  w.     Uc  ist  natürlich  Null,  wenn  c  eine  Constante  bedeutei 
Seien  nun 

zwei  Symbole,  so  lässt  sich  aus  ihnen  der  Ausdruck 

construieren.  Derselbe  enthält,  wie  schon  im  vorigen  Kapitel  gelegent- 
lich gezeigt  wui'de  (in  §  2),  bemerkenswerter  Weise  keine  zweiten 
Differentialquotienten  von  /)  da  diese  sich  sämtlich  paarweis  fortheben. 
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Er  ist  also  auch  ein  Symbol  wie  TJ^f  und  JJ^f,  Wir  werden  ihn  ab- 
kürzend mit  (?7i  TJ^  oder,  um  hervorzuheben,  dass  er  ein  auf  f  aus- 
geführter Process  ist^  mit  (üi/*,  U^f)  bezeichnen: 

(IJ,  U,)  =  {UJ,  U,f)  =  U,{ü,f)  -  U,(JJJ). 
Den  Ausdruck  (UiU^)  nennen  wir  den  mit   U^f  und  üif  gebildeten 
SXnck,  Klammerausdruch.    Auf  seine  begriflFliche  Bedeutung  können  wir  hier 
noch  nicht  eingehen. 

Insbesondere  ist  offenbar 

(.üiD,)  +  (r7.tr.)  =  o 

Bedeutet  femer  m  eine  Function  von  x  und  y  allein,  so  ist 

((D  U^,  U,)  =  m(U,  U,)  —  U,c3  .  UJ, 
wovon  man  sich  durch  Ausrechnung  überzeugen  möge. 

Überhaupt  empfehlen  wir  dem  Leser,  sich  mit  der  Bildung  des 
Elammerausdruckes,  der  eine  überaus  wichtige  Rolle  in  unseren  Theorien 
spielen  wird,  durch  mannigfache  Übung  recht  vertraut  zu  machen.  Je 
gewandter  man  in  seiner  Ausrechnung  ist,  um  so  besser  übersieht 
man  die  theoretischen  und  praktischen  Entwickelungen  der  späteren 
Kapitel- 

Bei  solchen  Rechnungen  ist  es  recht  bequem,   die  umständlichen 

Zeichen  -k^  und  -^ ,  solange  f  eine  beliebige  Function  bedeutet^  durch 

kürzere,  nämlich  durch  p  und  q,  zu  ersetzen.  So  lautet  das  Symbol 
der  infinitesimalen  Rotation  uiü  den  Anfangspunkt  kurz  —  tfP  -^  ^i 
oder,  da  es  mit  einer  beliebigen  Constanten  multipliciert  werden  darf^ 
yp  ""  ^Q-  ^^^  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  hat  das  Symbol  xp  -{-  yq^  die  infinitesimale  Translation 
längs  der  x-Axe  das  Symbol  jp,  die  längs  der  y-Axe  g,  eine  beliebige 
infinitesimale  Translation  das  Symbol  ap-f-fcg,  wo  a  und  b  Constanten 
sind.  Das  Symbol  der  in  §  3  des  1.  Kap.  betrachteten  infinitesimalen 
affinen  Transformation  ist  xp,  u.  s.  w. 

Doch  wollen  wir  in  den  folgenden  theoretischen  Entwickelungen 

zum  besseren  Verständnis  derselben  die  umständlicheren  Zeichen  -^ 

ox 

und  -J-  beibehalten  und  erst  auf  einer  späteren  Stufe  die  Abkürzungen 

p  und  q  dafür  gebrauchen.  Immerhin  mag  der  Leser  sich  schon  jetzt 
damit  bekannt  machen. 

Schliesslich  heben  wir  noch  hervor,  dass  zwischen  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Ebene  {Xy  y): 
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stets  eine  Gleicbung 

identisch   besteht   för   alle  Werte  von  x,  y  und  f.    Eliminiert  man 

nämlich  die  Grossen   J~  und  -J-   aus   den   drei   obenstehenden   Glei- 

,  ^x  '  cy 

chungen,  so  koiBmt:    . 

TJ,f  ii  % 

oder 

und  diese  Identität  zwischen  Uify  U^f  und  JJj/*  besteht  für  jedes  ^— 
und  ^,  d.  h.  für  jede  Function  /l    Ist  hierin 

unterscheiden  sich  also  U^f  und  ETj/*  nicht  nur  um  einen  (von  x  und 
y  abhängigen)  Factor,  so  können  wir  durch  Ijijj  —  63^2  dividieren 
und  erhalten  eine  Relation  von  der  Form 

nj=  ft,(a?,  y)  UJ+  (i^(x,  y)  U^f. 
Das  Symbol  einer  beliebigen  infinitesimalen  TransformaMon  in  x,  y  lässt 
sich  also  linear  (mit  Coeffidenten,  die  von  x  und  y  abhängen)  aus  den 
Symbolen  irgend  ßweier  solcher  eusammenseteeny  vorausgesetzt  dass  die 
Symbole  der  beiden  letzteren  sich  nicht  bloss  um  einen  Factor  unter- 
scheiden, geometrisch  ausgesprochen:  vorausgesetzt,  dass  die  beiden 
letzteren  infinitesimalen  Transformationen  einem  beliebigen  Punkte  ver- 
schiedene Fortsehreitungsrichtungen  zuerteilen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zu   den  Multiplicator- 
Sätzen  des  vorigen  Kapitels  zurück. 

§  2.      Beziehnng   Bwdsohen    zwei   infinitesimalen   Transformationen, 
welche  eine  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gestattet. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  zusammoii- 

Xdy  -  rdx  -  0  ä°S 

gestatte  iswei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  BiffenmtiaV 

YT  /• fc      df      ,  df  und  einen- 
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und  dabei  voraussetzen^  dass  keine  derselben  trivial,  d.  h.  von  der  Form 

oder  kurz  gAf  ist>  wenn  nämlich  wie  früher  gesetzt  wird: 

Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  sind  nun 
-^1  =  Y^  _"vF  y     -^2 


Integrabilitätsfactoren  der  vorgelegten  Differentialgleichung.  Bekannt- 
lich ist  der  Quotient  zweier  solcher,  wie  in  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen gelehrt  wird,  ein  Integral  oder  eine  Constante.  Wir 
wollen  den  Beweis  dafür  zum  Überfluss  kurz  andeuten:  M^  und  M^ 
erfüllen  die  Definitionsgleichung  eines  Euler'schen  Multiplicators,  d.  h. 
es  ist 


oder,  etwas  umgeformt: 


dx       "^     dy 
dM^X        dM^Y_Q 
dx       *       dy 


dx      ^  dy      "^  dx    *    dy  ' 

-^  a lg 3f,   .  ydigM,  .  dx     ar_Q 

dx      '*'  dy      '*'  dx    *    dy 

Subtrahiert  man  beide  Identitäten  von  einander,  so  kommt 

■   ^('ef:)-». 

d.  h.  lg  ^  oder  also  %^-  selbst  ist  ein  Integral  der  vorgelegten  Dif- 
ferentialgleichung oder  aber  nur  eine  Constante. 

Mithin  ergiebt  sich 

Satz  1:    Sind 

^    df   ,         df         j     y,    df    ,         df 

zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen,  toelche  die  gewöhnliche 

Differentialgleichung 

Xdy  —  Tdx  =  0 
gestattet,  so  ist 

Xy,  -  YU 

ein  Integral  derselben  oder  aber  eine  Constante. 


ßeziehüDg  zwisclien  zweiinfiD.  Transf.,  welche  e.  gew.  Differentialgl.  1.0.  gestattet.  1 25 

Setzen  wir  zunächst  voraus^  dieser  Quotient  sei  ein  Integral.  Ist  seziehnng 
o  (pc,  y)  wie  früher  ein  Integral  der  Differentialgleichung,  so  ist  also  zwei  infin. 
der  Quotient  allgemein  eine  Function  Sl((o)  desselben:  d.Difreren- 

d.  h. 

X      —      r     ' 

sodass  §g  und  i}f  die  Formen  haben: 

ri^  =  Ä(ai)  .  i2i  +  q{x,  y)  •  T, 
wo  Q  eine  gewisse  Function  von  x^  y  bedeutet.     Mithin  ist 

v,m  S.  li  +  V.  g  =3  «(„) .  (i,  g  + ,,  Ip  +  , .  (x|f  +  r  i-p 

oder  also 

(1)  ü,f=Sl.(m).U,f+Q{x,y).Af. 

Wenn  jener  im  obigen  Satze  erwähnte  Quotient  nur  eine  Con- 
stante  %  ist,  so  folgt,  indem  x  an  Stelle  von  Sl  tritt,  ganz  analog,  dass 

(2)  UJ=*-U,f+Q{x,y).Af 

ist.  Es  ist  hier  keine  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
wenn  wir  insbesondere  die  Constante  x  (die  sicher  nicht  Null  ist,  da 
sonst  nach  (2)  gegen  die  Voraussetzung  U^f  eine  triviale  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  wäre)  gleich  1  annehmen,  denn  mit 
U^f  ist  ja  auch  x*  U^f  eine  infinitesimale  Transformation,  welche 
unsere  Differentialgleichung  gestattet  Demnach  können  wir  statt  (2) 
auch  schreiben 
(2-)  ü,f=UJ+q{x,y).Af. 

Alsdann  transformieren  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
Ulf  und  JJ^f  die  Integralcurven  (o{x^  y)  =  Const  beide  in  genau  der- 
selben Weise.    Denn:  die  Curve 

(o(x,y)  =  c 
geht  bei  U^f  über  in  eine  unendlich  benachbarte  Curve  der  Schar 

Die  Transformation  U^^f  lautet: 

X^=Z+^dt'\ ,     y,  =y  +  ijd^  +  ... 

und  es  ist  also 

o(a?  +  1*^  -^ ,    y  +  ridt-] )  =  c  +  dc^ 
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oder  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 

oder  endlich;  da  a(Xfy)  =  c  isi^ 

Ufa  .  St=^  dCj^. 

Nun  aber  wissen  wir,  dass  die'Gurvenschar  a)(x,y)  =  c  die  infinitesi- 
male Transformation  U^f  geatMet  und  däss  infolge  dessen  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

W^(o:=  F^G})  ^  F{c) 

besteht.  Daher  führt  die  infinitesimale  Transformation  8x  =  ^dt^ 
8y  =  ri8t  jede  Curve  der  invarianten  Schar  ©(a:,  y)««=c  in  die  be- 
nachbarte Curve 

<»(^i; Vi)  =  'c  -f^  F{c)8t  =  c  +  TJ^m.8t 
über.  ^       ' 

In   entsprechender.  Weise   geht   die   Curve   ©(a;,  y)  =  c   bei   dör 
infinitesimalen  Transformation  ET^/*  in  eine  benachbarte  Curve 

f^(<x^uyi^  =  o  +  8c^ 
über^  wo  analog 

U^(0:.8t^8(^ 

isi     Nach  (2')  aber  ist: 

weil  Aa}^0  ist,  und  also  auch. 

8c^  =  8c^, 

d.  h.  die  beiden  Curven,  in  welche  (o  =  c  durch  die  infinitesimalen 
Transformationen  U^f  und  U^f  übergeführt  wird,  sind  dieselben,  wie 
behauptet  wurde. 

Auch  auf  mehr  anschaulichem  Wege  geht  dies  aus  (2')  herfor: 
Fasst  man  nämlich 

als  infinitesimale  Transformation  auf,  so  ordnet  sie  einem  Punkte  p 
einer  Integralcurve  ©  =  c  eine  Fortschreitungsstrecke  zu,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Axen  gleich  X8t  und  Y8t  sind,  und  führt  ihn  also 
auf  der  Integralcurve  selbst  weiter,  während  Uif  und  U^f  ihm  gewisse 
Fortschreitungsstrecken  zuordnen,  die  ihn  aus  dieser  Integralcurve 
hinausführen.     Die  Gleichung  (2')  aber  giebt  für  /'z^a;  und  f^y' 

62=?!  +  9^7 


c*Sc' 


W'O 
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Demnach  ist  die  Fortschreitungsstrecke  tf^T^IP+^i*,  welche  U^fdem 
Punkte  p  erteilt,  nach  dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  aus  den 
Strecken  *^V17+^  und  QdtyX^  +  Y\  welche  der  Punkt p  durch 
Ulf  und  Af  erfährt^  zu  construieren.  Uj^f  fuhrt  alle  Punkte  einer 
Integralcurve  o  =  c  in  die  Punkte 
einer  benachbarten  Integralcurve 
über^  und  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  liegen 
daher  auch  die  vierten  Ecken  jener 
Parallelogramme  der  Bewegungen^ 
welche  für  die  Punkte  p  der  Inte- 
gralcurve m  =  c  construiert  wer- 
den können^  auf  derselben  benach- 
barten Integralcurve.  ('Fig..  10.) 
Wenn  U^f  und  ü^fin.  der  Be- 
ziehung (2')  zu  einander .  stehen, 
so  werden  wir  daher  Uif  gar 
nicht  als  eine  wesentlich  von:  U^f 
abweichende  infinitesimale  Transformation  der  Differentialgleichung 
Xdy  —  Tdx  =  0  auffassen,  j  Man  kann  ja  alle  solche  Transforma- 
tionen U^f  sofort  angeben,  sobald  Uif  gegeben  ist;  und  für  das  Inte- 
grationsgeschäft bringt  ü^f  keinen  Nutzen,  da 

kein  Integral,  sondern  nur  eine  Coustante  ist. 

Deshalb  wollen  wir,  wenn  von  ssioei  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf  und  U^f  die  Rede  ist,  welche  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  «=»  0  gestattet,  dabei  im  allgemeinen  stillschweigend 
voraussetzen,  dctös  U^f  und  ü^f  wesentlich  von  einander  in  Hinsicht 
dieser  Differentialgleichung  verschieden^  seien,  also  keine  Relation  von 
der  Form  (2')  oder  noch  allgemeiner  von  der  Form: 

bestehe,  in  der  x  eine  Constante  bedeutet. 


Fig.  10. 


Unsere  Formeln  (1)  und  (2)  können  wir  in  dem  Satze  zusammen- 
fassen : 

Satz  2:  Zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen  U^f  und 
U^f  einer  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0, 
deren  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  lautet: 
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^^-^1-1+^1  =  ^' 

erfüllen  immer  eine  Relation  von  der  Form 

ü,f^Sl{so)U,f+Q{x,y)Af, 
wo  (o  ein  Integral  der  Differentiaigleichung  bedeutet 

Wir  können  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  mehreren  anderen 
Wegen  gelangen,  welche  erwähnt  zu  werden  verdienen,  da  die  be- 
treffenden Methoden  an  sich  Interesse  darbieten. 

§  3.   Andere  Ableitungen  derselben  Ergebnisse  nnd  ihre  Umkehning. 

Abi^uun  ^^  *^^  einem  anderen  Wege  zu  unserer  Formel  (1)  zu  kommen, 

etwa  l  und  \),  fQr  welche 


BeÄun   ^®^ten  wir  uns  an  Stelle  von  x  und  y  neue  Veränderliche  eingeführt. 


ist,  also  sogenannte  canonische  Veränderliche  des  Ausdrucks  Äf,  der 
dadurch  übergeht  in 

(Vgl.  Satz  4  des  §  2,  3.  Cap.)  Dabei  geht  UJ  (nach  Satz  2  desselben 
Paragraphen)  über  in 

während 

wird.  Da  jetzt  Äf  die  einfache  Form  -r^  hat,  so  lautet  die  Differen- 
tialgleichung Xdy  —  Ydx  =  0  in  den  neuen  Veränderlichen  einfach 
dj  dte  0,  d.  h.  die  Integralcurven  sind  die  Curven  j  =  Const.  Diese 
Schar  gestattet  aber  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  nur  dann, 
wenn  diese  dem  £  ein  nur  von  ^  abhängiges  Increment  erteilt,  also 
die  Form  hat: 

Da  U^f  und  U^f  infinitesimale  Transformationen  der  Differential- 
gleichung sein  sollen,  so  müssen  sie  folglich  die  Formen  haben: 

D,/-==ß.(s)|+Tr,(j,9)f- 
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Hiernach  ist  eine  Relation  vorhanden: 

die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 
da  Af=^-Jr  ist,  oder: 

Kehren  wir  nun  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  x,  y  zurück, 
so  ist  E  wegen  ^.£  =  0  ein  Integral  ©  der  Differentialgleichung  Af=0, 
während    W{j^,t))  eine  Function  Q{Xjy)  wird,  sodass  sich  ergiebt: 

was  zu  beweisen  war. 

Wir   können  ^u    demselben    Ergebnis   auch    durch    das    folgende  ^^^{^ 
Vorgehen  gelangen:  BeieSI 

Da  Ulf  sich  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Äf  unterscheidet 
(sonst  wäre  ja  Uif  eine  triviale  Transformation  der  Differential- 
gleichung), so  ist  nach  dem  in  §  1  Gesagten  klar,  dass  Uif  sich 
linear  durch   U^f  und  Af  ausdrücken  lassen  muss: 

(3)  UJ=6UJ+QAf. 

Hier  sind  a  und  q  gewisse  Functionen  von  x  und  y.  Sollen  nun  U^f 
und  U^f  infinitesimale  Transformationen  sein,  welche  die  Differential- 
gleichung Xdy  —  Ydx  =  0  oder  also  die  Schar  cd  =  Const.  der  zu- 
gehörigen Integralcurven  invariant  lassen,  so  müssen  U^to  und  {JgO 
Functionen  von  (o  allein  sein  (siehe  Satz  2,  §  2,  Eap.  5): 

während  AoeeO  ist.  Setzen  wir  also  in  der  sicher  vorhandenen  Re- 
lation (3)  fEiKo,  so  reduciert  sie  sich  auf: 

a2(o)^<yü,(a>), 
d.  h.  6  ist  eine  Function  £ii(coi),  sodass  sich  ergiebt: 

U,f=Sl{a>)U,f+QAf. 
Dies  ist  wieder  unsere  Formel  (1). 

Complicierter    ist   die   Ableitung   unserer   Formel  aus  der  Rela^  AMoUun 
tion  (3),  wenn  wir  das  Theorem  9  (§  2  des  6.  Kap.)  benutzen.    Danach  ^J^JJ^^J^ 
müssen  nämlich,   wenn    U^f  und   U^f  ivAnii/^^imdX^  Transformationen 
sein  sollen,  welche  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  »=  0  gestattet^ 
Relationen  bestehen  von  der  Form 

(4)  {U,A)^X,{x,y)Af,    {U^A)=\{x,y)A,f. 

Lie,  Differenlialgleiohangen.  9 
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Nach  (3)  aber  ist: 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  an  die  Bemerkungen  in  §  1  erinnern: 

{U^A)  =  6{U^Ä)  -  A6  .  UJ+  q{AA)  —  Aq  .  Af, 

wo  noch  {AA)^0  ist  Substituieren  wir  hierin  die  Werte  (4),  so 
kommt: 

liAf=  6X^  .  Af—  A6  .  TJJ—  Aq  .  Af 
oder: 

(<yAi  —  Aa  —  AQ)AfEEE  Aö .  ÜJ. 

Hierin  sind  6i^  —  X^  —  Aq  und  Aö  Functionen  von  x,  y.  Nach 
Voraussetzung  soll  sich  U^f  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Af  unter- 
scheiden. Es  ist  also  notwendig  einzeln  jeder  dieser  beiden  C!oeffi- 
cienten  Null,  insbesondere  der  zweite: 

Aö  =  0, 

woraus  folgt,  dass  6  ein  Integral  Sl(<o)  unserer  DifiPerentialgleichung 
ist.     Danach  giebt  (3)  wieder  unsere  gesuchte  Formel: 
(5)  .    U,f=Sl{a,)UJ  +  QAf. 

rmkehrung.  Nchmeu  wir  nun  umgekehrt  an,  U^f  sei  eine  infinitesimale  Trans- 
formation, welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  Sl{m)  sei  eine 
beliebig  gewählte  Function  des  Integrals  m  und  q  eine  beliebige 
Function  von  x  und  y,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  alsdann  auch  die 
durch  (5)  bestimmte  infinitesimale  Transformation  ü^f  die  Differential- 
gleichung invariant  lässt.  In  der  That  giebt  ja  die  Formel  (5)  für 
f^^iOy  da  j1(d  ^  0  und  nach  Voraussetzung  TJ^(o  eine  Function 
Sl^{p)  ist: 

d.  h.  auch  ügO  ist  eine  Function  von  m  allein.  Die  Schar  (o  ==  Const. 
gestattet  also  die  infinitesimale  Transformation  U^f 

Daher  werden  wir  unseren  Satz  jetzt  so  aussprechen: 
Theorem  10:  Ist  U^f  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Trans- 
formation^ welche  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet,  und  setsst  man 

so  gestattet  die  Differentialgleichung  auch  jede  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form 

U,f=il(m)UJ+Q(x,y)Af, 
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WO  Sl{io)  eine  beliebige  Function  des  Integrals  io  der  Differen- 
tialgleichung und  Q  eine  beliebige  Function  von  x  und  y  be- 
deutet Andererseits  ist  dies  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation  in  x^  y,  welche  die  Differentialgleichung  eulässt 

Dies  Resultat  lässt  sich  auch  in  eleganter  Weise  rein  geometrisch  ^^^^'^i^^ 
ableiten.    Seien  nämlich  Uif  und  U^f  irgend  zwei  infinitesimale  Trans-  Ableitung. 
formationen,  welche  die  Schar  der  Integralcurven  w  =  Const.  invariant 
lassen.   Eine  beliebige^  aber  bestimmte  Curye  dieser  Schar  sei  €o(Xfy)=^c. 
Sie  wird  von  U^f  in  eine  infinitesimal  benachbarte  Curve  der  Schar, 
etwa  in 

übergeführt.     Alsdann  ist,  wie  wir  früher  schon  (in  §  2)  fanden: 

(6)  U^wdt  =  dc^ 

und  hierin  hat  die  linke  Seite  ebenso  wie  die  rechte  denselben  Wert 
längs  der  Curve  ©  =  c.     Dies  gilt  für  jede  Curve  a  =  c 
Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck 

derselbe   stellt   eine  infinitesimale  Transformation  dar,   die  sich  von 

TT  ^ 

U.f  nur  um  einen  Factor  yt—  »   der  eine  Function  von  ca  allein   ist, 

unterscheidet.  Diese  infinitesimale  Transformation  Vif  lässt  auch  die 
Schar  cd  »»  Const.  invariant,  es  ist  ja  Uco 
eine  Function  von.a>  allein,  nämlich  gleich 
J7g».  Nach  (6)  führt  mithin  Vif  die 
beliebige  Curve  o  =  c  in  genau  dieselbe 
Curve  ©  =  0  +  dcg  über,  in  die  sie 
durch  üif  verwandelt  wird.  Die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen  C/^/'und 
Uf   führen    aber    nicht    notwendig    die  ^ 

Punkte    der    Curve    m  =  c    in    dieselben 

Punkte  der  benachbarten  Curve  ©  =  c  +  *^  über,  vielmehr  im  all- 
gemeinen in  verschiedene.     (S.  Fig.  11.) 

Wenn  Uf  die  beliebige  Curve  »  =  c  in  die  Curve  ©  =  c  +  dc^ 
transformiert,  so  wird  die  infinitesimale  Transformation  —  Uf  alle 
Punkte  der  letzteren  Curve  in  die  der  ersteren  zurückbringen  (wenn, 
wie  überhaupt  bei  dieser  Betrachtung,  von  unendlich  kleinen  Grössen 
zweiter  Ordnung  abgesehen  wird),  denn  sie  erteilt  den  Coordinaten 
gerade  entgegengesetzte  Incremente  wie  Uf.    Führen   wir  nun  zuerst 
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TJ^f  und  darauf  —  Mf  au8,  so  ist  dies  dasselbe,  als  ob  wir  die  infini- 
tesimale Transformation  JJ^f  —  U/*  ausgeführt  hätten.  TJ^f  führt  die 
uc^Sc  Curve  a>  =  c  in  die  Curve  co  =  c  +  *^  *lber, 
"  \^  und  —  Vif  führt  diese  zurück.  (Fig.  12.) 
Dabei  gelangen  zwar  die  Punkte  wieder  auf 
ihre  ursprüngliche  Curve,  aber  nicht  gerade 
A^  notwendig     auf    ihre     ursprünglichen     Plätze 

/  /  zurück.      Sie     können     vielmehr     längs     der 

/>/  Curve     infinitesimal    verschoben     sein.     Aber 

^*^  ^^'  jede   solche   infinitesimale  Transformation   hat 

die  Fortschreitungsrichtung 

^       r 

(die  von  der  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  bestimmt  wird), 
also  ein  Symbol  von  der  Form 

oder  Q  '  Af,    Demnach  ist: 

ü,f-Vif=Q'Äf 
oder: 

UjEBSl{a>)UJ+Q'Af 

und  dies  ist  unsere  obige  Formel  (5). 

Das  wichtigste  Ergdmis  dieses  Kapitels^  das  in  Satz  1  ebenso  wie 
in  der  Formel  (5)  seinen  Ausdruck  findet,  ist,  dass  die  Kenntnis  zweier  ' 
in  Hinsidit  auf  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Tßx  =  0  wesentlich 
verschiedener  infinitesimaler  Transformationen,  Uif  und  TJ^f  der  Diffe- 
rentialgleichung die  Kenntnis  eines  Integrals  nach  sich  sieht,  das  in  dem 
Satz  1  in  der  Form 

Xn^  -  YU 

Xm  -  Yi, ' 

in  (5)  in  der  Form  Sl{(o)  geschrieben  wurde. 

Da    die   Formel  (5)   wieder   zu  jenem   ersten  Satze   zurückführt, 
denn  aus  (5)  folgt 

also: 

so  können  wir  sagen,  dass  wir  die  Möglichkeit  der  Verwertung  von 
Ulf  und  ü^f  zur  Bestimmung  des  Integrals  von  zwei  verschiedenen 
Punkten  ausgehend  bewiesen  haben,  einmal  mit  Hülfe  der  im  vorigen 
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Kapitel  entwickelten  Multiplicatortheorie  (in  §  2)  und  dann  auf  mehr 
begriflflichem ,  von  früheren  Entwickelungen  unabhängigeren  Wege 
(in  §  3).  Letztere  Methode  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  sie  anf 
partielle  Differentialgleichungen  ausgedehnt  werden  kann^  wie  wir 
später  sehen  werden. 

§  4.     Beispiele. 

Wir  erläutern  unsere  Theorien  durch  mehrere  einfache  Beispiele. 
1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 
dy  —  xdx  «=  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 


'        dx    *^      dy 


denn  es  ist  hier 

und 

(Di.4)  =  0,    (Ü,A)  =  -Af. 

(Vgl.  Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.)    Mithin  ist  UJ  von  der  Form 

U,f=Si(a,)UJ-\-(fÄf, 

also  (für  f^x  und  ^y): 

ic  =  Ä-  1  +  () 

daher   p  =  -^ ,    £1  =  x  —  g  ^^  x  —  —  •     Es    ist    also    x  —  —    oder 

XX  —  y  ein  Integral.  In  der  That  giebt  dies  differenziert  sofort  die 
Differentialgleichung  wieder.  Kürzer  hätten  wir  das  Integral  nach 
Satz  1  gefunden  durch  Bildung  des  Quotienten: 

Xr}^  —  rg,  ^^  1  -  y  —  X  '  a;  _____  y  —  hx 
Xjii  —  rSi^io  —  x.l  —  X 

2.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

xdy  —  (y  —  x^)dx  =  0 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

denn  es  ist 


UJ^.%,     W^.f^  +  2y%, 


und 


^/•^«=l5  +  (!'-^')|i 


(ü-,4)  =  0,    {TJ,A)  =  ^, 
wie  die  Ausrechnung  lehrt.     Mithin  hat  TJ^f  die  Form: 
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Dies  liefert  die  beiden  einzelnen  Gleichungen: 

x  =  Si'O  +  Q  •  x^ 

d.  h.  (>  =  1,  also 

X 

Es  ist  somit  ^-^ —   ein   Integral.    In   der   That   folgt  daraus    durch 

X 

Differentiation  wieder  die  Differentialgleichung.    Schneller  ergiebt  sich 
das  Integral  durch  Bildung  des  Quotienten: 

Xiy,  —  Yj,  ^_  X  •  ^y  —  (y  —  X*)  '  X y+  x^ 

Xfii  —  rii  "^   Ä  •  a;  —  (y  —  Ä»)  •  0  x 

3.  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

dy  —  {x  —Yx^  —  2y)dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

denn  es  ist 

und  also 

(U,Ä)  =  0,    {V,A)  =  -Äf. 

Folglich  ist  der  Quotient: 

1  .  a;  —  (a;  —  j/x»  —  2y)  .  1  ^  ^ 

ein  Integral. 

Weitere  Beispiele,  die  der  Leser  selbst  durchfahren  möge,  sind  diese: 

4.  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

X*  dy  —  2y«  dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  yerificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 

5.  Bei^l:   Die  Differentialgleichung 

^ydy  —  (y'  +  x)dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  yerificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 
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Kapitel  8. 

Über  die  Bestimmung  der  Seharen  von  <x>^  Cnryen  und  der 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  eine  vorgelegte 

eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

In  dem  vorletzten  Kapitel  war  davon  die  Rede^  wann  eine  vor- 
gelegte Curvenschar  a>(ic,  y)  =  Const.  oder  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung Xdy  —  Ydx  =  0  eine  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  eine  infinitesimale  Transformation  TJf  gestattet 
Nunmehr  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  zu  einer  hekavwten  eingliedrigen 
Gruppe  aUe  invarianten  Gurvenscharen  und  Differentialgleichungen  be- 
stimmen. 

§  1.     Ausführung  aller  Transformationen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  auf  eine  beliebige  Ourve. 

Wir  stellen  uns  also  jetzt  die  Frage: 

Gesetzt^  es  sei  eine  eingliedrige  Crrtippe  vorgelegt,  wie  findet  man 
alsdann  alle  Scharen  von  cx>^  Curven,  welche  diese  Gruppe  gestatten? 

Dabei  wollen  wir  annehmen ,  die  endlichen  Gleichungen  der  ein- 
gliedrigen'Gruppe  seien  vorgelegt: 
(1)  a;i  =  9(a?,  y,  a),    yi=i>{p,y,a), 

wo  a  den  Parameter  der  Gruppe  bezeichnet.  Um  uns  später  recht 
knapp  ausdrücken  zu  können  ^  schicken  wir  einige  nicht  nur  für  die 
vorliegende  Frage,  sondern  für  die  ganze  Gruppentheorie  wichtige 
formelle  Bemerkungen  voraus. 

Wie  schon  früher  gelegentlich  (vgl.  §  2  des  4.  Kap.)  bezeichnen  *)syinboU8che 
wir   die  Transformation   der   Gruppe,   welche   dem   Parameter  wert   a   nungen. 
zugehört,  mit  Ta.     Die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Ta 
und  Tb  ist  einer  gewissen  Transformation  Tc  der  Gruppe  äquivalent: 

TaTb  =  Tcy 

wo  dann  c  eine  gewisse  Function  von  a  und  h  ist: 

c  =  A(a,  6). 

Führen  wir  insbesondere  die  Transformationen  auf  einen  Punkt  p 
oder  auf  eine  Curve  Je  aus,  so  schreiben  wir  die  Äquivalenz  sym- 
bolisch so: 


*)  Die  im  Text  eingeführte  Symbolik  ist,  wie  der  Leser  bemerken  wird,  von 
der  SubstitlUionstiheorie  herubergenommen. 
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Es  hat  jeder  Ausdruck  (p)TaTf,Tc  . . .  und  (k)TaT(,Tc. . .  einen  ganz 
bestimmten  Sinn.  Der  erste  z.  B.  bezeichnet  den  Punkt^  in  welchen 
p  übergeht-,  wenn  man  auf  p  nacheinander  die  Transformationen 
Ta,  Tt,  Tß...  der  Gruppe  anwendet  Führen  wir  dieselbe  Transfor- 
mation Ta  zweimal  nach  einander  aus,  so  werden  wir  TaTa  kürzer 
mit  To*  bezeichnen  können,  ebenso  TaTaTa  kürzer  mit  TJ  u.  s.  w. 
Alsdann  gewinnt  der  Ausdruck  TaT^Tc...  der  Reihenfolge  mehrer 
Transformationen  grosse  Ähnlichkeit  mit  den  Producten  der  gewöhn- 
lichen Arithmetik.  Um  diese  für  die  Anwendungen  recht  erwünschte 
Analogie  noch  vollständiger  zu  machen,  werden  wir  die  identische 
Transformation  mit  T«®  —  J^<>  =  .  . .  =  1  und  die  zu  Ta  inverse 
Transformation,  welche  ja  nach  der  Definition  der  Gruppe  (vgl.  §  1 
des  2.  Eap.)  in  ihr  vorhanden  ist,  mit  T^T^  bezeichnen.  Dann  ist 
nämlich: 

und  (vgl.  denselben  §)  auch: 

J'~-l  T   T'O  1 
a       -*a  —  -^a    —  ^j  , 

während 

Ta'l  =  Ta'Ta'^Ta 

ist.  27"*  würde  natürlich  die  Reihenfolge  T^' T^'  bedeuten  u.  s.  w. 
Wenn  Ta  den  Punkt  p  oder  die  Curve  h  nach  p^  resp.  k^  führt: 

(2)  ip)Ta  =  (p,),    (*)T,  =  (*,), 

80  führt  T^',  die  inverse  Transformation,  p^  resp.  k^  nach  p  resp.  k 
zurück  * 

(3)  '  (J'.)^'«-'  =  (1'),      (,K)Ta-'  =  (k). 

Wir  hätten  dies  auch  rein  rechnerisch  aus  (2)  ableiten  können  ^  denn 
führen  wir  auf  beide  Seiten  von  (2)  die  Transformation  T^^  aus,  so 
kommt: 

ip)TaT-'=  iPt)Tr' ,    (h)TaTr'  =•  {h)Tr' 

oder,  da  TaTr  =TJ^=\  die  identische  Transformation  und  also 
(2))1  =>  (|>)^  {k)\  =  {k)  zu  setzen  ist: 

Diese  Gleichungen  sind  aber  dieselben  wie  (3). 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  jetzt  nach  allen  Scharen 
von    oo*   Curven    fragen,    welche    bei    der   eingliedrigen    Gruppe    (1) 


Ausführung  aller  TranafOTm.  einer  eingl.  Gruppe  auf  eine  beliebige  Curve.     137 

invariant  bleiben.  Eine  solche  Schar  ist  die  der  Bahncurven,  denn 
es  bleibt  ja  jede  Bahncurve  bei  der  Gruppe .  einzeln  invariant,  also 
auch  die  Schar  derselben. 

Wollen  wir  eine  andere  invariante  Schar  von  oo^  Curven  k  finden, 
so  haben   wir  anzunehmen,   dass   wenigstens  eine  Curve  Jcq  derselben 
keine  Bahncurve    sei.     Führen   wir  auf  diese  Curve  k^  alle  Transfor-^J'J*^;^«^'« 
mationen    der  Gruppe    aus,    so    sollen    dieselben  k^  in   Curven  k  ^^T^^a^i^lupv^ 
gesuchten   Schar    überführen.     Durch  Ausführung   aller  oo^  Transfer-  ""^Jl^^ 
mationen    der    Gruppe    geht    aber    Ä-^    gerade    in    cx>^   Curven    über-, 
denn  ist 

(4)  Sl(x,y)^0 

die  Gleichung  von  k^^  so  findet  man  die  Curven,  in  welche  k^  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  verwandelt  wird,  durch  Elimination 
von  X  und  y  aus  (1)  und  (4)  ausgedrückt  in  x^  und  y^,  und  die  sich 
ergebende  Gleichung  enthält  einen  Parameter  a.  (Derselbe  würde  nur 
dann  wegfallen,  wenn  k^  gegen  die  Voraussetzung  Bahncurve  wäre.) 
Die  oo^  Curven,  in  welche  somit  i^  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  übergeht,  bilden  nun  offenbar  eine  invariante  Schar.  Denn 
sei  k  eine  beliebige  dieser  oo^  Curven,  die  aus  Ä^  etwa  durch  Aus- 
führung von  Ta  hervorgegangen  ist,  so  ist: 

(5)  WTa-«. 

Führen  wir  auf  k  eine  beliebige  Transformation  Tb  der  Gruppe  aus, 
so  geht  k  über  in  die  Curve  {k)Tb  oder  nach  (5)  in  die  Curve 
(Äo)ToTft  oder  (kQ)Tc,  also  in  eine  Curve,  die  aus.Ä;^  durch  Ausführung 
einer  Transformation  Tc  der  Gruppe  hervorgeht  und  daher  jener  Schar 
angehört. 

Es  ist  offenbar  gleichgültig,  wie  die  ursprüngliche  Curve  k^  in 
der  Ebene  gewählt  ist,  wenn  sie  nur  nicht  Bahncurve  ist.  Immer 
erzeugt  sie  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  eine  invariante 
Schar  von  <x>^  Curven. 

Dass  diese  Schar  keine  Bahncurve  enthält,  ist  leicht  zu  sehen. 
Sei  nämlich  angenommen,  eine  Curve  k^  der  Schar  sei  doch  Bahn- 
curve.    Sie  gehe  aus  k^  etwa  durch  die  Transformation  Ta  hervor: 

(*o)r„-(Ä,). 

Führen  wir  rechts  und  links  T«"^  aus,  so  kommt: 

d.  h.  die  zu  Ta  inverse  Transformation  T«"^  führt  k^  in  die  Lage  /c^ 
zurück.  Wenn  aber  k^  Bahncurve  ist,  so  ist  dies  unmöglich,  da  jede 
Bahncurve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  also  auch  bei  T^  , 
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invariant  bleibt,  d.  h.  Qc^Tr^=  (Jc^)  und  nicht  =  (Jcq)  isi  Wir  haben 
also  gefanden: 

Theorem  11:  Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  vor, 
so  gehört  jede  Curve  der  Ebene  einer  und  nur  einer  Schar  von 
oo^  Curven  an,  welche  die  Gruppe  gestattet  Ist  jene  Curve 
Bahncurve  der  Gruppe,  so  sind  alle  Curven  der  Schar  Bahn- 
curven,  ist  jene  Curve  keine  Bahncurve,  so  ist  auch  keine 
andere  Curve  der  Schar  Bahncurve.  In  diesem  Falle  geht  die 
invariante  Schar  dadurch  hervor,  dass  man  auf  die  eine  Curve 
alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführt 

Sei  etwa 

die  Gleichung  der  beliebig  gewählten  Curve,  die  keine  Bahncurve  sein 
soll.  Anstatt  alle  Transformationen  Ta  auf  sie  auszuführen,  f&hren 
wir  die  inversen  T^  aus.  Dies  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  denn 
jede  Transformation  der  Gruppe  ist  ja  die  inverse  einer  anderen.  Dies 
Verfahren  ist  analytisch  bequemer,  denn  T^^  hat  die  Gleichungen  (1), 
wenn  man  darin  x^,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als  die  transfor- 
mierten Yariabeln  auffasst.  Wir  werden  demnach  die  Gleichung  der 
vorgelegten  Curve  so  schreiben: 

und  hierin  die  Werte  (1)  substituieren.     Dadurch  geht  dann  die  in- 
variante Curvenschar,  welcher  jene  vorgelegte  Curve  angehört,  in  der 
Form  hervor: 
(6)  Sl{tp{x,  y,  a),  ^{x,  y,  a))  =  0. 

Dies  ist  also  der  allgemeine  Ausdruck  einer  bei  der  Gruppe 
invarianten  Schar  von  oo^  Curven,  von  denen  nicht  jede  einzeln  in- 
variant ist.  Sl  darf  ganz  beliebig  gewählt  werden,  nur  nicht  so,  dass 
Sl{x,  y^  ^^0  gerade  eine  Bahncurve  ist,  denn  dann  würde  (6)  den 
Parameter  a  in  Wirklichkeit  gar  nicht  enthalten. 

§  2.     Bestimmung  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung» 
welche  eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Um  nun  die  Dififereutialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  zu  finden, 
welche  die  vorgelegte  Gruppe  (1)  zulassen,  haben  wir  nur  noch  einen 
Schritt  zu  thun: 

Die  oo^  Curven  (6)  sind  ja  die  Integrale arven  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung   erster  Ordnung  zwischen  x  und  y.    Man  findet 
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diese   also  dorch  Elimination  von  a  aus  (6)  und  der  differenzierten 
Gleichung  dÄ(9,  V')  =  0.     Damit    hat    man    dann    den   allgenieinen  ^J^jf^^^^j^^'^j 
Ausdruck  einer  gewohnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ge- *^\®"o "Sfr"" 
funden,  welche  unsere  eingliedrige  Gruppe  gestattet     Man  darf  nicht ''°^«®^®^' 
vergessen^  dass  man  hierdurch  eine  Differentialgleichung ,  welche  die 
Gruppe   gestattet;   nicht  erhält^   nämlich  die  der  Bahncurven.    Aber 
die  Bahncurven  sind  mit  den  endlichen  Gleichungen   der  Gruppe  be- 
kannt (vgl.  Satz  7,  §  2  des  4.  Kap.);  also  ist  auch  ihre  Differential- 
gleichung durch  Differentiation  und  Elimination  zu  finden.     Daher: 

Satz  1:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen 
Cfruppe  in  x,  y,  so  kann  man  allein  dwrch  Differentiation  und  JElimi- 
ncUion  alle  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  »wischen 
X  und  y  bestimmen,  welche  die  Gruppe  gestatten. 

Das  hier  vorgetragene  Verfahren  liefert  alle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung ^  welche  die  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt;  ihre  infinitesimale  Transformation  gestatten.  Nach  Theorem  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  lässt  sich  daher  zu  jeder  dieser  Differentialgleichungen^ 
mit  Ausnahme  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven^  ein  Multipli- 
cator  angeben^  und  sie  sind  mithin  durch  Quadratur  integrierbar. 

Man  könnte  durch  dieses  Verfahren  unbegrenzt  viele  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  auffinden,  die  integrierbar  sind;  denn  es 
sind  uns  ja  alle  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene  bekannt  in  der 
Darstellungsform 

Ä(^i,yi)  =  Ä(^,»),     W{x^,y;)-t=W{x,y\ 

(vgl.  Theorem  1,  §  4  des  2.  Kap.).  Allein  diese  Methode  leidet  an 
dem  wesentlichen  Übelstande ,  dass  sie  keine  rechte  Übersicht  über 
die  mannigfaltigen  Formen  solcher  Differentialgleichungen  gewährt. 
Später  geben  wir  eine  andere  Methode,  die  in  dieser ,  Hinsicht  voll- 
kommener ist 

Hervorgehoben  sei  noch,  dass  unser  Verfahren  natürlich  alle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ergeben  muss,  denn  jede  solche 
Differentialgleichung  gestattet  eingliedrige  Gruppen.  (Vgl.  Satz  8  des 
§  4,  6.  Kap.)  Damit  ist  nun  aber  keineswegs  gesagt,  dass  man  auch 
alle  Differentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  integrieren  könne.  Die 
Schwierigkeit  ist  eben  die,  wenn  eine  solche  Differentialgleichung 
integriert  werden  soll,  eine  eingliedrige  Gruppe  zu  finden,  welche  sie 
invariant  lässt  und  ihre  Integralcurven  nicht  zu  Bahncurven  hat. 

Wenn  nun  nicht  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen 
Gruppe  vorgelegt  sind,  sondern  nur  ihre  infinitesimale  Transformation 
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bekannt  ist,  so  findet  man  alle  invarianten  Curvenscharen 

m(x,y)  =  Const. 
aus  der  Bedingung 

U(o  =  a((ö), 

die  sich,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde  (siehe  §  1  des  6.  Kap.), 
durch  Benutzung  einer  passenden  Function  0(cd)  anstelle  von  o  ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  noch  specieller  annehmen  lässt  in 
den  Formen: 

Ufo  =  0,     Uo  =  1. 

Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Integration  die  Schar  der  Bahncurven. 
Die  Ermittelung  der  Functionen  ©,  welche  Um  =  1  machen ,  deckt 
sich  bekanntlich  mit  der  Integration  des  simultanen  Systems 

dx dy        dcu 

und  erfordert,  wie  wir  früher  zeigten  (vgl.  S.  33  u;  55),  bloss  eine 
Quadratur,  sobald  die  Bahncurven  bekannt  sind.  Übrigens  haben  wir 
hierzu  schon  früher  ein  Beispiel  gegeben.  Es  ist  dies  das  5.  Beispiel 
des  §  3,  5.  Kap.,  wo  alle  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  invarianten  Curvenscharen  gesucht  wurden. 

Man  könnte  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  erkennen,  dass  zu 
jeder  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  auch  invariante  Scharen  von 
oo^  Curven  gehören,  auch  wäre  es  leicht,  alle  derartigen  Scharen  aus 
den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  zu  bestimmen.  Aber  auf  diese 
und  ähnliche  weitergehende  Probleme  wollen  wir  uns  hier  nicht 
einlassen. 

§  3.    Beispiele:  KlaBsen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordntmg 
in  x^  y,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten  und  daher 

integrabel  sind. 

Die  Ent Wickelungen  der  §§  1  und  2,  welche  uns  gestatten,  alle 
bei  einer  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  finden,  sollen  jetzt  durch  mehrere  Bei- 
spiele illustriert  werden.  Dabei  heben  wir  noch  einmal  ausdrücklich 
hervor,  dass  eine  später  zu  entwickelnde  Methode  in  allen  diesen 
Beispielen  schneller  zum  Ziele  führen  wird,  wie  wir  seinerzeit  zeigen 
werden. 
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i.  Beispiel:  Sei  vorgelegt  die  eingliedrige  Gruppe  der  Trans- 
lationen längs  der  a;-Axe: 

Um  alle  invarianten  Scharen  von  oo^  Curven  zu  finden^  muss  man 
von  einer  Gurve  ausgehen.  Entweder  ist  ihre  Gleichung  frei  von  x 
oder  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  sie  Bahncurve^  bleibt  also  bei  allen 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  invariant.  Die  Schar  der 
invarianten  Bahncurven  v^ird  dargestellt  durch 

y  =  Const 
oder  durch  die  Differentialgleichung 

dy  =  0. 
Enthält  dagegen  die  Gleichung  der  Curve  x,  so  ist  sie  nach  x  auflösbar: 

^  —  9(y)  =  0. 

Durch   die  Translationen  der  Gruppe  geht  sie  über  in  die  Schar  von 

c»^  Curven: 

X  —  9(y)  =  Const., 

deren  Differentialgleichung  die  Form  hat: 

i-9'(y)y'=o. 

Alle  Differentialgleichungen  also,  welche  frei  von  x  sind,  gestatten 
die  eingliedrige  Gruppe  der  Translationen  längs  der  x-Äxe.  Insbesondere 
ist  dy  ^^0  die  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 

Die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  lautet  g^,  und  die 

allgemeine  Form  der  invarianten  Differentialgleichung,  mit  Ausschluss 
von  dy  =  0,  ist: 

F(y)dy^dx  =  0, 

Bestimmt  man  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kap.,  hieraus  einen  Multi- 
plicator  der  Differentialgleichung,  so  ergiebt  sich  derselbe  gleich  1. 
In  der  That  ist  ja  auch  schon  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
ein  vollständiges  Differential. 

3,  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  affinen 
Transformationen : 

x^  =  ax,    y^  =  y. 

Um  alle  invarianten  Curvenscharen  zu  finden,  müssen  wir  auf  eine 
beliebige  Curve  alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführen.  Zunächst 
kann  die  Gleichung  dieser  Curve  frei  von  x  sein.  Dann  bleibt  die 
Curve  invariant,  und  so  ergiebt  sich  die  Schar  der  Bahncurven 

y  BS  Const. 
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mit  der  Differentialgleichung 

dy  =  Q. 
Enthält  die  Corvengleichang  x,  so  können  wir  sie  so  schreihen: 

X  —  <p{y)  =  0. 
Durch  Ausführung  aller  Transformationen  der  Gruppe  liefert  sie  die 
Gurrenschar 

oder 

'?'M  =  Consi 

X 

mit  der  Differentialgleichang 

xq>{y)dy  —  q>{y)dx  =  0 
oder  also: 

xdy  —  F(if)dx  =  0. 

Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Transformationen  längs  der 
X'Äxe  lässt  also  unhegrensst  viele  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
invariant,  welche  die  Formen: 

dy  —  0 
und 

xdy  —  F(j/)dx  =  0 
h(iben. 

Die  Differentialgleichung 

xdy  —  F{y)dx  =  0 

gestattet  also  auch  die  infinitesimale  Transformation  x  ^  der  Gruppe. 


Nach  Theorem  8  hat 

sie  folglich  den 

i  Multiplicator 

In  der  That  ist 

1 

i'Fj^' 

dy 

dx 

X 

ein  yollstäudiges 

Differential. 

8,  Beispiel:     Sei  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  von  Ähnlichkeits- 
transformationen : 

x^  =  axy    y^  ==  ay 

die  Gleichung  der  Curve^  von  der  wir  ausgehen ,  zunächst  wieder  frei 
von  Xy  also  y  ^=^  c.  Die  Transformationen  der  Gruppe  führen  sie  über 
in  die  Geradenschar 

y  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

dy^O. 
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Enthält  die  Corvengleicliung  Xy  so  hat  sie  etwa  die  Form 

X  —  q>{y)  =  0 
und  liefert  daher  die  Curvenschar 


^(f)-» 


a 
oder  bequemer 

ax  —  q>{ay)  =  0. 

(Zu  letzterer  Form  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  wie  im  vorigen 
Paragraphen  die  Gleichung  der  ursprünglichen  Curve  in  x^^  y^  ge- 
schrieben hätten.)  Um  die  zugehörige  Differentialgleichung  zu  finden, 
müssen  wir  differenzieren: 

dx  —  ^'{p,y)  dy  «=  0 

und  a  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  eliminieren.  Die  letzte 
giebt  ay  in  der  Form: 

und  also: 

Setzen  wir  dies  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  kommt 

f  *Cj/')-9(*(y'))-o 

oder,  wenn  nach  ^  aufgelost  wird,  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

^-J.(|)_0. 

Es  ist  etwas  mühselig,  auf  directem  Wege  (indem  man  auf  die  Ent- 
stehung dieser   Gleichung  recurriert)  einzusehen,  dass  hierin  F  eine 

beliebige  Function  von  —  sein  kann.     Wir  bestätigen  es  indirect,  in- 

dem  wir  bemerken,  dass  die  letzte  Differentialgleichung  die  infinitesi- 
male Transformation 

Uf^x-^  +  y-^ 

'  dx    ^    ^  oy 

unserer  Gruppe  bei  beliebig  gewähltem  F  gestattet.  Denn  die  zu 
unserer  Gleichung  gehörige  partielle  Differentialgleichung  lautet: 

und  es  ist  also,  wie  Ausrechnung  lehrt: 

{UÄ)  =  -Äf. 

Die  Differentialgleichung  y'  —  F  «=^0  ist  also  wirklich  die  allgemeine 
homogene. 
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Bequemer  hätten  wir  dies  eiDsehen  köuneD,  wenn  wir  uns  des  Kunst- 
griffes bedient  hätten,  die  beliebig  angenommene  Curve  nicht  in  der  Form 
X  —  9(y)  =  0,  sondern  in  dieser: 

^-9'(J)="0 
ZU  geben.     Alsdann  ist  die  Gleichung  der  Curyenschar: 

Sie  giebt  differenziert: 

sodass  die  Elimination  von  a  die  gewünschte  Differentialgleichung  giebt: 

9i£)ä^-9'{i)(äy-^äs)^o, 

die  offenbar  homogen  ist.    Durch  passende  Wahl   der  Function  q)  er- 
hält man  offenbar  jede  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Die  eingliedrige  Gruppe  von  Ähnlichkeitstransformationen  vom  An- 
fangspunkte aus  lässt  die  homogenen  Differentialgleidiungen 

!^  =  -f© 
und  keine  weiteren  invapant. 

Man  beachte,  dass  die  Differentialgleichung  der  Bahncurven 
—  =  Const.,  nämlich 

.  '■-'■ 

schon  in  unserer  allgemeinen  Form  enthalten  ist,  ebenso  wie  die  zu- 
erst gefundene  invariante  Differentialgleichung  dy  =  0  oder  y  =  0. 
Weil  nun  die  homogene  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Ahn- 
lichkeitstransformation  ^  g^  +  y  ^  gestattet,  so  folgt  nach  Theorem  8 : 
Die  homogene  Differentialgleichung 

dy-^F(^)dx  =  0 
hat  den  Multiplicator*) 

Ihr  Integral  wird  also  in  bekannter  Weise  aus  dem  vollständigen 
Differential 


dx 


-■^(Ö- 


*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 
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durch  Quadratur  bestimmt.    Man  bemerkt,  dass  sich  kein  Multiplicator 

ergiebt,  wenn  jFI— )  sich  auf   -  reduciert,  da  dann  der  Nenner  Null 

ist  Die  betreflFende  Diflferentialgleichung  xäy  —  ydx  =  0  ist  nämlich 
die    der    Bahncurven,    für    welche    die    infinitesimale    Transformation 

^Is  +  s'IJ^"^^*^  ^^*- 

4.  Beispiel:    Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt 

a?i  «=  a;  cos  a  —  y  sin  a ,    y^  =  a;  sin  a  +  y  cos  a 

sei  vorgelegt.  Die  Curve,  auf  welche  wir  alle  Transformationen  der 
Gruppe  ausführen,  denken  wir  uns  in  x^  und  y^  geschrieben: 

Alsdann  ergiebt  sich  durch  Ausfahrung  der  zur  obenstehenden  in- 
yersen  Transformation,  die  ja  ebenso  wie  diese  die  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  ist,  die  Curvenschar: 

Sl{x  cos  a  —  y  sin  a,    ic  sin  a  +  y  cos  a)  =  0. 

Um  nun  die  Differentialgleichung  dieser  Schar  aufzustellen,  haben  wir 
zu  differenzieren: 

^7 : — :  (dx  cos  a  —  dy  sin  a)  + 

o{x  008  a  —  y  am  a)  ^  ü  j 

+  ä7 — ' i ^  (ä^  sin  a  +  dy  cos  a)  =  0 

'    d{x  Bin  a  -\-  y  coB  a)  ^  '      ^  ^ 

und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  a  zu  eliminieren.  Dies  ist 
etwas  unbequem :  Bezeichnen  wir  fdr  den  Augenblick  <lie  beiden  hierin 
vorkommenden  Differentialquotienten  von  Sl  mit  u  und  v,  so  giebt 
die  letzte  Gleichung 

dy  u  cos  a  -{-  V  Bm  a 

dx        u  Bin  a  —  v  cos  a 
und  also: 

xdy  —  ydx        u(x  cos  a  —  y  sin  a)  +  v{x  sin  g  +  y  cos  o) 
xdx  +  ydy        u  (o;  sin  a  -f-  y  cos  a)  —  v{x  cos  a  —-  y  sin  a) ' 

Nun  aber  ist 

(x  cos  a  —  y  sin  a)*  +  (a?  sin  a  +  y  cos  a)*  =  a;^  +  y\ 

Daher  kann  die  rechte  Seite  der  vorletzten  Gleichung  als  Function 
von  X  cos  a  —  y  sin  a  und  x^  +  y*  betrachtet  werden.  Ebenso  lässt 
sich  A  BB  0  in  der  Form 

a;  cos  a  —  y  sin  a  =  0(x*  +  y*) 

Li«,  DiiferenttalglaiohimgBn.  10 
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schreiben.  Also  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  nach 
Elimination  von  a  eine  Function  von  a;*  +  y*  allein,  sodass  sich 
ergiebt: 

oder  auch: 

Dass  jede  Differentialgleichung  dieser  Art  bei  beliebiger  Wahl  der 
Function  F  von  a?  +  y^  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  ge- 
stattet, wissen  wir  schon  aus  dem  letzten  Beispiel  des  §  5,  6.  Kap. 

Auf  einem  weniger  künstlichen  Wege  wären  wir  zu  dieser  Differen- 
tialgleichung durch  Einführung  canonischer  Variabeln,  nämlich  der 
Polarcoordinaten  r,  <p,  in  die  Gruppe  der  Rotationen  gelangt.  Dann 
nämlich  lauten  die  Gleichungen  der  Gruppe  einfach 

Ist  also 

die  Gleichung  der  Ausgangscurve  in  Polarcoordinaten,  so  stellt 

o(r,  g)  -f-  a)  =  0 
die  invariante  Curvenschar  dar.    War  die  ursprüngliche  Curvengleichung 
(o{r^j  q>i)  SB  0  frei  von  q>^y  so  enthält  auch  die  neue  den  Parameter  a 
nicht,  d.  h.  jede  Curve  r  =  Const.  ist,  wie  wir  ja  auch  schon  wissen, 
Bahncurve.    Eine  invariante  Curvenschar  ist  also  die  Schar, der  Kreise 

a;*  +  y*  «»  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

xdx  +  ydy  =  0. 

Enthält  aber  die  ursprüngliche  Curvengleichung  97^,  so  ist 

ci(r,g?  +  a)  =  0 
oder  aufgelost 

(p  —  f{r)  =  Const. 

eine  invariante  Schar.    In  rechtwinkligen  Coordinaten  lautet  sie  etwa: 

arc  tg  I  —  F^(a^  +  y^)  =  Const 
und  ihre  Differentialgleichung  hat  die  Form: 

Da  diese  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Rotation 

df    ,        df 

gestattet,  so  liefert  Theorem  8  einen  Multiplicator  derselben.  Zu  diesem 
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Zwecke  muss  aber  die  Differentialgleichung  erst  linear  in  y  gemacht 
werden: 

{X  -  yF{x^  +  y«))dy  -  (y  +  xF{a^  +  y^))dx  =  0. 

Es  ergiebt  sich  alsdann  der  Multiplicator: 

1 1 

{x  -  yF)x  +  (y  +~xF)y  —  ««  +  y« ' 

In  der  That  ist: 

Ä*  +  y*  ^  ä"  +  y' 

ein  vollständiges  Differential. 

Bk  eingliedrige  Gruppe  der  BotcUionen  um  den  AnfangspunU  lässt 
also  ausser  der  Differentialgleichung  ihrer  Bahncurven: 

xdx  +  ydy  »=  0 

noch  aUe  Differentialgleichungen  von  der  Form 

^V^^  =  Fix"  +  y^) 

invariant.  Eine  derartige  Differentialgleichung  hesitzt,  wenn  sie  in  der 
Form 

{x  —  yF)dy  —  (y  +  xF)dx  =  0 

geschrieben  wird,  den  Multiplicator     ,  ,     ,  •  *) 

^  "r  y  , 

5.  Beispiel:    Auch  die  Gleichungen  DiffweStiai- 

(7;  X^tss  Xy      yi  =*  y  +  »9>  W  er«ter  Ord- 

nung in  x,y. 

stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.     Wenn  man  nämlich  ansetzt: 
so  folgt  durch  Elimination  von  x^  und  y^: 

^  =  a;,   y2  =  y  +  (a  +  «i)g>(^). 

Um  die  bei  dieser  Gruppe  invarianten  Differentialgleichungen  zu  finden, 
führen  wir  alle  Transformationen  derselben  zunächst  auf  eine  Gurve 
auS;  deren  Gleichung  frei  von  y  ist.  Offenbar  bleibt  sie  invariant^  sie 
ist  Bahncurve  wie  alle  Curven  der  Schar 

X  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

dx  =  0. 


*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 

10* 
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Enthalt    dagegen    die   Gleichung   der   beliebig   angenommenen   Gorve 
wirklich  y,  ist  sie  also  in  der  Form 

y  —  ^(äj)  =  0 
darstellbar  y   so   führen   die  Transformationen   der  Gi^ppe  sie  in  die 
Schar  über: 

y  —  a(p(x)  —  ^(x)  =  0. 

Ihre  Dififerentialgleichung  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

dy  —  iaq>'(x)  +  if\x))dx  =  0 
und  Elimination  von  a  in  der  Form 

Setzen  wir 

(8)  und 

SO  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

dy  —  i<>{x)y  +  W(x))dx  =  0 
oder 

t/  -  0(x)y  -  W{x)  =  0, 

ist  also  eine  sogenannte  lineare  Differentialgleichung. 

Umgekehrt  können  wir  zu  jeder  linearen  Differentialgleichung 

(9)  y  -  0{x)y  -  W(x)  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  (7)  angeben,  welche  sie  gestattet.  Wir  brauchen 
ja  nur  rückwärts  aus  (8)  q>  und  ^  zu  bestimmen.    Es  kommt: 

lg  g){x)  =  I  0(x)dx 
oder 

nnd 

i,'(x)-fl,ix)-0(x)^V(x), 

woraus  sich  ^  bestimmen  lässt. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichimg 
y'^0(x)y—W{x)  =  O 
gestattet  mithin  die  eingliedrige  Gruppe 

Diese  eingliedrige  Gruppe  besitzt  die  infinitesimale  Transformation 

^  dy 

Also  hat  unsere  Differentialgleichung  nach  Theorem  8  den  Multiplicator 
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1 

In  der  That  ist 

ein  YoUstandiges  Differential. 

Die  allgemeine  lineare  Differentiaigleichung 

f/  -  0ix)y  -  V{x)  -  0 
besitzt  den  MuUiplicator 

Indem  man  das  Integral  durch  Quadratur  bestimmt^  findet  man 
die  bekannte  Form  desselben. 

Diese  Theorie  lässt  sich  auch  folgendermassen  entwickeln:   Sei 

(10)  ^_0(a;)y_5r(a;)^O 

eine  beliebige  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  und  y  ^^y^  eine 
particulare  Losung  derselben,  während  »  die  allgemeine  Losung  der 
verkürzten  Gleichung 

(11)  Jf_  «(05)^  =  0 

bedeute.     Alsdann  ist: 

und  demnach  auch 

y  —  yo  +  c^ 
eine  Losung  von  (10)  und  zwar,  da  sie  eine  Oonstante  c  enthält,  die 
allgemeine  Losung,    z  hat  nach  (11)  die  Form: 

und  es  ist  also 

Wir  können  dies  auch  so  aussprechen:    Jede  Transformation 

^1  =  ^7    yi=y  +  ceJ^^'^^' ^y  +  css 
f&hrt  die  Gleichung  (10)  in   sich  über.     Diese   oo^  Transformationen 
aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  der   infinitesimalen  Trans- 
formation: 

fPix)dx  d£ 
dx 


*)  Auch  dieser  Satz  ist  langst  bekannt 
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oder  ^ö^;  und  so  kommt  man.  zum  selben  Ergebnis  wie  oben.    Wir 

können  es  aber  jetzt  so  aussprechen: 

Die  Integration  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung 
y  —  0(x)y  —  V(x)  =  0 
ist  durch  eine  Quadratur  m  leisten,  sobald  die  allgemeine  Lösung  0  der 
verhärmten  Differentialgleichung 

0  —  0(x)0  =  0 
bekannt  ist.    Diese  aber  wird  durch  eine  Quadratur  gefunden. 


Kapitel   9. 
Oeometrisclie  Anwendangen. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  die  Theorien  der  vorangegangenen 
Kapitel  in  ausgedehnter  Weise  auf  eine  Beihe  an  sich  interessanter 
geometrischer  Probleme  anwenden.  Wir  heben  jedoch  hervor,  dass  die 
Entwickdungen  dieses  Kapitels  in  der  Folge  nicht  unentbehrlich  sind. 
Der  erste  Paragraph  wird  jedem  Leser  verständlich  sein^  während  die 
übrigen  Paragraphen  beim  Leser  die  Kenntnis  der  Grundzüge  der 
Flächentheorie  voraussetzen.  Nur  noch  §  3  macht  hiervon  eine  Aus- 
nahme, der  ein  Problem  über  gewisse  DifPerentialgleichungen  behandelt, 
das  eine  gute  Übung  in  unseren  Theorien  liefert. 

Hiemach  mag  der  Leser  selbst  darüber  entscheiden,  wieviel  er 
von  diesem  Kapitel  mitnehmen  will. 

§  1.     Gheometrische  Dentun^  des  Integrabilitätsfaotors. 

Bei  den  geometrischen  Anwendungen  unserer  Theorien  erweist 
sich  eine  sehr  einfache  und  schöne  geometriscJie  Deutung  des  Integra- 
bilitätsfactors  von  grossem  Nutzen.    Diese  soll  jetzt  abgeleitet  werden. 

Wenn  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestattet,   so   besitzt   sie   nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kapitel,   den 
Multiplicator 


Flg.  13. 


Geometrische  Deutung  des  Integrabilitätsfactors.  151 

Es  mögen  nun  o  (ä,  y)  =  Const  die  Integralcurven  der  DiflTeren-  ^^  ^^j^ 
tialgleichung  sein.    Alsdann  wird  die  infinitesimale  Transformation  D/gf^e^^eü 
jede  Curve  ra  =  c  in  eine  benachbarte  co  =  c  +  *c  überfahren.    Dabei  JJJgj^f.' 
beschreibt  jeder  Punkt  {x,  y)  eine   infinitesimale  Strecke  dtyi^^  +  rj*,    *'**°" 
deren  Projectionen  auf  die  Axen 
gleich  ^dt  und  ridt  sind;  wo  dt 
eine  für  alle  Punkte  gleiche  in- 
finitesimale  Constante    bedeutet. 
Im  Punkte  (x,  y)  wollen  wir  uns 
noch   die  Tangente    an  die  hin- 
durchgehende Integralcurve  €()=(; 
gezogen  und  auf  ihr  die  Strecke 
yX^  +  r*  (mit  den  Projectionen  X  und  Y  auf  die  Axen)  abgetragen 
denken  (Fig.  13).     Die  beiden  Strecken  dt  VF+T*  und  |/x*  +  Y^ 
bestimmen  ein  Parallelogramm  mit  dem  Inhalt 

{Xn-n)st==^^8t. 

Dieses  Parallelogramm  ist  nun  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  inhaltsgleich  mit  dem  Rechteck  über  yx^  +  F^  dessen  Höhe 
die  Breite  Ss  des  Streifens  ist,  den  die  beiden  Integralcurven  cd  <»  (^ 
und  CO  =  c  -f~  ^^  einschliesseU;  gemessen  an  der  Stelle  (rr,  y).    Es  ist  also: 

-^.dt^ds-yX^-^Y" 
oder: 

M -a_, 

in  Worten: 

Satz  1:    Ein  Multiplicator  M  der  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 
ist  umgekehrt  proportional  dem  Inhalt  des  Rechteckes,  dessen  eine  Seite 
der  Normalabstand  im  Punkte  {x,  y)  zwischen  der  durch  den  Punkt  hinr 
durchgehenden  und  einer  infinitesimal  benachbarten  Integrälcurve,  die  andere 
die  auf  der  Tangente  dieses  Punktes  abgetragene  Strecke  yx^  +  ^*  *^^*)- 

Ursprünfflich   ist  Lie   zu   dem   obisren  Satze  auf  einem  anderen  zweite  Ab- 

°  leitung  der 

Wege  gelangt,  ohne  mit  dem  Begrifif  der  infinitesimalen  Transformation  goometri- 

.  ^.  .  »ohen  Deu- 

zu  operieren,  namlich  so:  tung  des 

Es  seien  dx  und  dy  die  Projectionen  der  Breite  ds  des  von  zwei    caton. 
benachbarten  Integralcurven  co  >»  c  und  m  =  c  -^  de  eingeschlossenen 

*)  Lie,  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  1874. 
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Streifens   an   der   Stelle   {Xy  y).     Da   diese   Breite   ds   senkrecht  zur 
Tangente  der  Curve  o  =  c  ist  und  die  Richtung  ^ ,  andererseits  die 

Tangente  die  Richtung  -^  besitzt,  die  sich  aus 


- 

+  |=<^j/  =  o 

bestimmt;  so  ist 
also  etwa 

Sx 

dx 

9y 
Ty 

"-'l-.. 

*            1  dm 

Demnach  ist  auch: 

^"a. 

- 

rn                ^" 

ySx*  +  dy« 

(1)                           idai\ 

' .  /a<»\'      ^ 

t   //^Q)\»     .      /a«0\» 

\dxl  ^  \dyl  Y  \di)  "^  W 

Nun  ist  -J^  dx  •{-  -J^  dy  die  Änderung,  welche  g)(x,  y)  beim  Fort- 
schreiten längs  ds  erfahrt,  wobei  die  Curve  o  =  c  in  die  benachbarte 
o  -=  c  +  *c  übergeht.  Jene  Änderung  ist  also  gleich  de.  Ferner  ist 
ydx^  +  dy^  =  ds  und  endlich,  wenn  M  einen  Multiplicator  der  Dif- 
ferentialgleichung bezeichnet: 


daher 
sodass: 


dm  =  ^dx  +  ^^dy  =  M{Xdy-Tdx), 


wird.    Unsere  obige  Formel  (1)  liefert  also 

de  da 


oder 


de 

als  Multiplicator  unserer  DiiBFerentialgleichung.  Der  Zuwachs  de,  den 
(D  beim  Übergang  von  einer  Curve  ©  =  c  zu  einer  benachbarten 
CD  =  e-}-  de  erfahrt,  hat  längs  der  Curve  o  «=  c  denselben  Wert  und 
ist  somit  eine  Function  von  cd  allein.    Welche  Function  von  o  dies 
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ist;  ist  gleichgültig,  da  der  Mnltiplicator,  mit  einer  beliebigen  Function 
des  Integrals  multipliciert,  wieder  in  einen  Multiplicator  übergeht. 

Diese   geometrische  Deutung   des   Multiplicators    wollen   wir   zu- 
nächst auf  einige  sehr  einfache  Beispiele  in  Anwendung  bringen. 

1,  Beispiel:  Wenn  man  auf  allen  Normalen  einer  vorgelegten  Curve  Beispiele. 

gleichlange  Strecken  n  abträgt;  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  neue 
Curve.  Lässt  man  n  variieren^  so  erhält  man  eine  Schar  von  oo^ 
OurveU;  welche  bekanntlich,  die  Parallelcurven  zur  ursprünglichen  Curve 
heissen.  Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  >»  0  einer  solchen 
Parallelcurvenschar  lasst  sich  stets  durch  eine  Quadratur  integrieren^ 
denn  man  kann  einen  Multiplicator  derselben  angeben.  Weil  nämlich 
der  Normalabstand  zwischen  zwei  infinitesimal  benachbarten  Parallel- 
curven constant  ist,  so  muss  nach  unserem  Satze  1 


ein  Multiplicator  sein.     Also: 

Weiss  man  von  einer  Differenticdgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0,  dass 
ihre  Integrcdcurven  Parallelcurven  sind,  so  ist 

1 


ein  Multiplicator  derselben^  sodass  man  die  Integralcurven  durch  eine 
Quadratur  bestimmen  hmn. 

Eine  Parallelcurvenschar  besitzt  eine  gemeinschaftliche  Evolute, 
die  Eingehüllte  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen.  Daraus  folgt, 
dass  man  die  Evolventen  einer  vorgelegten  Curve  stets  durch  eine  Qua- 
dratur  finden  kann,  was  allerdings  auch  aus  andern  Gründen  evident  ist. 

Z.  B.  die  Evolventen  der  Parabel  y  ^^  a?  haben  die  Differential- 
gleichung 

2(:c  4-  y¥'^)dy  +  dx  —  0. 

Daher  muss 

1 

ein  Multiplicator  dieser  Gleichung  sein.     In  der  That  ist 

2{x  +  yx^^^^y)dy  +  dx 
]/4  {x  +  l/i^^^=^)'  +  1 

ein  vollständiges  Differential. 
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2.  Beispiel:*)  Die  Evolventen  sind  Curven,  welche  eine  Geraden- 
scbar  orthogonal  schneiden.  Man  kann  aber  auch  die  Differential- 
gleidiung  einer  Schar  von  Curven,  welche  eine  gegebene  Geradenschar  unter 
beliebigem y  aber  canstanten  Winkel  &  schneiden,  durch  eine  Quadratur 
integrieren,  denn  auch  hier  kann  der  Abstand  zweier  infinitesimal  benach- 
barter Curven  bestimmt  werden.    Schneiden  nämlich  zwei  infinitesimal 

benachbarte  dieser  Curven  auf  einer 
als  Anfangsgerade  der  Schar  gewählten 
Geraden  g^  die  Strecke  da^  ab,  so  be- 
stimmen sie  auf  der  nächsten  Geraden 
g^,  die  mit  g^  den  Winkel  dd'  bilde, 
die  Strecke 

dai  =  da^  (1  +  ctg  ®  •  dd), 
auf  der  folgenden  wieder  um  dd"  gegen 
g^    geneigten   Geraden    g^    die   Strecke 
da^  =  öa^  (1  +  ctg  @  .  dd),  also 

da,  =  da,{l+cte®.ddy 
u,  s*  w.,   auf  der  n^^  Geraden  ^„,   die 
mit  gQ  den  Winkel  ndd  bildet,  die  Strecke 

öan  =  da^  (1  +  ctg  ®  •  da-)'» 
(Fig.  14).     Lässt  man  n  unendlich  gross  werden,  sodass  ndd  in  den 
endlichen  Winkel  d  übergeht,  den  eine  beliebige  Gerade  g  der  Geraden- 
schar mit  der  Anfangsgeraden  g^  bildet,  so  erhält  man  den  Abschnitt 

(Umn^oe)        *a  =  Sa^yl  -f  Ctg  ®  •  -j   , 

d.  h.  nach  einer  bekannten  Formel  der  Analysis: 

und  daher  ist  hier  der  Abstand  ds  der  beiden  Curven 

ds  =  da-  sin  &  =  da^  e^  *^*8  ^  sin  ®. 
Nach  Satz  1  besitzt  somit  die  DiflFerentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
der  Curvenschar  den  Multiplicator 

g—  9  ctg  ö 


sin  sYx^+in' 

wo'^d*  natürlich  eine  Function  des  Punktes  (x,  y)  ist,  nämlich  der 
Winkel,  welchen  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  g  der  ge- 
gebenen Schar  mit  der  Anfangsgeraden  g^  bildet,  und  wo  der  Factor 
sin  &  als  blosse  Constante  gestrichen  werden  kann.  ®  =  führt  zu- 
rück zum  1.  Beispiel. 

*)  Dieses  Beispiel  wurde  von  Scheffers  angegeben. 


Geometrisclie  Deutung  des  Integrabilit&tB&ctors. 


155 


In  dem  speciellen  Falle^  dass  die  gegebenen  Geraden  sämtlich 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wird  man  auf  die  Bestimmung  der 
logarithmischen  Spiralen  geführt.  Wir  fragen  dann  nach  allen 
Gurven,  welche  alle  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  unter  eonstantem 
Winkel  &  schneiden.  Wählen  wir  den 
Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  zum 
Anfangspunkt  und  die  positive  x-Axe 
zum  Anfangsstrahl;  so  ist  d-  der  Winkel, 

dessen  Tangente  gleich  —  ist.   Bezeichnet 

r  den  Badiusvector,  so  ist  offenbar  hier 
(Fig.  15) 

Nan  ist 

d  =  arctg|-,     r-.V?+7; 

berechnet   man   hiernach   dd"   und   dr   und  setzt  ihre  Werte  ein,   so 
kommt 

®  xdx  +  ydy 

Bezeichnen  wir  noch  ctg  S  mit  —  a,  so  können  wir  diese  Diffe- 
rentialgleichung so  schreiben: 

{x  —  ya)dx  +  (y  +  xa)dy  =^  0. 
Nach  unserer  Theorie  muss 


ein  Multiplicator  derselben  sein.     Es  ist  hier 

X^+Y^^{x-  yay  +  (y  +  xa^  ^  (x'  +  y')(l  +  a"). 

Der  Multiplicator  kann  also,  da  constante  Factoren  gestrichen  werden 
dürfen,  in  der  Form  angenommen  werden 

u 
a  arctg  — 


In  der  That  ist: 


Vx'  +  y* 


(X  —  ya)dx  +  (y  +  xa)dy   awctg  — 


l/oj'  +  y* 
ein  vollständiges  Differential,  nämlich  von 


Vx^+f.e 


a  »rctg 


156 


Kapitel  9,  §  2. 


Dies    gleich  Gonsi    gesetzt   stellt   also   die   logarithmischen    Spiralen 
dar,  deren  Winkel  mit  den  Radienvectoren  gleich  arc  ctg  (—  a)  ist. 


§.  2.     Isothermen  in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 

^''ki^de™^**         Die  Isothermenscharen  in  der  Ebene  geben  ein  weiteres  Beispiel 
Ebene,    fgj.  ^jg  AnwcnduHg  der  geometrischen  Deutmig  des  Multiplicators. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  einer  Isothermenschar  eine  Schar 
von  oo^  Gurven,  welche  zusammen  mit  ihren  orthogonalen  Trajectorien 
ein  Netz  von  infinitesimalen  Quadraten  bilden. 

Ist 
(2  a)  Xdy—  Ydx  —  0 

die  Differentialgleichung  einer  Isothermenschar,  so  hat  die  dazu  ortho- 
gonale Isothermenschar  die  Differentialgleichung 
(2b)  Ydy  +  Xdx  =  0. 

Man  kann  nun  diese  beiden  Gleichungen  durch  Quadratur  inte- 
grieren. 

Denn  betrachten  wir  zwei  aufeinander  folgende  Gurven  der  einen 
und  der  anderen  Schar,  welche  alle  vier  zusammen  an  der  Stelle  (x,  y) 
ein  infinitesimales  Quadrat  bilden,  so  haben  die  beiden 
Gurvenstreifen  des  einen  und  des  anderen  Paares  die- 
selbe Breite  ds,  nämlich  die  Quadratseite  (Fig.  16). 
Nach  unserem  Satze  ist  daher 

dt 


im 


^ 


T 


Pig.  16. 


wo  8  t  eine  beliebige  infinitesimale  Zahl  bedeutet, 
ein  Multiplicator  sowohl  von  (2  a)  wie  von  (2  b).  Wenn  aber  zwei 
Differentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplicator  M  haben, 
so  kann  man  diesen  immer  durch  Quadratur  finden:  Der  Multiplicator 
muss  im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Gleichungen 


dMX   ,dMY 


dx 
dMY 


dy 
dMX 


dx  dy 

erfällen,  die  sich  umformen  lassen  in  diese 


0, 
0 


(3) 


dx 

d\gM 

dx 


dx 

^dlgM  ^        dT, 
dy  dx    * 


dy 

dx^ 

dy 


Hieraus  aber  lassen  sich  — | —  und  -^ —  als  Functionen  von  x,  y 

dx  dy  ^ 

berechnen,    lg  M  oder  also  M  selbst  ist  folglich  durch  eine  Quadratur 
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zu  bestimmen..  Hat  man  so  den  Multiplicator  gefunden ^  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  (2  a)  und  (2  b)  nur  noch 
je  eine  Quadratur,  daher: 

Satz  2:   Ist  Xdy  —  Tdx  =  0  die  Differentialgleichung  einer  Iso- 
thermenschar  in  der  Ebene,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen, 

Nebenbei   bemerkt  kann  man  hieraus  auch  eine  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür  ableiten,  dass  die  Differentialgleichung  (2  a)  eine 

O    1  T|«>  j5    I  ■mm- 

Isothermenschar  darstellt.  Denn  aus  (3)  müssen  sich  —^ —  und  —? — 
so  bestimmen,  dass  die  Integrabilitätsbedingung 

a  aigjf^   d   dlgM 

dy     dx  dx     dy 

auch   wirklich  erfüllt  ist.     Stellt  man  diese  Bedingung  auf,  so  erhält  man     ^ 

Y 
eine    gewisse  Relation  zwischen   X  und  F,    welche  aussagt,   dass  ^   die 

Form  haben  muss: 

}  =  tg  {Oix  +  iy)  +  W(x  -  iy)). 

Wenn  umgekehrt  diese  Belation  erfüllt  ist,  so  kann  man  lg  Jlf  und  damit 
auch  M  bestimmen,  d.  h.  (2  a)  und  (2  b)  haben  einen  gemeinsamen  Multi- 
plicator, woraus  rückwärts  folgt,  dass  die  Breite  jener  beiden  Streifen  an 
der  Stelle  (^,  y)  dieselbe  ist,  dass  die  yier  Curven  also  ein  Quadrat 
bilden,  mit  anderen  Worten,  dass  (2  a)  eine  Isothermenschar  definiert 

1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung:  Bei«pieie. 

(2a)  2xydy-{f  —  a?)dx^0, 

welche   eine  Isothermenschar  definiert,    soll  integriert  werden.     Hier 
lautet  die  Gleichung  (2)  der  Orthogonalschar: 
(2  b')  {y^  —  a?)dy  +  2xydx  =  Q. 

Die  Gleichungen  (3)  werden: 


(3-) 

und  ergeben 


aig  Jf  _    —4a;         aig  Jtf  —  4y 

dx     ~x^  +  y*^        dy     "^««-f-y"' 
also 

oder 

IgJlf 21g(a;«  +  y«), 
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Dies  ist^  wie  es  sein  muss,  ein  Multiplicator  von  (2  a');  denn 

Zxydy  —  (y'  —  x^dx 

ist  ein  vollständiges  DififerentiaL    Eine  Quadratur  liefert  das  gesuchte 
Integral: 

-=— i — =  =  Const., 
X*  +  y^  ' 

während  das  Integral  von  (2b')  lautet: 

-— ^ — -  =  Const. 
x*  +  y* 

Die    erste   Isothermenschar   ist   die   Schar   aller   Kreise,    welche   die 
y-Äxe  im  Anfangspunkt  berühren,  die  zweite  die  Schar  aller  Kreise, 
welche  die  x-Axe  im  Anfangspunkt  berühren. 
2.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 

2xydy  +  {a^  —  y^+l)dx  =  0 
stellt   eine   Isothermenschar   dar.     Sie    soll   integriert   werden.     Man 
findet  —  die  Ausrechnung  überlassen  wir  dem  Leser  —  den  Multi- 
plicator 

TIf 1 

■^        4x'y^  +  (X«  -  y*  +  1)« 

und  das  Integral  zunächst  in  der  Form: 


Also  ist: 


1         i.    a;*  +  y*  —  1 
^arctg-^t:_^_ 


'-^^=Ä^  =  OoMt 


die  Isothermenschar.     Die  Orthogonalschar  hat  die  Gleichung 

— ^^  ^     =  Const. 

Die  ersteren  Curven  sind  alle  Kreise  durch  die  Punkte  {/  =^  +  ^  ^^^ 
der  y-Axe,  die  letzteren  die  dazu  orthogonalen  Kreise  (durch  die 
imaginären  Punkte  a;  -=  +  i  auf  der  a;-Axe). 

Beziehung  Um  wcitcrc  Probleme  mit  Hülfe  der  geometrischen  Deutung  des 

zwischen  Intcgrabilitätsfactors  zu  behandeln,  leiten  wir  zunächst  den  Hülfssatz  ab: 
^zweic7"  Satz   3:    Besteht  evnschen  einem   Multiplicator  M  der  vorgelegten 

^^!lXtl;Pifferentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

und  einem  Multiplicator  M^  einer  zweOen  vorgelegten  Differentialgleichung 

X^dy  —  Y^dx  =  0 
eine  Relation 

Mi  =  q){x,y)M, 
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in  der  q>  eine  bekannte  Function  von  Xy  y  ist,  so  kann  man  die  beiden 
Mültiplicatoren  dwrch  eine  Quadratur  bestimmen  y  also  jede  der  beiden 
Differentialgleichungen  durch  eine  fernere  Quadratur  integrieren. 

Im  Fall  97  ^  1  haben  wir  diesen  Satz  schon  oben  (8.  156)  be- 
wiesen. Der  allgemeine  Beweis  ist  fast  genau  derselbe  wie  damals: 
Da  nämlich  itf^  «»  97i(f  ist,  so  hat  die  Differentialgleichung 

tpX^dy  —  g?  Y^dx  =  0, 

die  sich  mit  der  zweiten  Differentialgleichung  deckt^  denselben  Multi- 
plicator  M  wie  die  erste  gegebene  Differentialgleichung.  Damit  liegt 
aber  wieder  der  früher  betrachtete  Fall  vor,  dass  zwei  gegebene 
Differentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplieator  haben ,  der 
sich  also  durch  Quadratur  (vgl.  die  Formeln  (3))  bestimmen  lässt 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  es  leicht  einzusehen,  dass  man  z.  B.  Eiue  geo- 

'  metrische 

zwei  vorgelegte  Differentialgleichungen  ^ilrvon*"^ 

Xdy  —  Ydx  =  0,    X^dy  -  Y^dx  =  0, 

deren  Integralcurven  ein  Netz  von  infinitesimalen  Parallelogrammen 
bilden  y  deren  Seitenverhältnis  an  jeder  Stelle  x,  y  der  Ebene  bekannt 
ist,  durch  im  ganzen  drei  Quadraturen  integrieren  kann.  In  der 
That,  es  besteht  dann  zwischen  den  infinitesimalen  Parallelogramm- 
seiten da  und  dOi  an  der  Stelle  (x,  y)  eine  bekannte  Beziehung  von 
der  Form: 

Da  sich  in  dem  Parallelogramm  die  Seiten  wie  die  Hohen  ds  und  ds^ 
verhalten,  so  ist  also 

Andererseits  aber  sind  ds  und  äsj^  die  Breiten  der  von  je  zwei 
Integralcurven  der  einen  und  der  anderen 
Differentialgleichung  gebildeten  Streifen 
an  der  Stelle  (x,  y).  (Fig.  17.)  Be- 
zeichnet dt  eine  infinitesimale  Zahl, 
so  sind  also 

8t 


M- 


M, 


dt 


ds^yX^^+Y^^  Fig.  17. 

Mültiplicatoren    der    beiden    Differentialgleichungen    (nach    Satz    1). 
Wegen  der  obigen  Beziehung  zwischen  ds  und  ds^  kommt  dann: 
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d.  h.  zwischen  den  Multiplicatoren  M  und  M^  besteht  eine  Beziehung 
von  der  Form^  wie  sie  in  Satz  3  vorausgesetzt  wurde.  Demnach 
verlangt  die  Bestimmung  von  M  und  M^  nur  eine  Quadratur.  Eine 
zweite  Quadratur  liefert  das  Integral  der  ersten ,  eine  von  dieser 
Quadratur  unabhängige  dritte  Quadratur  das  der  zweiten  Differential- 
gleichung. 

Also  gilt  der  folgende  Satz^  von  dem  Satz  2  nur  ein  Special- 
fall ist: 

Satz  4:  Weiss  man,  dass  die  Integrälcurven  zweier  vorgelegter 
Differentialgleidiungen 

Xdy  —  Tdx  =  0,    X^dy  —  Y^dx  «=  0 
die  Ebene  in  solche  infinitesimale  Parallelogramme  zerlegen  j  dass  das 
Verhältnis  der  Seiten  des  an  der  Stelle  {x,  y)  befindlichen  Parallelogramms 
gleich  einer  bekannten  Function  ^(rr,  y)  des  Ortes  ist,  so  verlangt  die 
Integration  der  beiden  Differentialgleichungen  im  ganzen  drei  Qtiadraü^ren. 

Dieser  Satz  hat  auch  für  die  Bestimmung  von  Curvenscharen  auf 
einer  krummen  Fläche  Bedeutung.    Wir  zeigen  dies  an  einem  Beispiel: 
»u^FuSe^         Gegeben  sei  eine  Fläche 

z  =  F{x,  y). 

Ein  Punkt  auf  ihr  wird  durch  die  Goordinaten  x,  y  bestimmt^  durch 
die  allein  wegen  z  =  F{x,  y)  sich  alle  Gleichungen  von  Curven  auf 
der  Fläche  ausdrücken  lassen.  Vorgelegt  sei  nun  noch  die  Differential- 
gleichung einer  Isothermenschar  auf  der  Fläche: 

(4)  Xdy—Ydx  =  0, 

wo  also  X  und  F  gegebene  Functionen  von  x,  y  bedeuten.  Sie  soll 
integriert  werden. 

Zunächst  kann  man  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen 
Isothermenschar  aufstellen.  Es  seien  nämlich  zur  Unterscheidung  d^Xj 
d^y,  d^z  die  Incremente  von  x,  y,  z  längs  einer  Isotherme  dieser 
zweiten  Schar  im  Punkte  {x,  y,  z),  während  dx,  dy,  dz  die  Incremente 
von  X,  y,  z  längs  der  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  gehenden  Isotherme 
der  ersten  Schar  bedeuten  sollen.  Da  beide  Isothermen  sich  senk- 
recht schneiden^  so  ist 

(5)  dx  '  d^x  +  dy  •  d^y  +  dz  •  d^z  =  0. 

Ferner  ist  wegen  z  =  F{x,  y),  wenn  «^  und  -k-  zur  Abkürzung  mit 
p  und  q  bezeichnet  werden: 
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(6) 


pdx  +  qdy  —  de  =0, 

pd^x  +  qd^y  —  d^z  =  0. 
Durch  Elimination   von  dx,  dy,  dz,  d^e  aus  (4),  (5)  und  (6)  geht 
dann  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Isothermenschar  hervor: 
(7)        (r(l  +  3«)  +  ^M)d,y  +  (Z(l  +f)+  Tpq)d,x  =  0. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (7),  die  von  0  frei  sind,  kann  man 
natürlich  auch  auffassen  als  die  Differentialgleichungen  der  Curyen- 
scharen,  welche  die  Projectionen  der  beiden  Isothermenscharen  auf 
die  (a;y)-Ebene  sind.  Die  Gleichung  (7)  wollen  wir  abkürzend  auch 
so  schreiben: 

(7')  X^d,y-  Y,d,x  =  0. 

Die  Isothermen  auf  der  Fläche  teilen  diese  in  infinitesimale  Quadrate 
und  zwar  habe  das  an  der  Stelle  (x,  y)  befindliche  Quadrat  die  Seiten- 
länge ds.  Die  Projectionen  der  Quadrate  auf  die  (a;y)-Ebene  sind 
Parallelogramme  (Fig.  18)  und  das  Verhältnis  der  Seiten  So  und  dd^ 
dieser  Parallelogramme  lässt  sich  berechnen.  Es  sind  ja  dö  und  dd^ 
die  Projectionen  von  ds  auf  die  (xy) -Ebene, 
und  zwar  ist  das  eine  Mal  ds  zur  (a;y)-Ebene 
unter  einem  Winkel  g>,  das  andere  Mal  unter 
einem  Winkel  tp^  geneigt,  wo 

dx^  +  dy^ 


cos*  9? 


cos*  9?i 


dx*  +  dy*  +  dz*^ 


Pig.  18. 


d,x'^  +  d,y'+d,z* 
ist  Die  Parallelogrammseiten  verhalten  sich 
zu  einander  wie  cos  97  zu  cos  9^.  Diese  Cosinus  aber  lassen  sich 
als  Functionen  von  x  und  y  allein  darstellen,  denn  es  ist  nach  (4) 
und  (6): 

.2 ^'  +  r« 


cos'  9  • 
und  nach  (7')  und  (6): 


cos*  q)i 


X^  +  Y'  +  (pX  +  qY)- 


X,*+Y,'  +  {pX,+qY,y 
Es  liegt  hier  mithin  der  Fall  vor,  auf  welchen  sich  Satz  4  be- 
zieht: Wir  wissen,  dass  die  Integralcurven  der  vorgelegten  Differential- 
gleichungen (4)  und  (7)  oder  (7'),  diese  aufgefasst  als  Differentialglei- 
chungen in  der  (a;y)-Ebene,  die  Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme 
teilen,  deren  Seiten  in  einem  Verhältnis  cos  q> :  cos  (p^^  stehen,  das  als 
Function  des  Ortes,  d.  h.  als  Function  von  x  und  y,  bekannt  ist. 
Die  beiden  Differentialgleichungen  lassen  sich  somit  durch  drei  Quadra- 
turen integrieren.    Dadurch  werden  die  Projectionen  der  Isothermen 

Lie,  DifferautialgleicUangen.  11 
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und  folglich  diese  selbst  bestimmt.  Die  Integration  der  ersten  Glei- 
chung (4)  benötigt  nur  zwei  von  diesen  drei  Quadraturen.     Daher: 

Satz  5:  Ist  eine  Isothermenschar  auf  einer  geg^nen  Fläche  durch 
ihre  Differentialgleichung  definiert,  so  Icann  die  Integration  der  letzteren 
durch  gwei  Quadraturen  geleistet  werden. 

Übrigens  werden  wir  die  Zurückführbarkeit  der  Integration  später 
auf  einem  anderen  Wege  in  eleganterer  Weise  darthun  (vgl.  §  4). 

Bemerkt  sei  noch,  dass  sich  überhaupt  der  Satz  4  auf  krumme 
Flächen  ausdehnen  lässt^  denn  bilden  auf  einer  solchen  zwei  durch 
ihre  Differentialgleichungen  vorgelegte  Gurvenscharen  infinitesimale 
Parallelogramme,  deren  Seitenverhältnis  eine  bekannte  Function  des 
Ortes  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  Projectionen  dieser  Gurvenscharen 
auf  die  (a;y)-Ebene.     Satz  5  ist  also  nur  ein  Specialfall. 

§  3.  Integration  dreier  Differenttalgleichungen  erster  Ordnung  in 
X,  y,  welche  mehr  als  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation 

gestatten. 

Um  im  folgenden  §  4  auf  elegante  Weise  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Integration  von  Differentialgleichungen,  welche  Gurvenscharen 
auf  krummen  Flächen  definieren,  ableiten  zu  können,  schicken  wir 
jetzt  eine  Theorie  voraus,  die  auch  abgesehen  von  dieser  ihrer  nach- 
herigen Verwertung  Interesse  darbietet. 
Mnttai^ieil  ^s  scicu  drei  Differentialgleichungen 

Xjdy  —  Y,dx=-0, 
X^dy  —  Y^dx  =  0, 
[X^dy-  Y^dx^O 

vorgelegt,  und  es  sei  ferner  vorausgesetzt,  dass  ihre  Integrale  sich  in 
solcher  Form  u,  v,  w  annehmen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  eine 
lineare  Relation  mit  constanten  Goefficienten  A,  fi,  v  besteht: 

ku  -^  (IV  -{-  VW  ^  0. 

Wir  können  zeigen,  dass  ihre  Integration  durch  im  ganzen  drei 
Quadraturen  geleistet  werden  kann. 

Natürlich  sind  die  Gonstanten  A,  fi,  v  alle  verschieden  von  Null. 
Mit  u  ist  auch  An  ein  Integral  der  ersten  Differentialgleichung  (8). 
Ebenso  ist  auch  fit;  ein  Integral  der  zweiten  Differentialgleichung  (8) 
und  ^  VW  eines  der  dritten.  Jene  lineare  Relation  darf  also  ins- 
besondere so  angenommen  werden: 

«?  ^  M  +  v. 
Es  muss  nun  Multiplicatoren  Jf^,  M^,  M^  geben  derart,  dass  identisch: 


chmigen  mit 
IntegnJon 

"•"•"+'•(8) 
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idu  ^^M^^X^dy  —  Y^dx), 
(9)  Idv  =  Jtfj(Xjrfy  —  Y,dx), 

\dw  =  Mi(Xsdy  —  Y^dx) 
ist.     Wegen  dto  =  du  -\-  dv  folgt  aber  hieraus: 
M^Xs  -=  MiXi  +  MfX^, 
M,Y,^M,Y,-\-M,Y^, 
und  also  durch  Elimination  von  Jf,: 

M,{X,Y,  -  X,Y,)  +  M,{X,¥,  -  X,Y,)  =  0, 
d.  h. 

Zwischen  den  Multiplicatoren  M^  und  M^  der  beiden  ersten  DiflFerential- 
gleichungen  (8)  besteht  also  eine  bekannte  Beziehung  von  der  Form: 

Nach  Satz  3   des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  folglich  Mj^    durch 
eine  Quadratur  bestimmen.     Damit  ist  dann  auch  M^  und 

gefunden.     Nun  berechnet  man  durch  je  eine  Quadratur  aus  (9)  auch 
u  und  V  und  kennt  damit  ohne  weiteres  das  Integral  w  ^=:  u  -{-  v. 

Satz  6:  Weiss  man  von  drei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  x,  y,  dass  sich  ihre  Integrale  in  solcher  Form  u,  v,  w 
UHihlen  lassen,  dass  stwischen  ihnen  eine  lineare  Relation  mit  constanten 
Coeffidenten  besteht,  insbesondere  etwa  diese:  w^e^u  -{-  v,  so  kann  man 
sie  aUe  drei  durch  im  gangen  drei  Quadraturen  integrieren. 

Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen  den  drei  Differential- 
gleichungen noch  in  anderer  Weise  charakterisieren.  Zu  dem  Zwecke 
wollen  wir  einmal  alle  infinitesimalen  Transformationen  aufsuchen, 
welche  alle  drei  Differentialgleichungen  gemeinschaftlich  gestatten. 
Wir  fahren  dazu  am  besten  neue  Veränderliche  ein,  etwa  die  Integrale 
u  und  V  der  beiden  ersten  Gleichungen.  Dann  nehmen  die  drei 
Differentialgleichungen  die  einfachen  Formen  an: 

du  «0,    dt;  =  0,     du  +  dv  =  0. 

Soll    die   erste   die   in    den   neuen   Veränderlichen  u,  v   geschriebene 
infinitesimale  Transformation 

W-9,(«,t;)|{+^(tt,f;)|{ 

gestatten^  so  darf  das  Increment,  das  Wf  dem  u  erteilt,  nur  von  u 

11* 
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abhängeD.    Soll  die  zweite  sie  gestatten^  so  darf  analog  das  Increment 
▼OD  t;  nur  von  v  abhängen,  sodass  also  Wf  zunächst  die  Form  hat: 

Die  dritte  Differentialgleichung  du  -{-  dv  =^0  ist  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

(7/^=f^_|/:«o 

'        du       dv 
äquivalent.    Soll  sie  Wf  gestatten,  so  muss  nach  Theorem  9  des  §  2 
des  6.  Kap.  eine  Relation  bestehen: 

{WC)  =  Wf. 
Ausgerechnet  kommt: 

-  "P  W  du  +  *  (^>  ä^  =  M^-^  -  Tv)  > 


d.  h. 

und  somit: 

tp'(u)  =  *'(«)  =■  Coi 

,,(«)  =  a-^eu, 

*(«)«=  6 +  CV, 

sodass 

Wf={a  +  cu)lf^  +  ib  +  cv)^^ 

wird.     Unsere  drei  Differentialgleichungen  gestatten  also  die  drei  in- 
finitesimalen Transformationen: 

du'     dv'     ^  du"^^  dv' 

die  sich  durch  Nullsetzen  je  zweier  Constanten  ergeben,  und  jede, 
welche  sich  aus  diesen  linear  mit  constauten  Coefficieuten  a,  &,  c  zu- 
sammensetzen lässt,  also,  wie  wir  uns  ausdrücken,  von  ihnen  abhängig  ist. 
Satz  7:  Lassen  sich  die  Integrale  dreier  gewöhnlicher  Differential' 
gleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  auf  solche  Formen  u,  v,  w  bringen, 
d(xss  w^u  -{-  V  wird,  so  gestatten  die  drei  Gleichungen  gemeinsdiaftlich 
gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
Dieselben  lassen  sich  durch  Einfuhrung  der  neuen  Veränderlichen  u,  v 
auf  die  Form  bringen: 

df      dl         df,       dl 
du'     dv'    ^du"^^  dv' 

Diffe^tiai-         ^^^  werden  nunmehr  durch  ein  allerdings  längeres  Baisonnement, 

w^ch^ehr^*''^  jedoch  guten  Übungsstoff  für  früher  Vorgetragenes  bietet,   um- 

^^■j^j^»^^ gekehrt  einsehen,  dass  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 

haben.    ^^  y^  wclchc  gemeinsam   mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation 
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gestatteD,  gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen zulassen.     Wir  werden  dadurch  zu  dem  Satz  gelangen*): 

Satz  8:  Wenn  drei  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  X,  y  gemeinschaftlich  mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, so  lassen  sich  ihre  Integrale  auf  eine  solche  Form  u,  v,  w  bringen, 
dass  w^u  +  V  wird. 

Dieser  Satz  wird  übrigens  bei  den  Problemen  des  nächsten  Para- 
graphen nicht  benutzt^  kann  daher  auch  übergangen  werden. 

Zum  Beweise  benutzen  wir  wie  vorhin  die  Einführung  zweck- 
mässiger neuer  Variabeln.  Wenn  u  ein  Integral  der  ersten  und  t; 
eines  der  zweiten  Torgelegten  Differentialgleichung  ist^  so  benutzen 
wir  diese  als  neue  Veränderliche.  Alsdann  haben  die  beiden  ersten 
Differentialgleichungen  die  Form 

du  =  0,    dv  =  0, 
während  die  dritte  zunächst  die  allgemeine  Form  hat: 

dv  —  <b{uy  v)du  =  0. 

Nach  Voraussetzung  sollen  die  drei  Differentialgleichungen  mehr  als 
eine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation 

gestatten.  Wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde,  darf  q>  nur  von  ti,  ^ 
nur  von  t;  abhängen,  wenn  dw^^O  und  dv  =^(y  diese  infinitesimale 
Transformation  gestatten  sollen.     Also  ist: 

(10)  Tr/=9,(u)|^  +  Kf)|{- 

Die  dritte  Differentialgleichung  ist  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 


*)  Der  hier  za  gebende  Beweis  ist  elementar.  Kürzer  and  eleganter  gestaltet 
er  sich  dnrch  Benutzung  der  Theorie  der  Transformationsgruppen:  Daselbst  wird 
gezeigt,  dass  alle  mehr  als  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene,  welche  drei  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  invariant  lassen,  durch  Einführung  zweck- 
mässiger Variabein  auf  eine  der  beiden  Formen  p,  q,^  xp  •■\-  yq^  und  p^  ^P  -{-  yq 

gebracht  werden  kOnnen.     (Hier  istp  =  x-^,  q^^-J-  -)    Alsdann  übersieht  man 

leicht,  dass  die  drei  Differentialgleichungen  die  Form  adx  -\-  hdy  '^  0  haben, 
wo  a  und  h  Gonstanten  sind.  Die  Integrale  haben  also  die  Form  c^x  H-  h^y, 
a^x  -^  h^y^  ^^  +  ^8^  ^^d  für  diese  ist  der  Satz  evident.  Diese  Methode  be- 
nutzte Lie  in  seinen  Vorlesungen.  Die  mehr  elementare  Methode  des  Textes 
gehört  Sc  he  ff  er  8. 
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äquivalent.     Da  sie   Wf  gestatten  soll,  so  muss  nach  Theorem  9  des 
§  2y  6.  Kap.,  eine  Relation  besteben  von  der  Form: 

oder  ausgerechnet: 

\^du    '    ^  dv/  dv       ^  du  ^    cv  cu    '  dv 

Hier  bedeutet  natürlich  tp'  den  Differentialquotienten  -^ ,  ebenso  wie 
^'^  T^  sein  soll.     Da  diese  Relation  für  alle  Werte  von  f  bestehen 

soll,  so  muss 

X  =  —  9' 
und  demnach: 

(11)  <p^^+^.-=^0-<p(2> 

sein.     Jede  infinitesimale  Transformation  also,   welche  alle  drei  Diffe- 
rentialgleichungen invariant  lässt,  hat  die  Form  (10),  in  der  zwischen 
q>  und  ^  die  Beziehung  (11)  besteht. 
Es  sei  nun 

eiue  dieser  infinitesimalen  Transformationen.    Alsdann  werden  wir  an 
Stelle  von  t(  und  v  die  .Grössen: 


-_  r  du  _    r  lU 


als  Veränderliche  benutzen,  wodurch  TTq/*  in  ^  +  J-  übergeht  Die 
beiden  ersten  Differentialgleichungen  lauten  dann  du  «=  0,  dv  =  0 
und  die  dritte  erhält  eine  Form  dv  —  *(w,  t7)dM  =  0.  Wir  können 
deshalb  annehmen,  unsere  Verändlichen  u,  v  seien  schon  so  gewählt, 
dass  eine  der  infinitesimalen  Transformationen,  welche  alle  drei 
Gleichungen  du  =i  0,  dv  =  0,  dv  —  9du  =  0  invariant  lassen,  die 
einfache  Form  hat: 

Aber  freilich  geht  dies  dann  nicht,  wenn  (p^  oder  ^^  identisch 
verschwindet.  Diesen  Ausnahmefall  können  wir  aber  schnell  erledigen. 
Ist  nämlich  etwa  ^^^0,  aber  ^^eIeO,  so  führen  wir  nur  an  Stelle 

von  u  die  Function  /  — ~  als  neue  Veränderliche  u  ein.  Dann  dürfen 
wir  also  annehmen,  dass  W^/*  die  Form  hat 
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Hier  liefert  (11),  da  g)  z?e  1,  ^  e^  0  ist,  ^  =  0,  d.  h.  die  dritte  ge- 
gebene DifiFerentialgleichung  hat  die  Form  du  —  (b{v)dv  =  0.  Indem 
man  dann  —  Jo{v)dv  als  neues  v  einführt,  erkennt  man,  dass  die 
drei  Differentialgleichungen  aaf  die  Form 

du  =  0,     dt;  =  0,    dw  +  dv  «  0 

zu  bringen  sind,  sodass  das  Integral  w  der  letzten  gleich  der  Summe 
U'\'  V  der  Integrale  der  beiden  ersten  ist.  In  diesem  Ausnahmefall 
sind  wir  also  zu  dem  gewünschten  Ergebnis  gelangt,  ohne  die  in 
Satz  8  aufgestellte  Voraussetzung,  dass  die  drei  Differentialgleichungen 
mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  im  Beweise 
völlig  benutzt  zu  haben. 

Ist  hiermit  der  Ausnahmefall  erledigt,  so  handelt  es  sich  jetzt 
noch  darum,  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem  eine  der  infinitesi- 
malen Transformationen  Wf  die  besondere  Form  hat: 

(12)  Tr,/-^|^  +  |^. 

Hier  ist  9  ^  ^  ^  1  und  (11)  liefert  also 

du  "^  dv  ""  ^' 

d.  h.  <b  ist  eine  Function  von  u  —  t;  allein,  sodass  die  drei  vorgelegten 

Differentialgleichungen  lauten: 

(13)  du  =  0,    dt7  =  0,    dv  —  *(w  —  v)du  ==  0. 

Nun  sollen  sie  mehr  als  die  eine  infinitesimale  Transformation  W^f 
gestatten.     Es  sei  also: 

eine  zweite,  von  W^f  unabhängige;  es  dürfen  sich  also  q>  und  ^ 
nicht  etwa  auf  eine  Constante  a  reducieren.  Hier  liefert  die  Be- 
dingung (11),  da  *  eine  Function  von  m  —  v  allein  ist^  wenn  ,,  _  . 
kurz  mit  <b'  bezeichnet  wird: 

(<)P-^)*'«=(^'-9>')* 
oder: 

(14)  ^-_*:^ «(«_,). 

Es  kommt  nun  darauf  an,  diese  Bedingung  zu  interpretieren. 
Dabei  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  9  eine  Function  von  u,  ^  eine 
von  V  und  9  eine  von  t*  —  t?  sein  soll,  und  dass  tp  und  ^  sich  nicht 
beide  auf  eine  Constante  a  reducieren  dürfen.    Man  findet  durch  eine 
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allerdings   etwas  umständliche  Erwägang,   dass   der  Bruch  (14)  eine 
Constante  ist 

Zum  Beweise  bemerken  wir,  dass  wegen  (14)  jedenfalls  eine  Function 
Q  Ton  u  und  v  existiert,  sodass  einzeln: 

^  ^  U'(t*)  -  ip'(t^)  =  pß 

ist     Welche  Form  q    haben    muss,    ist   leicht    zu  sehen,    denn  die  erste 
Gleichung  giebt  nach  u  und  nach  v  differenziert: 


sodass,  wenn  dies  in  die  zweite  eingesetzt  wird, 
hervorgeht  oder: 


1^  +  1^  =  9« 

du    *    ov        ^ 


^^  +  q?-^  =  Ä(„-.). 


du  ^   dv 

Diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  fUr  lg  q  ist  äquivalent  dem 
simultanen  System 

du        dv       d\g  Q 

von  welchem  u  —  v  und  Ig  q  —  i[Sl(u  —  v)  -  (u  -{-  v)  Integrale  sind, 
sodass  zu  setzen  ist: 

\g  Q  -  ISl '  (u  +  v)  =  \g  ^(u  -  v) 
oder: 

(16)  9=  ^ei(u+v)n^ 

Hier  bedeutet  W  wie  Ä  eine  Function  von  u  —  v  allein.  Setzen  wir  den 
Wert  (16)  in  die  erste  Gleichung  (15)  ein,  so  kommt: 

(17)  g>(u)  -  ^(v)  =  We^^»-^'^^. 

Die  rechte  Seite  soll  sich  in  der  links  stehenden  Form  darstellen  lassen, 
d.  h.  die  rechte  Seite  muss,  wenn  sie  nach  u  und  das  Ergebnis  weiterhin 
nach  V  differenziert  wird,  ebenso  wie  die  linke  Null  ergeben.  Dies  giebt  die 
Bedingung: 

_  jp"  _  ^^^'Ä  ~  iW^\u  +  «;)  -  ^W^"(u  +  v)  + 

+  [^'+  \WSl+  \^^\u  +  v)]  [^Ä  —  iÄ'(tt  +  v)]  =  0. 

Hierin  sind  W,  W\  W'\  Ä,  fl',  Ä"  Functionen  von  t*  —  t?  allein.  Ausserdem 
konmit  noch  u  -{-  v  vor  und  zwar  quadratisch.  Da  die  Gleichung  für  alle 
Werte  von  u  -{-  v  und  u  sV  bestehen  soll,  so  müssen  notwendig  die 
Coefficienten  von  (u  +  «;)*,  (u  +  v)  und  (u  -}-  ^Y  einzeln  verschwinden. 
Dies  liefert  die  drei  Relationen: 
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Entweder   ist   also  52' »»0,   d.  h.  fl   eine   Constante,  was   wir  beweisen 
wollten,  oder  ^=0.     Dann  aber  giebt  (17): 

^W-'^W  — 0, 
d.  h. 

g)(u)  =  a,     ip(v)  =  a, 

wo  a  eine  Constante  ist.    Die  Möglichkeit,  dass  <p  und  tf;  sich  auf  dieselbe 
Constante  reducieren,  wurde  aber  oben  ausdrücklich  ausgeschlossen. 
Demnach  hat  sich  ergeben,  dass  Sl  eine  Constante  ist. 

Es  war  Ä  zur  Abkürzung  für  —  ^  gebraucht.  Es  ergiebt  sich 
mithin^  dass 

^  =a(=Const.), 

d.  h. 

0  =  atfOt-v)     (^  =  Const)  . 

ist.    Somit  lauten  unsere  drei  Differentialgleichungen  (13): 

du  =  0,    dt;  —  0,    ef^^dv  —  u^'^du  —  0. 

Hier  ist  a  =|=  0.    Wenn  wir  e"*  und  —  «6***  im  Falle  a  =]=  0  an  Stelle 
Ton  V  und  n  als  Variabeln  benutzen,  gehen  sie  über  in: 

du  =  0,    dv  =  0,    dv  +  du  =  0, 

d.  h.  ihre  Integrale  w,  v,  w  stehen  in  der  Beziehung  w  —  i*  +  v.    Ist 
a  =a  0,  so  ist  dies  evident,  wenn  —  au  als  neues  u  benutzt  wird. 
Damit  ist  Satz  8  yollig  bewiesen. 

Wenn  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  vor- 
liegen, so  sind  drei  Fälle  denkbar.  Entweder  gestatten  sie  mehr  als 
eine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation.  Diesen  Fall  haben 
wir  soeben  erledigt,  auf  ihn  beziehen  sich  die  Sätze  6,  7  und  8.  Oder 
aber  sie  gestatten  nur  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation, 
oder  endlich  sie  gestatten  Iceine  gemeinsame. 

Auch  im  zweiten  Fall  kann  man  die  Integration  auf  Quadraturen 
zurückführen,  indem  sich  alsdann  die  betreffende  infinitesimale  Trans- 
formation durch  Quadratur  finden  lässt,  sodass  damit  ein  Multiplicator 
jeder  der  drei  Gleichungen  zu  bestimmen  ist.  Wir  werden  jedoch 
hierauf  nicht  näher  eingehen. 

§  4.    Anwendungen  auf  Probleme  der  Fläohentheorie. 

Wir  werden  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Integrations- 
theorie auf  einige  Probleme  anwenden,  die  sich  auf  die  BesUmmtmg 
gewisser  Curvenscharen  auf  gegebenen  Flächen  befiiehen. 
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Auf  einer  krummen  Fläche  sind  drei  Doppelscharen  von  je 
cx>^  Curven  von  besonderem  Interesse,  nämlich  die  Haupttangentm- 
curven  oder,  wie  man  sie  auch  nennt,  die  asymptotischen  Curven,  die 
Krümmungslinien  und  die  Minimaleurven,  d.  h.  die  (imaginären)  Curven, 
deren  Bogenelement  ds  =  0  ist.  Wir  nennen  diese  Scharen  Doppel- 
scharen,  weil  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  im  allgemeinen  zwei 
Curven  jeder  Art  hindurchgehen,  analytisch  ausgedrückt:  weil  die 
Diflferentialgleichungen  dieser  Scharen  hinsichtlich  der  DiflFerential- 
quotienten  quadratisch  sind. 

Wenn  nämlich  die  Punkte  der  als  gegeben  betrachteten  Fläche 
durch*  zwei  Parameter  w,  v  bestimmt  werden  und  wenn  e,  f,  g  die 
Gauss'schen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  E,  F,  G  die  zweiter 
Ordnung   (nämlich   in   Gauss'    Bezeichnung   D,  D',  D"),    aber   noch 

dividiert  durch  t^^Yeg  —  f^y  bezeichnen,  so  lautet  die  Diflferential- 
gleichung  der  Haupttangentencurven 

(18)  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  0, 
die  der  Krümmungslinien 

j  dv^     —  dudv    dti^ 

(19)  \    e  f  g      =0 
\  E          F          G 

und  die  der  Minimalcurven  von  der  Bogenlänge  Null: 

(20)  edu^  +  2  f dudv  +  gdv^  =  0. 

Die  linken  Seiten  dieser  drei  Differentialgleichungen  lassen  sich  in  je 
zwei  in  du  und  dv  lineare  Factoren  zerlegen,  sodass  wir  also  sechs 
Differentialgleichungen  vor  uns  haben  von  der  Form 

Vdu  —  Udv  =  0. 

Im  allgemeinen  werden  nun  zwischen  gewissen  dreien  derselben 
keine  solche  Beziehungen  bestehen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Para- 
graphen betrachteten.  Besonderes  Interesse  bieten  deshalb  die  Flächen- 
gattungen  dar,  bei  welchen  die  Integrale  gewisser  dreier  dieser  Gleichungen 
auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  können,  dass  wünschen  ihnen  eine 
lineare  Belation  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Wir  werden  hier 
nur  einzelne  dieser  Fälle  näher  besprechen. 

Sie  beziehen  sich  ihrer  Natur  nach  auf  besondere  Flächengathtngen. 
Dem  gegenüber  lassen  sich  aber  auch  andere  Probleme,  welche  sich 
auf  gewisse  Gurvenscharen  auf  ganz  beliebigen  Flächen  beziehen,  mit 
Hülfe  unserer  Theorie  erledigen,  so  die  Integration  der  Differential- 
J^*j^«^^™en^feicÄww^  einer  Isothermenschar  auf  einer  beliebigen  Flädie.  Wir  fanden 
in  §  2,   dass   diese   Integration   immer   durch   Quadraturen   geleistet 
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werden  kann.  Dies  hat  den  folgeDden  tieferen  Grund:  Man  weiss  aus 
der  allgemeinen  Fläehentheorie,  dasS;  wenn  Wi(m,  v)  =  Const.  und 
Vj^{u,  V)  «=  Const.  die  Minimalcurven  darstellen,  alsdann  jede  Isothermen- 
schar  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

E^w  +  n^j^o 

oder  bei  passender  Wahl  von  u^  und  v^  durch: 

^1  +  ^1  =  Const. 
dargestellt  wird.    Demnach  stehen  die  in  (20)  enthaltenen  Differential- 
gleichungen der  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  und  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  einer  Isothermenschar: 

U(u,  v)dv  —  F(w,  v)du  =  0 
(jetzt  bei  beliebiger  Wahl  der  Flachenparameter  u,  v)  in  der  Beziehung, 
dass  zwischen  ihren  Integralen  u^yV^jW^  eine  lineare  Relation  «(7i=Wi+^i 
besteht.  Ihre  Integration  verlangt  also  nach  Satz  6  des  vorigen 
Paragraphen  nur  Quadraturen*),  In  §  2  bewiesen  wir  dies  auf  einem 
etwas  umständlicheren  Wege. 

Nunmehr  wollen  wir  jene  oben  charakterisierten  Einzelprobleme 
in  einigen  Beispielen  erläutern  und  erledigen. 

1.  Beispiel:   Vorausgesetzt   wird,    dass   etoischen  den  Differential-  i^'^'KJiien, 
gleichungen  der  beiden  Scharen  von  Haupttangentencurven  und  der  einen   ^^^^^^^ 
Schar  von  Krümmungslinien  die  Beziehung  besteigt,  wonach  ihre  Integrale  j5^®° 
Ä,,  Äg;  *i    ^^f  ^^^^    Form   gebracht   werden   können,    in    welcher   eine    t)iition. 
lineare  Belation   mit  constanten  Coefficienten  zwischen  ihnen  stattfindet: 
Äj  =  Äi  +  Äg.     Übrigens   ist   dann   Ä'j  =«  A^  —  h^   das   Integral   der 
Differentialgleichung  der  Erümmungslinien   der  zweiten  Schar^  da  die 
vier  durch  einen  Flächenpunkt  gehenden  Curven  der  betrachteten  Art 
in  ihm  Richtungen  mit  dem  Doppelverhältnis  —  1   haben  ^  denn  die 
Haupttangentencurven    halbieren    die   Winkel    der    Erümmungslinien, 
und    da    andererseits    die   Differentialgleichungen   d\  *»  0,   ^A^  <»  0; 
dhi  +  dh^  =  0,  dAi  —  dh^   vier   harmonische  Richtungen  bestimmen. 
Man  kann  dann  nach  unserer  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
Theorie   die   beiden  Scharen   der  Haupttangentencurven   und  die  der 
Krümmungslinien   durch   Quadraturen   bestimmen.     Um   nun  aber  zu 
erkennen y  welche  geometrische  Eigentümlichkeit  diesen  jetzt  betrach- 
teten Flächen   zukommt,  wollen   wir  für  den  Augenblick  annehmen, 

*)  Dieser  Satz  wurde  zuerst  aufgestellt  von  Lie  in  der  Abhandlung:  „All- 
gemeine Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (2.  Abteil.)", 
Math.  Ann.  XI  (1877),  S.  566.  Später  haben  Weingarten  und  Darboux  einen 
speciellen  Fall  dieses  Satzes  bewiesen. 
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die  Parameterlinien  u  »>  Gonst.;  v  «=  Gonst.  seien  gerade  die  Haupt- 
tangentencurven.  Dann  ist  nach  (18)  i?  »=  6r  =  0,  so  dass  die  DifiFe- 
rentialgleichung  (19)  der  Erümmungslinien  sich  reduciert  auf: 

(Yedu  +  Ygdv)  (Yedu  -^  Ygdv)  =  0. 
Nach  Voraussetzung  sollen  sich  die  Erümmungslinien  in  der  Form 

vi^)  db  ^W  *=  Gonst, 
ergeben;    denn    q){u)    und   ^(t;)    sind    die   allgemeinen   Integrale   der 
DiflFerentialgleichungen    du  =  0,    dt;  —  0    der   Haupttangenteucurven. 
Folglich  muss  Ye  sich  bis  auf  einen  Factor  q  auf  die  Function  (p{u)y 
Yg  sich  bis  auf  denselben  Factor  q  auf  die  Function  ^(u)  reducieren: 

wo  Q  eine  Function  von  u,  v  ist,  sodass  das  Quadrat  des  Bogen- 
elementes  der  Fläche  die  Form  erhält,  wenn  f  gleich  x(Uy  v)(f^  ge- 
setzt wird: 

ds^  =  (f^tp(u)du^  +  2xdudv  +  tl;(v)dv^). 

Wenn  wir  von  dem  Ausnahmefall,  dass  c=^0  oder  g^O  ist,  d,  h. 
dass  die  eine  oder  andere  Haupttangentencurvenschar  aus  Minimal- 
cur  Yen  besteht,  absehen,  so  können  wir  durch  Einführung  einer 
Function  von  u  als  neues  u  und  einer  Function  von  t;  als  neues  t;, 
wodurch  das  Bisherige  nicht  wesentlich  berührt  wird,  erreichen,  dass 
9(m)  ^  1,  ^(t?)  ^  1  wird,  sodass  dann: 

d^  =  Q\du^  +  2xdudv  +  dv") 

ist.  Hiemach  ist  das  Bogenelement,  welches  die  Gurven  u  «»  Gonst. 
und  w  +  dw  =  Gonst.  auf  einer  Gurve  v  =  Gonst.  abschneiden,  gleich 
QdUj  und  Entsprechendes  gilt  für  die  Bogen  auf  den  Gurven 
u  <»  Gonst.  Nimmt  man  also  die  beiden  Differentiale  du  und  dv 
gleich  gross  an,  d.  h.  überzieht  man  die  Fläche  mit  den  Haupt- 
tangenteucurven u^^Uqj  w  -=»  Wo  +  ^;  M  =  Mo  +  2«,  .  .  •,  t;  —  %^ 
v  1=  Vo  +  fi,  t;  =»  Vo  +  2«,  .  .  .,  wo  s  eine  infinitesiipale  Grösse  be- 
deute, so  erhält  man  ein  Netz  von  infinitesimalen  Bhornben,  An 
der  Stelle  (u,  v)  besitzt  der  betreffende  Rhombus  die  Seite  q(u,  v)b. 
Wenn  umgekehrt  das  Netz  der  Haupttangenteucurven  aus  Bhomben 
besteht,  so  folgt,  dass  Yedu  und  Vp^dv  für  du  =  dv  gleich  sind,  d.  h. 
y^  =  |/y  =  ^>(u,  v)  ist  u.  s.  w.,  es  ergiebt  sich  also  rückwärts  die 
zu  Anfang  dieses  Beispiels  gemachte  Annahme.  Übrigens  lauten  bei 
unserer  Wahl  der  Parameter  m,  v  die  Differentialgleichungen  der 
Erümmungslinien 

dtt  +  dfv  =  0, 
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d.  h.  die  Krümmungslinien  sind,  wie  auch  geometrisch  erhellt,  die 
Diagonalen  jener  Bhomben. 

Satz  9:  Kann  man  auf  einer  Fläche  die  Haupttangentenctirven  so 
eichen,  dass  sie  ein  Netz  von  infinitesimalen  Whomben  bilden,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differetitialgleichungen  der  Haupttangentencurven  und 
Krümmungslinien  nur  Quadraturen. 

Zu  den  Flächen  dieser  Art  gehören  insbesondere  alle  Flächen 
Constanten  Gauss'schen  Erümmungsmasses.  Wenn  man  nämlich  auf 
einer  solchen  Fläche  die  Haupttangentencurven  als  Parameterlinien 
u  =  Const.,  V  =  Const.  einführt,  so  werden,  wie  Dini  und  Enneper 
zuerst  zeigten ;  e  und  g  Functionen  von  u  resp.  v  allein.    Also  folgt: 

Satz  10:  Die  Haupttangentencurven  und  Krümmungslinien  einer 
Fläche  constanter  Krümmung  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen*). 


Nun  können  wir  übrigens  auch  auf  directem  geometrischen  Wege 
einsehen,  dass  auf  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttangenten- 
curven in  infinitesimale  Rhomben  zerteilt  werden,  diese  Curven  durch 
Quadraturen  gefunden  werden  können. 

Es  seien  nämlich  u,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter,  z.  B. 
die  Coordinaten  x,  y,  und  es  sei  q{u,  v)dt,  wo  öt  eine  infinitesimale 
Grösse  bedeute,  die  noch  unbekannte 
Seitenlänge  des  an  der  Stelle  (u,  v) 
der  Fläche  befindlichen  Rhombus.  Er- 
teilen wir  nun  dem  daselbst  befind- 
lichen Punkt  (x,  y,  d)  die  infinitesimale 
Fortschreitung  QSt  längs  einer  der  hin- 
durchgehenden beiden  Haupttangenten- 
curven und  verfahren  wir  so  mit  allen 
Punkten  der  Fläche,  so  geht  offenbar 
jede  Haupttangentencurve  der  anderen 
Schar  in  eine  ebensolche  über.  Auch 
die  Krümmungslinien,  die  Diagonalen 
der   Rhomben,   werden   unter   einander   vertauscht.     (Siehe  Fig.   19.) 

Diese  geometrische  Thatsache  verwerten  wir  analytisch.  In  dem 
beliebig  angenommenen  Parametersystem  u,  v  hat  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  allgemein  die  Form 

(21)  ds«  =  edu^  +  2fdudv  -f  gdv^, 


Fig.  19. 


*)  Lie,  Zur  Theorie  der  Flächen  constanter  Erümmimg  I.  Archiv  for  Math, 
og  Naturv.  Bd.  lll  (1879),  S.  345—354.  Vgl.  auch  Bulletin  des  sciences  math. 
t.  V  (1881),  II.  ßdrie,  p.  79—80. 
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in  der  e,  /)  g  bekannte  Functionen  von  u,  v  sind.     Indem  wir  die  all- 
gemeine Differentialgleichung  (18)  der  Haupttangentencurven  in  ihre 
linearen  Factoren   zerlegen,   erhalten   wir  die  beiden  Differentialglei- 
chungen 
(22)  Adv  —  Bdu  ==  0,    Cdv  —  Ddu  =  0 

der  beiden  Scharen  von  Haupttangentencurveu.  Es  handelt  sich  darum, 
sie  zu  integrieren.  A,  B,  C,  D  sind  natürlich  bekannte  Functionen 
von  u  und  v. 

Wir  suchen  den  analytischen  Ausdruck  jener  oben  betrachteten 
infinitesimalen  Transformation.  Dieselbe  führt  einen  Punkt  (u,  v)  der 
Fläche  längs  einer  Haupttangentencurve  der  Schar 

Adv  —  Bdu  =-  0 

hin  zu  einem  infinitesimal  benachbarten  Punkte  (u  +  du,  v  +  Sv). 
Die  Incremente  du  und  äv  müssen  also  die  Form  haben: 

du  =  XAdt,    dv  =  XBSt 

Nun   soll  die  Verschiebung  die  Länge  QSt  haben.     Nach  (21)  muss 

also  sein: 

Q^St^  =  edu^  +  2fduSv  -f  gdv^ 
oder: 

Q^^k\A'e  +  2ABf+B'g), 
d.  h. 

sodass  die  infinitesimale  Transformation  in  u,  v  geschrieben  das 
Symbol  hat: 

du    *        dv 


VA^e  +  2ABr+  B^g 

WO  das  allgemeine  Functionszeichen  f  statt  f  gewählt  wurde,  weil  f 
schon  eine  andere  Bedeutung  hat  '  Allerdings  ist  hier  q  noch  un- 
bekannt. 

Diese    infinitesimale   Transformation    führt    die   Haupttangenten- 
curven der  zweiten  Schar: 

Cdv  —  Ddu  =  0 

in   sich  über,   lässt  also  diese  Differentialgleichung  invariant.     Nach 
Theorem  8,  §  1,  6.  Kap.   besitzt   mithin   diese   Differentialgleichung 
den  Multiplicator: 
/90N  AT-   ^     VAU+2ÄBJ+B^ 
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Ganz  ebenso  ergiebt  sich^  dass  die  Differentialgleichung 
Adv  —  Bdu  —  0 
der  anderen  Schar  den  Multiplicator 


besitzt. 

Zwischen  zwei  Multiplicatoren  M  und  N  der  beiden  Differential- 
gleichungen (22)  besteht  also  eine  bekannte  Relation: 


N~  Y  A'e 


^e  +  ^ABf+B''g 

Nach  Satz  3,  §  2  dieses  Kapitels  lassen  sich  also  auch  M  und  N 
durch  nur  eine  Quadratur  finden.  Mithin  erfordert  die  Integration 
der  beiden  Gleichungen  (22)  im  ganzen  drei  Quadraturen. 

Da  jene  beiden  infinitesimalen  Transformationen  auch  die  Erüm- 
mungslinien  unter  einander  vertauschen  ^  so  kann  man  für  die  Diffe- 
rentialgleichungen dieser  ähnliche  Multiplicatoren  aufstellen. 

Wenn  insbesondere  jene  Rhomben  constante  Seitenlänge  QÖt  haben^ 
80  ist  p  ^  1  zu  setzen^  d.  h.  nach  (23)  und  (24)  kennen  wir  dann 
die  Multiplicatoren  M  und  N  und  die  Bestimmung  der  Haupttangenten- 
curven  erfordert  nur  zwei  Quadraturen.  Dieser  Fall  tritt,  wie  oben 
bemerkt,  bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  ein. 

Wir  wollen  diese  allgemeinen  Ergebnisse  an  dem  Beispiele  der 
Flächen  constanter  Krümmung^  welche  Botationsflächen  sind,  verificieren. 
Bekanntlich  kann  man  jede  solche  Fläche  mit  der  jer-Axe  als  Rotations- 
axe  darstellen  in  der  Form: 

rc  =  a  sin  u  cos  t;,    j/  =»  a  sin  u  sin  v, 


-JVi 


;»  «»   /  yX^  —  a*  cos^  u  du. 


Berechnet  man  hier  die  Fundamentalgrossen,  so  kommt: 
e  =  A*,  /"*=»  0,     gf  «=  a*  sin^  ti, 

sodass  die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven 
Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  0 

die  Form  erhält: 

X'du^  +  (A^  -  a^  cos*  u)dv^  =  0 

oder,  in  ihre  linearen  Factoren  zerspalten: 

yX^  —  a*  co8^  w  •  dv  +  iXdu  =  0. 
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Natürlich  ist  die  Integration  sofort  durch  Separation  der  Variabein 
za  leisten.  Wir  wollen  jedoch  unsere  obigen  allgemeinen  Resultate 
verificieren.    Es  ist  hier  zu  setzen: 

C  =  }/X^-  a^~co8^  M ,  D  =  —  lA, 
sodass  ÄD  —  BC-^  —  2a}/A«  —  a«  cos««  und: 

A^e  +  2ÄBf^  B^g  —  A«(A«  -  a«), 
also  constant  wird.     Dasselbe  gilt  von 

CH  +  2CDf+  Jßg  =  }?{X^  -  a*). 

Die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupttangentencurven  besitzen 
sonach  den  Multiplicator 

oder  auch 


]/i*  —  O*C08*t4 

und  das  ist  offenbar  richtig. 

Man  kann  nach    der   anedytischen  Bedingung  dafür  fragen,  dass 
eine  Fläche 

eine  Fläche  der  von  uns  betrachteten  Gattung  ist^  d.  h.  von  ihren  Haupt- 
tangentencurven in  Bhoniben  tserlegt  wird.  Der  Weg  zu  ihrer  Aufstellung 
liegt  offen:  Wir  benutzen  x  und  y  als  Parameter  u  und  v.  Dann 
ist  bekanntlich^  wenn  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  von 
0  nach  Xj  y  mit  p,  q,  die  zweiten  der  Reihe  nach  mit  r,  s,  t  be- 
zeichnet werden: 

e=l+P^y    f  =  pq,    g  =  l+q^ 
und  die  Gleichung  der  Haupttangentencurven: 

rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^  =  0. 
Sie  ist  in  ihre  linearen  Factoren  zu  zerspalten: 

{tdy  +  (s  +  a})dx)  {(s  +  m)dy  +  rdx)  =  0, 
sodass  zu  setzen  ist: 

-4  =  —  tf  B  =  5  +  C0, 

(7  =  5  + fl>;     D  ^^  —  r. 
Hierbei  bedeutet  o  die  Quadratwurzel: 

(Q  =  j/s*  —  rt 
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Nun  wird: 

A'e  +  2ABf+  B'g  =  t\l  +  p')  -  2pqt{s  +  cd)  +  (5  +  co)«(l  +  g^), 

C«6  +  2CDr  +  D^flf  =  (s  +  cd)«  (1  +  p«)  -  2pqr{s  +  cd)  +  r*(l  +  g'). 

Diese  beiden  Ausdrücke;  sie  seien  zur  Abkürzung  mit  ü^  und  F* 
bezeichnet;  stellen  sich  also  dar  als  Functionen  der  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  von  js. 

Wenn  nun  die  Fläche  z  =  F(x,  y)  eine  Fläche  der  betrachteten 
Art  ist;  so  müssen  nach  (23)  und  (24)  die  beiden  Differentialgleichungen 
der  Haupttangentencurven: 

(25)  V{Ady  -  Bdx)  =  0,     ViCdy  —  Ddx)  =  0 

eiuen  gemeinsamen  Multiplicator: 

•^  q{AD  —  BC) 

besitzen. 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Differentialgleichimgen  der  Haupt- 
tangentencurven (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  P  besitzen;  so 
lässt  sich  hieraus  q  Bestimmen  und  danach  wieder  rückwärts  eine  infini- 
tesimale Transformation  angeben;  welche  die  eine  Schar  der  Haupt- 
tangentencurven invariant  lässt;  u.  s.  w.,  d.  h.  man  gelangt  wieder 
zu  den  Flächen;  welche  von  ihren  Haupttangentencurven  in  Rhomben 
zerlegt  werden. 

Einzige  Bedingung  für  unsere  Fläche  ist  also  die,  dass  die  beiden 
Differentialgleichungen  (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  habeo; 
dass  also  eine  Function  P  existiert;  sodass: 

ox       '  dy  ex  dy   ' 

jjc'-:^i+üd'-^ — ¥^-^ 

ox      '  dy  dx  dy 

ist.  Hieraus  lassen  sich  —f—  und  —S —  auf  algebraischem  Wege  be- 
stimmen und  zwar  als  Functionen  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ab- 
leitungen von  z.  Die  einzige  verbleibende  Bedingung;  nämlich  die 
der  Integrabilität: 

d  aigP^  d  aigp 

dy     dx    "^  dx     dy    ^ 

cuthält  also  die  ersten  bis  vierten  Differentialquotienten  von  z. 

Die  Flächen  z  =  F(Xy  y)  also,  welche  von  ihren  Haupttangenten- 
curven in  Ehoniben  zerlegt  werden,  sind  definiert  durch  eine  partielle 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung. 

Wenn  wir  insbesondere  verlangen;  dass  die  Fläche  z  «=  F{x,  y) 
von   ihren  Haupttangentencurven  in  Rhomben  von  constanter  Seiten- 
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länge  QÖt  zerlegt  werden  soll,   so  ist  in  (23)  und  (24)  9  =»  1   an- 
zunehmen^  d.  h.  wir  haben  auszudrücken;  dass  die  Gleichungen 

Ady  —  Bdx  =  0,    Cdy  —  Ddx  =  0 
die  Multiplicatoren 

H^  ^  -KT  ^ 


AD-BC  *''°*'-  -"'  AD-BC 
besitzen.  Dies  liefert  offenbar  gwei  partielle  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung  für  z.  Man  kann  zeigen,  dass  dieselben  nur  von 
solchen  Flachen  gleichzeitig  erfüllt  werden,  für  die 

- — i r— i srs  =  Gonst. 

ist,  d.  h.  nur  von  den  Flächen  constanter  Krümmung.    Wir  gehen  aber 
hierauf  nicht  näher  ein. 

de™*KrGm-  ^'  ^^pi^^'  Dic  Vorliegende  Fläche  möge  nunmehr  die  Eigen- 
'^J^^^'Jj^'^Mumlichkeit  haben,  dass  wünschen  den  beiden  Differentialgleichungen  der 
sind.  Minimalcurven  und  der  Differenttalgleichung  der  einen  Schar  der  Krüm- 
mungslinien die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Beziehung  besteht, 
wonach  das  Integral  der  letzteren  sich  linear  mit  constanten  Coeffidenten 
durch  die  der  beiden  ersteren  ausdrückt  Übrigens  gilt  dann  dasselbe 
von  dem  Integral  der  Differentialgleichung  der  anderen  Erümmungs- 
linienschar,  da  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Minimalcurven  und 
Erümmungslinien  in  diesem  Punkte  vier  Richtungen  mit  harmonischem 
Doppelverhältnis  bestimmen.  Nach  §  3  können  wir  diese  Minimal- 
curven und  Erümmungslinien  durch  Quadraturen  bestimmen. 

um  die  geometrische  Eigentümlichkeit  unserer  Flächengattung 
zu  finden,  seien  die  Parameterlinien  u  =  Const,  v  =  Const.  die 
Minimalcurven.  Längs  derselben  muss  das  Bogenelement  Null  sein, 
d.  h.  in 

d^  =  edu^  +  2fdudv  +  gdf^ 

ist  6  «*  ^  B»  0.     Es  bleibt  demnach 

d^  =  2fdudv. 
Die  Differentialgleichung  (19)    der  Erümmungslinien  nimmt  also  die 
Form  an: 

(YGdv  +  YEdu)  {YÖdv  —  YEdu)  =  0. 
Da  das  Integral  von 

Vadv+  YEdu  =  0 
die  Form  ip{u)  +  ^(v)  haben  soll  —  denn  ip(u)  und  ^(v)  sind  die 
allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  du^^O,  dv  ^==0  der 
Minimalcurven  — ,  so  sind  E  und  G  von  der  Form: 
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wo  Q  eine  Function  von  u,  v  bedeutet  Indem  wir  an  Stelle  von  u,  v 
passende  Functionen  von  u  allein  und  von  v  allein  als  Parameter 
einführen^  erreichen  wir  insbesondere^  dass 

E=Q,       G^tQ 

wird  (wenn  wir  von  dem  Ausnahmefall  ^  =  0  oder  6?  =  0,  in 
welchem  die  Erümmungslinien  Minimalcurven  sind^  absehen).  Die 
Kriimmungslinien  sind  dann  gegeben  durch: 

M  +  iv  =  Const. 
Sie    sind   Isofhennm.     Um   dies   nachzuweisen  —   ohne   uns   auf  die 
Theorie  der  Isothermensysteme  auf  Flächen  zu  stützen^  nach  der  dies 
augenscheinlich  ist  —  führen  wir  neue  Parameter  w^,  t;^  ein  vermöge  : 

w  -[-  f v  =  2ui,    w  —  iv  aa=  2iv^^ 
sodass    t^  =  Const.;    t;^  <=  Const.    die   Erümmungslinien    sind.     Als- 
dann ist: 

du  ^  du^  +  idv^y    (?t?  =  —  idu^  —  dv^ 

und  also  wird  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds"  =  2tdudv  —  —  2if{du^^  +  dvi«), 
d.  h.  längs  der  Erümmungslinien  t^  =  Consi,  v^  =  Const.  haben  die 
Bogenelemente  die  Werte  dVi )/ —  2if  und  du^  Y —  2if.  Zieht  man 
also  die  Erümmungslinien  m  =  w^,,  U'^Uq'\-  b^  m  =  m^  +  2b,  . . ., 
t;  ==  t7Q,  v  =  v^  +  ß,  t;  =  Vq  +  2«; . . .,  wo  b  eine  infinitesimale  Zahl 
bedeute;  so  bilden  sie  QtuidrcUe  von  der  Seitenlänge  sY — 2if,  was 
zu  beweisen  war. 

Wenn  umgekehrt  die  Erümmungslinien  einer  Fläche  Isothermen 
sind;  so  folgt  rückwärts ;  dass  man  das  Bogenelement  durch  Ein- 
führung passender  Parameter  u,  v  auf  die  Form 

d^  =  2fdudv 
bringen  kann  und  gleichzeitig  u  ^iv  ^^  Consi  die  Erümmungslinien 
darstellt.     Man  gelangt  also  zu  den  ursprünglichen  Flächen  zurück. 

Satz  11:  Sind  die  Kriimmungslinien  einer  Fläche  Isothermen,  so 
kann  man  sie  und  die  Minimaicurven  der  Fläche  durch  Qtuidraturen 
hesümmen. 

Übrigens  ist  dieser  SatZ;  soweit  er  von  den  Erümmungslinien 
spricht;  nur  ein  Specialfall  des  Satzes  b,  §  2. 

^  Angenommen;  es  seien  u,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter; 
in  denen  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds^  =  edu^  +  2fdudv  -|-  gdv^ 

12» 
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ist^  und  die  Dififerentialgleichung  (19)  der  Erümmungslinien  lasse  sich 
in  die  beiden  linearen  Factoren  zerlegen: 

Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0, 

wo  A,  Bj  C,  D  alsdann  bekannte  Functionen  von  u,  v  sind,  so  lässt 
sich  ihre  Integration  in  derselben  Weise  wie  im  vorigen  Beispiel 
durchführen,  indem  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  aufstellen, 
welche  die  Punkte  der  Fläche  längs  der  einen  Erümmungslinien  um 
die  infinitesimalen  Quadratseiten  verschieben.  Diese  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen  lassen  jedesmal  die  andere  Schar  der  Erüm- 
mungslinien invariant.     Wie  im   1.  Beispiel ,  finden  wir  danach ;  dass 

.,,         1  yC'e  +  2CDf+D^g 
^~  Q  AD-BG 

Multiplicator  der  einen, 


^_.  1  VA'e  +  2~ABf+B'g 
Q  AD-BG 

Multiplicator  der  anderen  Differentialgleichung  der  Erümmungslinien 
ist  Q  ist  hierin  noch  unbekannt,  aber  zwischen  N  und  M  besteht 
eine  bekannte  Beziehung,  sodass  die  Integration  nach  Satz  3,  §  2, 
geleistet  werden  kann. 

Wenn  man  die  Coordinaten  a:,  y  als  Parameter  m,  v  wählt  und 
wie  im  1.  Beispiel  die  Bedingung  sucht,  welche  die  betrachteten 
Flächen  0  ==  F(x,  y)  erfüllen  müssen,  so  kommt  man  auch  hier  auf 
eine  partielle  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  die  aus  einer  Inte- 
grabilitätsbedingung  hervorgeht.  Diese  partielle  Differentialgleichung 
aller  Flächen,  deren  Erümmungslinien  Isothermen  sind,  wurde  von 
Weingarten*)  in  sehr  eleganter  Form  zuerst  aufgestellt. 

Zu  den  hier  betrachteten  Flächen  gehören  die  Flächen  zweiten 
Grades,  die  Rotationsflächen  und  die  Flächen  constanter  mittlerer 
Erümmung.  Dass  insbesondere  die  Minimalflächen  hierher  gehören 
und  also  ihre  Erümmungslinien  durch  Quadraturen  zu  bestimmen 
sind,  hat  schon  Roberts**)  bewiesen. 

Flächen,  3.  Beispiel:  Angenommen,  ztmschen  den  Integralen  der  leiden  Diffe- 

Schar  Ton  rentiolgleichungen  der  Minimalcurven  und  der  Differentialgleichung  der 
tangenten-  cincn  Schar  der  HaupUangentencurven  bestehe  eine  lineare  Beziehung  mit 

curven 
Isothermen  " 

■inti  »)  Weingarten,   Über  die  Differentialgleichung  der  Oberflächen,   welche 

durch  ihre  Erfimmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  geteilt  werden  können. 
Sitzungsberichte  der  preuss.  Acad.  d.  Wissensch.  1883,  S.  1158—1166. 

**)  Roberts,  Sur  la  surface  dont  les  rayons  de  courbure  sont  ^gaux,  mais 
dirigäes  en  sens  oppos^s.    Journal  de  Liouville,  t.  XI,  1.  s^rie,  p.  300 — 312. 
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Constanten  Coefficienten.  Alsdann  lassen  sich  diese  drei  Curvenscharen 
auf  der  betreffenden  Fläche  durch  Quadraturen  bestimmen,  nach  §  3. 
Wegen  der  vorausgesetzten  Beziehung  sind  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Isothermen  auf  Flächen  die  Haupttangentencurven,  von 
denen  hier  die  Rede  ist,  eine  Schar  von  Isothermen.  Daher,  da  sich 
diese  Folgerung  umkehren  lässt: 

Satz  12:  Sind  die  Haupttangentenctirven  der  einen  Schar  auf  einer 
Fläche  Isothermen,  so  kann  man  diese  sowie  die  beiden  Scharen  der 
Minimalcurven  durch  Quadraturen  finden. 

Es  ist  hier  nicht  gesagt^  dass  auch  die  Haupttangentencurven 
der  Ziveiten  Schar  Isothermen  seien.  Wenn  aber  beide  Scharen  zu- 
sammen ein  Isothermen  System  bilden,  so  durchsehneiden  die  Haupt- 
tangentencurven einander  senkrecht.  Dies  tritt  bekanntlich  nur  bei  den 
Minimalflächen  ein.  Umgekehrt  bilden  aber  auch  die  Haupttangenten- 
curven einer  Minimalfläche  stets  ein  Isothermensystem.  Somit  folgt 
der  von  Roberts*)  zuerst  abgeleitete  Satz,  dass  die  Haupttangenten- 
curven einer  Minimalfläche  durch  Quadraturen  zu  bestimmen  sind. 

Als  Anhang  hierzu  heben  wir  noch  eine  Bemerkung  über  Minimal- 
flächen hervor:  Da  man  weiss,  dass  parallele  Ebenen  eine  Minimal- 
fläche in  Isothermen  schneiden,  so  sind  auch  die  Orthogonalcurven 
dieser  Parallelschnitte  Isothermen.  Sie  können  nach  Satz  5  des  §  2 
folglich  durch  Quadratur  gefunden  werden. 

§  5.     Integration  gewisser  Differentialgleiohnngen  von  Gxirven- 
Bcharen  in  der  Ebene  und  auf  knunmen  Flächen. 

Wir  haben  mehrfach  von  dem  Satze  3  des  §  2  Gebrauch  ge- 
macht, nach  welchem  die  Integration  zweier  Differentialgleichungen 

Adv  ~  Bdu  =  0,    Cdv  —  Ddu  =  0 
nur   Quadraturen    erfordert,   sobald    man   weiss,   dass   zwischen   zwei 
Multiplicatoren  M  und  N  derselben  eine  Beziehung  besteht  von  der 
Form: 

—  =  <jp(M,t;). 

In  Satz  4  des  §  2  haben  wir  diesen  Satz  geometrisch  eingekleidet. 

Weitere  geometrische  Anwendungen  knüpfen  sich  an  die  folgende  Boriehung 
Verallgemeinerung  jenes  Satzes:  ^^sSien 

Satz  13:  Besteht  zwischen  zwei  Multiplicatoren  M  und  N  der  beidenS^nmi^r 
gewöhnlicJien  Differentialgleichungen:  ^eSngeil 
Adv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 

*)  Siehe  die  letzte  Fassnote. 
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eine  Beziehung  von  der  Form: 

wo  cc  und  ß  bekannte  Functionen  von  u  und  v  bedeuten,  so  verlangt  die 
Integration  der  beiden  Gleichungen  nur  Quadraturen. 

Zum   Beweise   bemerken   wir,    dass    M  und   N  die   Definitions- 
gleichungen  erfüllen: 

^     du     '^  ^     dv      ~        du         dv  ' 
deren  zweite  sich  wegen 
(27)  N=M^'ß 

verwandelt  in: 

du  *  dv  '^       du         dv 

oder: 

"^  "^^  '^       ^^ 

•"        ö«    "*"  3t7  ^u        dv 

Die   Gleichungen   (26)   und   (28)   sind   linear   in   ?^p   und   -^. 

Somit  lassen   sich   diese  —  da  (28)  noch  lg  M  explicite  enthält  — 
darstellen  in  der  Form: 

-f--  =  A  lg  ilf  +  ft, 


(29) 


du 

dlgM 


-dv «'Ig-fl^+Ä; 

wo  X,  II,  V,  n  bekannte  Functionen  von  u  und  v  bedeuten. 

Aus  zwei  solchen  Gleichungen  (29)  lässt  sich  nun  lg  M  durch 
zwei  Quadraturen  bestimmen.  Stellt  man  nämlich  zunächst  die  Inte- 
grabilitätsbedingung  auf,  so  findet  man,  dass  unter  anderem 

ai  _  av 

dv        du 

ist.    Mithin  giebt  es  eine  Function  (o  von  u,  Vy  für  die: 

d(o j       dm 

du  '     dv 

ist.     Sie  wird  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Setzt  man  dann 
so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  Sl 
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und  hieraus  wird  Sl  durch  eine  Quadratur  gefunden«  Dann  ist  auch 
\gM  =^  Sl'  ^  bekannt 

Hiermit  ist  Satz  13  bewiesen.  Denn  es  ist  jetzt  der  Multiplicator 
M  und  nach  (27)  auch  der  Multiplicator  N  gefunden.  Die  Integration 
der  Differentialgleichungen  verlangt  weiterhin  also  nur  noch  Quadra- 
turen« 

um  unseren  Satz  13  anzuwenden^  wollen  wir  zunächst  unter  u,  v  oeometri- 
die   rechtwinkligen  Punktcoordinaten   Xy  y  der  Ebene  verstehen.    Eswendongm 
seien  also  in  der  Ebene  zwei  Curvenscharen  definiert  durch  die  Glei- 
chungen: 

Ady  —  Bdx  —  0,    Cdy  —  Ddx  =  0. 

Es  sei  M  ein  Multiplicator  der  ersten  und  N  einer  der  zweiten  und 
»wischen  beiden  bestehe  die  obige  Beziehung: 

(27)  N=M^*ß, 

wo  a^  ß  bekannte  Functionen  von  x,  y  sein  sollen. 

Erinnern  wir  uns  an  die  geometrische  Deutung  des  Multiplicator» 
in  Satz  1;  §  1  dieses  Kapitels.     Danach  ist  zu  setzen: 

dfiYA^  +  B*'  SvyCP  +  D^ 

Hier  bedeutet  dt  eine  infinitesimale  Zahl,  dfi  und  dv  sind  die 
Breiten  der  Streifen  ^  welche  von  zwei  infinitesimal  benachbarten 
Curven  der  ersten  bez.  zweiten  Schar  gebildet  werden,  gemessen  an 
der  Stelle  (x,  y).    Die  Beziehung  (27)  kann  also  geschrieben  werden: 


Hier  sind  a,  ß,  A,  B,  C,  D  bekannte  Functionen  von  x,  y.  Es  be- 
steht demnach  zwischen  d^  und  dv  eine  bekannte  Relation  von  der 
Form: 

(28)  (l?)"*"lf -»('-»)• 

Wenn  umgekehrt  eine  solche  Beziehung  besteht,  so  kann  man 
daraus  die  Relation  (27)  ableiten,  die  beiden  Differentialgleichungen 
also  nach  Satz  13  durch  Quadraturen  erledigen. 

Ein  Specialfall  der  Gleichung  (28)  ist: 

*fi  •  tf  V  «=  (o(x,  y)St*. 


184 


Kapitel  9,  §  5. 


Fi«.  20. 


Er  lässt  sich  leicht  geometrisch  deuten:  Die  Integralcurven  der 
beiden  vorgelegten  Differentialgleichungen  bilden  infinitesimale  Paral- 
lelogramme. Betrachten  wir 
das  an  der  Stelle  {Xy  y) 
befindliche.  Syi,  und  8v  sind 
in  demselben  die  Höhen. 
Bezeichnen  wir  die  Seiten 
des  Parallelogramms  mit 
8m  und  dn,  ihren  Winkel 
mit  e,  so  ist  (Fig.  20): 

Sil,  =  8n  •  sin  0,     dv  =  dm  •  sin  ö, 
also 

9yL'  8v  =  ön  '  dm  •  sin*  0, 

Aber  dn  •  dm  *  sinS  ist  der  unendlich  kleine  Inhalt  J  des  Parallelo- 
gramms.    Die  angenommene  Beziehung  liefert  daher: 

J"  sin  ®  =  (o(x,  y)8fi. 
Nun  ist  sin  0  leicht  als  Function  von  x  und  y  auszudrücken,  denn 
die    durch   den   Punkt   (x,  y)  gehenden    Curven   der   beiden   Scharen 

S  D 

haben  zur  x-Axe  die  Tangentialneigungen  -^  und  -^^ 

A       C  BC  —  ÄD 


sodass 


tg©  = 


■+i 


n 

0 


AC-  BD 


ist.  Unsere  Annahme  kommt  also  auf  die  hinaus,  dass  der  Inhalt  J 
des  Parallelogramms  als  Function  des  Ortes  (x,  y)  bekannt  ist.  Wenn 
umgekehrt  dies  der  Fall  ist,  so  lässt  sich  rückwärts  die  Relation  (27) 
ableiten.     Sonach  kommt: 

Satz  14:    Zerlegen  die  Integralcurven  zweier  Differentialgleichungen 
Ady  —  Bdx  =  0,    Gdy  —  Ddx  =  0 
die  (xy) 'Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme  derart,  dass  der  Inhalt 
des   an   der  Stelle   (x,  y)    befindlichen  Parallelogramms    eine    bekannte 
Function  des  Ortes  ist,  so  verlangt  die  Integration  nur  Quadraturen. 

Insbesondere  schliessen  wir  noch: 

Satz  15:    Weiss  man  von  den  Integralcurven  zweier  Differential- 
gleichungen 

Ady  —  Bdx  —  0,    Gdy  —  Ddx  =  0, 

dass  sie  die  {xy) -Ebene  in  infinitesimale  gleichgrosse  Parallelogramme  jser- 
legen,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen. 

Derartige  Differentialgkichungen  kommen  vor,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  Ebene  flächentreu  auf  sich  selbst  abzubilden.    Die  Curven, 
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in  welche  dabei  die  Geraden  x  «=  Const.  und  y  =  Gonst.  übergehen, 
sind  Integralcurven  solcher  Differentialgleichungen. 

Wir  gehen  dazu  über,  den  Satz  13  auf  Curvenscharen  aBzu-^°J^^°^^« 
wenden,  die  auf  krummen  Flächen  gelegen  sind.  Es  seien  also  m,  t;ein«'*'iAche. 
Parameter  einer  vorgelegten  Fläche  und 

Adv  —  Bdu  =  0,  Cdv  —  Ddu  =  0 
die  Differentialgleichungen  zweier  Curvenscharen  auf  der  Fläche.  Es 
seien  femer  wieder  dm  und  dn  die  Seiten  des  von  den  Integralcurven 
an  der  Stelle  (u,  v)  gebildeten  infinitesimalen  Parallelogramms.  Wenn 
wir  nun  alle  Punkte  der  Fläche  längs  der  zweiten  Curvenschar  um 
die  Strecken  dn  weiter  rücken  lassen,  so  werden  offenbar  die  Curven 
der  ersten  Schar  unter  sich  vertauscht.  Diese  infinitesimale  Trans- 
formation lässt  sich  leicht  in  u  und  v  ausdrücken.  (Vgl.  1.  Beispiel 
des  §  4.)  Da  sie  längs  der  Curven  der  zweiten  Schar  stattfindet,  hat 
sie  die  Form 

wo  r  noch  zu  bestimmen  ist  und  wo  das  allgemeine  Functionszeichen  f 
statt  f  genommen  wurde,  um  Verwechselungen  mit  dem  sogleich  auf- 
tretenden Zeichen  f  vorzubeugen,  u  und  v  erfahren  also  die  Incremente 

du  =  tCdt,     dv  =  rDdt, 
d.  h.  das  Quadrat  der  Strecke,  um  welche  der  Punkt  (ti,  v)  verschoben 
wird,  ist: 

edu^  +  2fdudv  +  gdv^  =  x«  {eC^  +  2fCD  +  gD^)  dt\ 

Hier  bedeuten  natürlich  e,  /,  g  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
der  Fläche.    Da  nun  die  Punkte  um  die  Strecken  du  verschoben  wer- 
*den  sollen,  so  ist  also: 

dff  —  T«  (eC^  +  2fCD  +  giy)dt\ 
d.h. 

_  dn 1 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  setzen: 

und  analog: 

yeA^  +  2fAB  +  gB^=  ü, 

sodass  jene  infinitesimale  Transformation  das  Symbol  hat: 
Sie  lässt  die  Integralcurven  der  Differentialgleichung 
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Ädv  —  Bdu  =  0 
inyarianty  d.  h.  diese  hat  nach  Theorem  8,  §  1^  6.  Kap.,  den  Inte- 
grabilitatsfactor 

(30)  ^=^li' 

WO 

^^AD  —  BC 

ist     Analog  hat  die  Differentialgleichung 

Crfv  -  Ddu  =  0 
den  Multiplicator 

(31)  ^=5-^- 

Nach  Satz  13  sind  die  beiden  vorgelegten  Differentialgleichungen 
integrabel;  wenn  zwischen  M  und  N  eine  Beziehung  besteht  von  der  Form 

d.  h.  wenn  —  nach  den  letzten  Ergebnissen  —  zwischen  den  Seiten 
dm  und  dn  des  Parallelogramms  eine  bekannte  Relation  besteht  von 

der  Form: 

Sm 
Tt 

Daher  kann  Satz  13  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  16:  Weiss  man,  dass  zvoischen  dm  Seiten  dm  und  dn  der 
infinitesimalen  Parallelogramme,  in  welche  die  Integralcurven  ßtveier  vor- 
gelegter  Differentialgleichungen 

Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  -  Ddu  =  0 
eine  durch  gewisse  Gleidiungen 

definierte  Fläche  fliegen,  eine  bekannte  Beziehung  besteht  von  der  Form: 

-ät  =  \ii)    •y(«''')' 

in  der  dt  eine  infinitesimale  Zahl  bedeutet,  so  verlangt  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  nur  Quadraturen. 

Dies  tritt  z.  B.  dann  ein,  wenn  die  Parallelogramme  constanten 
Inhalt  haben.  Denn  ist  ©  der  Winkel  der  sich  im  Punkte  {u,  v)  kreu- 
zenden Integralcurven ;  so  ist  der  Inhalt  gleich  dmdu  sin  @  «=»  Const., 
d.  h.  "»  dt^,  sodass  die  Relation  lautet: 

dt  "*  \dt)     '  sin  e  * 
sin  0  ist  bekannt^  denn  längs  der  einen  Curve  ist  ^  '^  j^f  längs  der 
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andern  =»  ->,-,   sodass   sich   sin  &  nach   einer   bekannten  Formel   der 
Flächentheorie  berechnen  lässt.     Es  kommt: 

wo 


ist.    Daher  wird  unsere  Relation: 

dm    dn  ^U'  V 
dt  '  dt         J  't  ' 

Führen  wir  hierin  wieder  M  und  N  ein  nach  (30)  und  (31),  so 
kommt:  

Also: 

Satz  17:    Weiss  man,  dass  die  Integralcurven  der  beiden  vorgelegten 
Differenticdgleichimgen 

Adv  —  Bdu  =  0,    Cdv  -  Ddn  =  0 
eine  durch  gewisse  Gleichungen  x  =  q>(u,  v),   y  =  ^(m,  t?),   »  =  %(uy  v) 
definierte  Fläche  in  gleichgrosse  infinitesimale  Parallelogramme  zerlegen^ 
so  besteht  zunschen  zwei  Integräbilitätsfactoren  M  und  N  der  Gleichungen 
die  Beziehung  

(^f  f}  9  bedeuten  hierbei  die  Ftmdamentalgrössen  erster  Ordnung  der 
Fläche).    Die  Integration  verlangt  also  nur  Quadraturen. 


Abteilung  HL 

Eingliedrige  6rappen  in  drei  Veränderlichen. 

Bisher  haben  wir  uns  auf  Untersuchungen  im  Gebiete  zweier  Ver- 
änderlicher beschränkt.  Wir  wollen  jetzt  unsere  Betrachtungen  auf 
das  Gebiet  dreier  Veränderlicher  x,  y,  0  ausdehnen.  Dabei  werden  wir 
zunächst  x,  y,  a  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  im  Baume  deuten. 
Eine  andere  Interpretation  der  Veränderlichen  als  Bestimmungsstücke 
eines  Linienelementes  in  der  Ebene  wird  später  in  den  Vordergrund  treten. 
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Kapitel  10. 

Systeme  simultaner  gewShnlicher  Differentialgleichnngen  nnd  lineare 
partielle  Differentialgleichnngen.  ~  Die  Jacobi'sche  Identität. 

Zunächst  werden  wir  jetzt  an  eine  Reihe  bekannter  Thatsachen 
erinnern^  indem  wir  den  Integralen  simultaner  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen und  den  Losungen  linearer  partieller  Differentialglei- 
chungen in  drei  unabhängigen  Veränderlichen  Xj  y,  z  geometrische 
Deutungen  unterlegen  und  den  Zusammenhang  zwischen  jenen  Inte- 
gralen und  diesen  Lösungen  erläutern. 

Im  Anschluss  hieran  werden  wir  noch  einzelne  Punkte  beleuchten, 
auf  welche  wir  uns  später  zu  beziehen  haben. 

§  1.  Geometrisohe  Deutungen  simultaner  gewöhnlicher  und  linearer 
partieller  Differentialgleichungen. 

Ebenso  wie  zwischen  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  in 
zwei  Veränderlichen  x,  y 

Xdy  —  Ydx  =  0 
oder 

dx dy 

und  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

ein  enger  Zusammenhang  besteht,  insofern  als  jedes  Integral  f  der 
ersteren  eine  Lösung  der  letzteren  und  umgekehrt  jede  Lösung  f  der 
letzteren  ein  Integral  der  ersteren  ist,  —  ebenso  hängt  atich  das  simtU- 
tane  System  von  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  drei  Ver- 
änderlichen X,  y,  fs: 
^^  V  dx dy        dz 

eng  zusammen  mit  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(2)  x^+Y^  +  Z^-^O. 

^  '  dx    ^        dy    ^        dz 

Es  sollen  hier  natürlich  X,  F,  Z  Functionen  von  x^  y,  z  bedeuten. 
Wir  wollen  diesen  bekannten  Zusammenhang  im  gegenwärtigen  Para- 
graphen analytisch  wie  geometrisch  beleuchten. 

^sjttem.^"         -Dos  System  (1)  integrieren   heisst,  etwa  y  und  z  als  Functionen 
von  x  zu  bestimmen,  sodass  sie  die  Gleichungen  (1)  identisch  erfüllen, 
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mit  anderen  Worten  —  wenn  Xy  y,  e  als  rechtwinklige  Punktcoordi- 
naten  im  Räume  gedeutet  werden  — ,  diejenigen  Curven  im  Räume  zu 
finden,  welche  die  folgende  geometrische  Eigentümlichkeit  besitzen: 
Die  Gleichungen  (1)  ordnen  jedem  Punkte  (a;,  y,  z\  für  welchen  nicht 
etwa  zufällig  gerade  X-=  r«=.Z  =  0  ist,  eine  Fortschreitungsrichtung 
(dx,  dy,  dz)  zu^  deren  Richtungscosinus  proportional  X,  Y^  Z  sind. 
Das  Integratiousproblem  besteht  nun  darin,  alle  Curven  zu  finden,  deren 
Tangenten  in  allen  ihren  Punkten  mit  den  den  betreffenden  Punkten 
zugeordneten  Fortschreitungsrichtungen  zusammenfallen.  Die  Integra- 
tion liefert,  wie  man  analytisch  beweisen  kann,  oo*  Curven  (indem 
zwei  Integrationsconstanten  auftreten).  Dies  hat  einen  anschaulichen 
Sinn,  denn  wir  werden  geometrisch  eine  solche  Integrälcurve  dadurch  ^^'^^' 
erhalten,  dass  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehend  der  ihm 
zugeordneten  Richtung  folgen  bis  zu  einem  benachbarten  Punkt,  hier 
wieder  der  diesem  zugehörigen  Richtung  bis  zum  nächsten  Punkt  nach- 
gehen u.  s.  w.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  im  Räume  geht 
also  eine  und  nur  eine  Integrälcurve,  sodass  es  im  ganzen  deren  oo^ 
giebt.  Natürlich  ist  diese  anschauliche  Betrachtung  kein  strenger 
Beweis  für  die  Existenz  von  Integralcurven.  Wir  setzen  vielmehr  die 
allgemeine  Möglichkeit  der  Integration  als  bekannt  voraus. 

Analytisch  werden  die  oo*  Integralcurven  durch  zwei  Gleichungen 
dargestellt,  die,  nach  den  willkürlichen  Constanten  a,  h  aufgelöst,  etwa 
die  Form  haben: 

i4(a;,  y,  ^)  =  a,    t?(a;,  y,  ^)  =  6. 
Jedem  bestimmten  Zahlenpaar  a,  h  entspricht  eine  Integrälcurve.    Die 
vorstehenden  Gleichungen  stellen  die  oo^  Integralcurven  dar  als  Schnitte 
der  Flächen  u  =  Const.  und  t;  «=  Const.    Folglich  enthält  jede  dieser 
Flächen  oo^  Integralcurven. 

Eine  Function  u  heisst.  ein  Integral  des  simultanen  Systems  (1),  integral 
wenn  jede  Fläche  aus  der  Schar  «  =  Const.  von   oo^  Integralcurven 
des  Systems  erzeugt  wird.     Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
n  die  Gleichung 

ox    ^        oy    ^        dz 

identisch  erfüllt.  Dann  nämlich  und  nur  dann  besitzt  jede  Fläche 
u  =  Const.  in  jedem  Punkte  eine  Tangente,  deren  Richtung  (X:Y:Z) 
mit  der  Richtung  der  durch  den  betreffenden  Punkt  gehenden  Integräl- 
curve zusammenfällt.  Wenn  man  also  von  Punkt  zu  Punkt  dieser 
Richtung  nachgeht,  d.  h.  eine  Integrälcurve  durchläuft,  so  bleibt  man 
fortwährend   auf  der  Fläche  u  «=  Const.,   die   daher  die  durch  einen 
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beliebigen  ihrer  Punkte  hindurchgehende  Integralcurve  vollständig 
enthält^  mithin  von  oo^  Integralcuryen  erzeugt  wird. 

Kennt  man  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  u  und  v  des 
simultanen  Systems  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

fi  =  a,  t;  =  &    (a,  6  =  Const.) 
alle  oo*  Integralcurven  dar.     Da  nun 

a(i«,  r)  =  0 
die  allgemeine  Gleichung  einer  von  oo^  Curven  m  =  a,  t?  «=  6  erzeugten 
Fläche  ist,  so  ist  Sl(u,  v)  das  allgemeinste  Integral  des  simultanen 
Systems.  Jedes  Integral  des  Systems  ist  also  darstellbar  als  Function 
irgend  zweier  von  einander  unabhängiger  Integrale  derselben.  Eepnt 
man  nur  diese  zwei,  so  kennt  man  alle  Integrale  und  alle  Integral- 
curven,  und  das  simultane  System  ist  als  integriert  zu  betrachten. 

Eine  eineeine  Fläche 

wird  von  oo*  Integralcurven  erzeugt,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
(x,  y,  e)  die  Richtung  der  hindurchgehenden  Integralcurve  zur  Tan- 
gente hat,  wenn  also  für  jeden  Punkt  der  Fläche 

ox    ^        oy    ^        dz 

ist,  denn  dann  und  nur  dann  enthält  sie  die  durch  ihre  Punkte  gehen- 
den Integralcurven.  Dies  können  wir  auch  so  aussprechen:  Die  Glei- 
chung fp{x^  y,  z)=^0  lässt  sich  dann  und  nur  dann  in  der  Form 
a(w,  t;)  =  0  schreiben,  in  der  w,  t;  zwei  von  einander  unabhängige 
Integrale  darstellen,  wenn  die  Gleichung: 

ox    ^        oy    ^        dz 
besteht  vermöge  (p{Xj  y,  z)  =  0. 

Hierbei  vrird  stets  von  solchen  Punkten  (ar,  y,  d)  abgesehen,  für 
die  X,  F,  Z  selbst  sämtlich  verschwinden. 

LinJarepar-         Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Lösung  derselben  heisst  jede  Function  f^^u,  welche  sie  identisch  er- 
füllt und  keine  Constante  ist  Nach  dem  Obigen  ist  demnach  jede 
Lösung  von  (2)  ein  Integral  des  simultanen  Systems  (1),  und  umgekehrt. 
Daher  leuchtet  ein,  dass  die  allgemeinste  Lösimg  von  (2)  die  Form 
f,=a  Sl(ti,  v)  hat,  sobald  nur  w,  v  irgend  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  darstellen.     Während  das  simultane  System  (1)  oo^  Ourven 
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—  die  Integralcurven  w  =  a,  v  =  6  —  definiert,  werden  durch  die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  (2)  diejenigen  Flächen 

Sl{Uy  v)  =  Const 
bestimmt,  deren  jede  von  je  oo^  Integralcurven  erzeugt  wird.     Sind 
die  Integralcurven  bekannt,  so  sind  es  auch  die  von  ihnen  gebildeten 
Flächen,  die  Integrälflächen,  und  umgekehrt  Auchl^' 

Die  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
ist  demnach  auf  diejenige  des  simultanen  Systems  (1)  zurückfuhrbar, 
oder  auch  umgekehrt. 

Sind  u  und  v  zwei  von  einander  unabhängige  Losungen  von  (2), 
d.  h.  Integrale  von  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

M  =«  o,  v  =  6 
die  cx>*  Integralcurven  von  (1)  dar.  Diese  Curven  nennen  wir  nach 
Monge  auch  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichang  (2).  Wir  können  daher  sagen:  Jede  Lösung  von  (2)  stellt 
gleich  Const.  gesetzt  eine  von  oo^  Charakteristiken  erzeugte  Integral- 
fläche von  (1)  dar,  und  umgekehrt  erzeugt  eine  continuierliche  Schar 
von  oo^  Charakteristiken  —  etwa  alle  von  einer  beliebigen  Curve  aus- 
gehenden Charakteristiken  ^  stets  eine  Integralfläche. 

Wir  wollen  diese  geometrischen  Deutungen  durch  einige  sehr  ein- 
fache Beispiele  erläutern. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Beispiele. 

^  dx  dy 

hängt  zusammen  mit  dem  simultanen  System 

dx dy         dz 

~y         ^^  "^  ~Ö" 

Dasselbe  ordnet  einem  Punkt  (o;,  y,  z)  des  Raumes  eine  Fortschrei- 
tungsrichtung  zu,  deren  Richtungscosinus  proportional  j^,  —  x^  0  sind, 
die  also  zur  (a;j^) -Ebene  parallel  und  auf  dem  Lote  vom  Punkt  aus 
auf  die  0-Axe  senkrecht  steht.  Verfolgt  man  die  Fortschreitungs- 
richtung  von  Punkt  zu  Punkt,  so  beschreibt  man  einen  Kreis,  der 
seinen  Mittelpunkt  auf  der  0-Axe  hat  und  dessen  Ebene  auf  der  jer-Axe 
senkrecht  steht.  Die  Charakteristiken  sind  also  sämtliche  Kreise,  welche 
durch  Rotation  um  die  j^-Axe  entstehen,  die  von  Charakteristiken  er- 
zeugten Integralflächen  daher  die  Rotationsflächen  mit  der  ^e^-Axe  als 
Rotationsaxe.     In  der  That  ist  die  Gleichung  einer  solchen 

/•=;»- 9,(«»  +  y»)  =  0 
und  hier  ist 
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also: 


2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  der  ebenfalls  ^  fehlt,  entspricht  dem  simultanen  System: 

dx dy äz 

_         _        -^  . 

Dieses  ordnet  jedem  Punkte  eine  Fortschreitungsrichtung  lotrecht  zur 
je;-Ax6  zu.  Die  Charakteristiken  sind  also  diese  Lote  zur  ^-Axe.  Die 
von  ihnen  erzeugten  Integralflächen  sind  Begelflächen  mit  der  all- 
gemeinen Gleichung 

In  der  That  ist  hier  wegen: 

dx  x^^     dy        X 

auch 

dx    '    '^  dy 

3.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

df    ,    .df    ,    ^df       ^ 
dx    ^        dy    *        dz 

hat  zu  Charakteristiken  lauter  parallele  Geraden ,  denn  das  simultane 

System 

dx        dy dz 

a  b  c 

ordnet  jeden  Punkt  die  Richtung  zu,  deren  Cosinus  proportional  a,  b,  c, 
also  constant,  sind.     Die  Integralflächen  sind  daher  Cylinder  von  der- 
selben Richtung,  und  die  allgemeine  Gleichung  eines  solchen  ist: 
f^  ex  —  ajs  —  g>(cy  —  be)  «  0. 

In  der  That  erfüllt  dies  f  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
und  zwar  identisch. 

4.  Beispiel:  Die  Charakteristiken  der  Gleichung 

df    ^        df    .       df       ri 

deren  zugehöriges  System  lautet: 

dx dy dz 

X  y  z  ' 
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sind  alle  cx>*  Geraden  durch  den  Anfangspunkt,  die  Integralflächeu 
also  Kegel,  welche  den  Anfangspunkt  zur  Spitze  haben.  Diese  werden 
durch  eine  in  x^  y,  z  homogene  Gleichung 

f{x,  y,0)  =  O 
dargestellt.    Ist  dieselbe  homogen  yom  fnf^^  Grade,  so  ist  nach  dem 
Euler'schen  Satze 

d.  h.  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  wird  von  f  erfüllt  ver- 
möge /•— 0. 

§  2.     Abhängigkeit  linearer  partieller  Differentialglelohungen. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  die  linke  Seite  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung,  also  einen  Ausdruck  von  der  Form 

X  —  4-  Y—  -I-  Z  ^- 
dx'        dy    *"      dz' 

der  einen  Differentiationsprocess,  ausgeführt  auf  eine  Function  f,  dar- 
stellt, durch  ein  Symbol  von  derselben  Form,  wie  wir  es  in  der  zweiten 
Abteilung  anwandten,  also  durch  Äf,  Bf  u.  dergl.  bezeichnen.  Setzen 
wir  also: 

^f^^r.+  ^Ty  +  ^li 

so  lautet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  kürzer 

Af^O. 
Es  seien  u  und  v  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  der- 
selben, d.  h.  es  sei: 

dx   *        cy    *        de  ' 

dx    *        öy    '        dz 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  Verhältnisse  X:T:Z 
berechnen.     X,    Y,  Z  verhalten   sich   nämlich   zu   einander   wie   die 
zweireihigen,    wegen  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  u,  v  nicht 
sämtlich  verschwindenden  Unterdeterminanten  der  Matrix: 

du    du     du 

dx     dy     dz 

dv     dv     dv 

dx     dy     dz 
sodass  sich  ergiebt 

X  T 


dudv      dv  du        dudv      dv  du        dudv      dv  du 
dydz^dydz         dz  dx      dz  dx        dxdy      dx  dy 

Lie,  DUTerentialgleioliimgen.  13 
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Diese  Relationen  bestimmen  X,  F,  Z  und  daher  auch  Af  bis  auf  einen 
Factor  q.     Da  aber  die  Gleichungen 

^/•=0     und     QAf==0 
dasselbe  aussagen^  so  kommt  es  auf  diesen  Factor  nicht  an. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af^=0  in  äj,  y,  e  wird 
also  durch  die  Angabe  zweier  von  einander  unabhängiger  Lösungen  u,  v 
bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  völlig  bestimmt.  Unter  allen  gleich- 
berechtigten Formeriy  welche  sie  annehmen  kann,  ist  die  folgende: 

df      df      df 


0 


die  einfachste. 

Abhängig-  Wir  nennen  zwei  lineare  Differentiaigleichungen  AJ  =  0  und  A^f^^  0 

lin.  part.  von  einander  abhänqiq,  sobald  sie  dasselbe  aussairen,   d.  h.  sobald  eine 

Differential-  _  ,  i         -n 

gieichnngen.Relation  bcsteht  von  der  Form 

A^f=Q{x,y,z)'AJ 
und  zwar  identisch  für  jede  beliebige  Function  f  Dagegen  heissen  sie 
von  einander  unabhängig,  sobald  keine  derartige  Relation  besteht.  Im 
letzteren  Fall  sind  die  Fortschreitungsrichtungen  ^  welche  die  ent- 
sprechenden simultanen  Systeme  den  Punkten  zuordnen^  bei  beiden 
fQr  Punkte  allgemeiner  Lage  verschieden,  sodass  dann  A^f=0  und 
A^f  =  0  verschiedene  Charakteristiken  haben. 


dx 

dy 

de 

du 

du 

du 

dx 

dy 

de 

dv 

dv 

dv 

Ti 

Sy 

de 

Betrachten  wir  nunmehr  am  lineare  partielle  Differentialgleichungen : 

0, 


^  ^_  Y    ^^  J,  Y  ^M  Z    ^^ 


dx 


dy 


-^3/*=  ^iji+  ^8  -^  +  ^3   ;5T  =  ^y 


dy    •    '^^  dz 
und  nehmen  wir  an,  dass  sie  eine  gemeinsame  Losung  o  besitzen,  so  ist: 

A^m  \ 


(3) 


^.fe+^4:-+^.fe^o, 


dx 
dm 
"^^dx 
d(o 

dx 


A^(D  ^  Xg  ö—  +  Fg 


dy 
dm 
dy 


dz 


JgO)  =  Xj  -3^  H-  Yj  -3^  +  ^i 


de 
dio 


0. 


dy 

Dies  sind  drei  hinsichtlich  g— ,  0— ,  -g—  lineare  und  homogene  Glei- 
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chungen.     Nach  einem  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen 
homogenen  Gleichungen  ziehen  dieselben  bekanntlich  nach   sich,  dass 

entweder  ^— ,  ^— ,  -5—  sämtlich  Null   sind   —   und  das  ist  hier  aus- 

dx  '   dy  ^    dz 

geschlossen  — ,  oder  aber,  dass  ihre  Determinante  verschwindet: 

X,     7,    Z, 

(4)  X,   r,  z,  E=o. 


^r 

Yx 

z. 

X, 

7, 

z. 

Xs 

Y, 

z. 

»} 


Man  kann  hieraus  ferner  schliessen,  dass  es  drei  Functionen  Qi,  p^,  Ps 
geben  muss,  sodass: 

(5)  Q,Y,  +  Q,Y,  +  Q,Y,E^O, 

9i  ^1  +  P2  -^2  +  Ps  -^8  =  0 

ist.     Natürlich  sind  q^,  q^,  q^  durch  diese  Gleichungen  nur  ihren  Ver- 
hältnissen nach  bestimmt.    Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer 

einzigen  zusammenfassen.   Multiplicieren  wir  nämlich  die  erste  mit  0—, 

die  zweite  mit  ^ ,  die  dritte  mit  ^  und  addieren  sie  dann,  so  kommt 
einfach: 

Satz  1:  Haben  drei  homogene  lineare  partielle  IHfferentiaigleichungen 

in  X,  y,  0: 

AJ^O,    AJ^O,    A,f=0 

eine  gemeinsame  Lösung,  so  besteht  zwischen  A^f,  A^f,  A^f  eine  Identität 
von  der  Form 

Q^(x,  y,  0)Aif+  Q^{x,  y,  0)Aif+  Qs{^,  V,  ^)Af=  0 

und  zuHJvr  für  alle  Werte  von  f. 

Wir  werden  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  A^f^^O, 
A^f'^^  0,  A^f^^  0  in  dem  Falle,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Re- 
lation besteht: 

Qi{x,  y,  is)AJ+  Q^{x,  y,  z)AJ+  q^{x,  y,  B)A^f=  0, 

von  einander  abhängig  nennen.  Giebt  es  keine  drei  Functionen  p,,  Oo,  p«,  Abiuingig- 

^  '^  ,  '.*/'*  */^u/  jjgj^  dreier 

durch  welche  diese  Gleichunff  zu  befriedigen  wäre,  so  nennen  wir  sie  un.  part. 

*=*  o  /  Differentlal- 

von  einander  unabhängig.  gieiohungen. 

Da  diese  lineare  Beziehung  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Function  f 
in  die  Gleichungen  (5)  zerfällt,  so  folgt,  dass  die  drei  Gleichungen  AJ^=^  0, 
A^f^r^Q^  A^f^==^  0  dann  und  nur  dann  von  einander  unabhängig  sind, 
wenn  ihre  Determinante: 

13* 
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^=0 


ist. 


2l2        ±2       ^2 
-^3        ^3       ^S 


Es  hat  dies  einen  wichtigen  geometrischen  Sinn.  Denn  X^,  T^,  Z^ 
sind  proportional  den  Cosinus  der  ßichtung;  welche  das  der  Gleichung 
A^f  =  0  entsprechende  System 

dx dy  de 

xi  —  y;  —  ^ 

dem  Punkte  (a?,  y,  g)  zuordnet  Ähnliches  gilt  von  X^,  Fj,  Z^  und 
von  Xj,  Fg,  Zj.  Wäre  jene  Determinante  gleich  Null,  so  würde  das 
hiemach  aussagen,  dass  die  Richtung  (Xg  :  Y^ :  Z^)  in  der  Ebene  der 
Richtungen  (Zj :  Y^ :  Z^)  und  {X^  :  Y^ :  Z^)  h'egt  Also:  Drei  lineare 
pcvrtieUe  Differentialgleichungen  AJ^^=^Oj  A^f'^O,  A^f^^^O  sind  von 
einander  unabhängig,  wenn  die  zugehörigen  simultanen  Systeme  dem  Funkt 
allgemeiner  Lage  (x,  y,  js)  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Richtungen 
zuordnen,  abhängig  aber,  sobald  jene  drei  Richtungen  nur  eine  Ebene  oder 
gar  nur  eine  Gerade  bestimmen.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn 
zwischen  A^f,  A^f  und  A^f  zwei  verschiedene  lineare  Relationen  be- 
stehen, d.  h.  wenn 

A^f^  ^g-^i/*,     A^f^B  fS^Ä^f 
ist. 

§  3.    Der  Elammeratisdraok  und  die  vollständigen  Systeme. 

Für  das  Spätere  ist  es  nützlich,  gleich  hier  einen  gewissen  sehr 
wichtigen  Ausdruck  zu  betrachten,  den  wir  schon  früher  in  zwei  Ver- 
änderlichen kennen  lernten,  und  zwar  wollen  wir  ihn  gleich  für  den 
Fall  darstellen,  dass  n  Veränderliche  x^^x^-'-Xn  vorliegen,  um  späterer 
Wiederholungen  überhoben  zu  sein.  Wir  empfehlen  jedoch  dem  Leser, 
die  folgende  Rechnung  zur  Übung  für  den  Fall  dreier  Variabein  be- 
sonders durchzuführen. 

Es  mögen  also  in  n  Veränderlichen  zwei  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichungen vorliegen: 

df     .  df     .  .  df        ^ 

Hier  sollen  «i,  a»  •••«„,  /3i,  ft  •••  /3„  Functionen  von  x^jX^-  "Xn  sein. 
Wir  wollen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  da  sie  einen  Differen- 


(6) 
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tiationsprocess,  ausgeführt  auf  f^  darstellen,  wie  früher  abkürzend  be- 
zeichnen, indem  wir  setzen: 

Ar—         ^f     X  ^f     \  I  ^f 

^ ^  =  A  äi  + ''« a^  +  •  •  •  +  ^«  4. ' 

oder  mit  Benutzung  des  Summenzeichens: 

(6-)  ^/  =  2''"'a^'    ^f^S^^^i' 

1  1 

sodass  Äf=^0  und  Bf'^  0  unsere  beiden  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen sind. 

Es  soll  nun  der  Ausdruck  j^^^ 

Klftimner- 
Ä{Bf)  -  B(Äf)  •«druck. 

construiert  werden.  A{Bf)  bedeutet  natürlich,  dass  in  AfstsLÜfdeT 
Ausdruck  Bf  gesetzt  werden  soll,  und  entsprechend  B{Af),  dass  in 
Bf  an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Af  stehen  soll.  A(Bf)  wird  aus- 
gerechnet auch  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  /*  ent- 
halten, ebenso  B(Af),     Es  kommt: 

AiBf)  -  B{Äf)  ^2'^-^-±ß.  % 

Hierin  tritt  ö — i—   zweimal  auf,  einmal  mit  den  Coefficienten  Uißk 

und  dann  mit  dem  Coefficienten  — ßk^^  d.  h.  es  hebt  sich  gerade 
fort.  So  fallen  überhaupt  alle  zweiten  Differentialquotienten  von  f 
weg  und  es  bleibt: 

oder,  wenn  im  ersten  Ausdruck  die  Indices  i,  A;  vertauscht  werden, 
was  geschehen  darf:  • 

(7)      A(Bf)  -  mf)  -  22?  («'  H  -  ft  IS)  Ik  ■ 
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Wenn  man  bedenkt,  dass 


^/»'=i?«*4'  -^«••^i?^*^ 


ist;  SO  lasst  sich  die  Formel  noch  kürzer  so  schreiben:*) 

df 
1 


(7-)  A(Bf)  -  B{Af)  ~  2  (^'»'  -  ■»«••)  ^  • 


Das  Bemerkenswerte  ist  hier,  dass  der  Ausdruck  A(Bf)  —  B{Af) 
völlig  frei   von    den   zweiten  Dififerentialquotienten   von  f  wird,    also 

wieder  in  ö-^,**- 0—  linear  und  homogen  ist,  gerade  so  wie  Af  \xnA 

0  »Bj  0  X 

Bf  selbst. 

Wir  werden  diesen  Ausdruck  A{Bf)  —  B{Af)  häufig  noch  kürzer 
schreiben:  {AB)  oder,  wenn  uns  daran  gelegen  ist,  dass  f  in  der 
Formel  zum  Vorschein  kommt:  {Af^  Bf).  Wir  nennen  ihn  wie  in  der 
2.  Abteilung  (vgl.  §  1  des  7  Kap.)  den  Klammerausdruck  von  Afund  Bf. 

Natürlich  ist  es,  um  (AB)  zu  bilden,  durchaus  nicht  notwendig, 
sich  unter  Af  und  Bf  die  linken  Seiten  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen vorzustellen.  Vielmehr  werden  wir  späterhin  wie  in  der 
ersten  Abteilung  Ausdrücke  von  der  Form  Afy  Bf  an  sich  betrachten, 
indem  wir  sie  als  Symbole  infinitesimaler  Transformationen  auffassen. 

Kehren  wir  nach  dieser  den  Klammerausdruck  betreffenden  Ein- 
schaltung   zu    unseren    linearen   partiellen    Differentialgleichungen   in 
drei  Veränderlichen  x,  y,  0  zurück, 
^^artifue"        Woun  die  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  in  x,y,js: 

Differential-  ^  . 

gleiohuBgen  A^f  =  U,      A^f  =  ü 

mit  einer 

meTLätmgeine  gemeinsame  Lösung  u  besitzen,  so  ist 

Da  nun  der  Klammerausdruck 

iAJ,A,f)  =  A,(A,f)-A,{AJ) 

ist,  so  folgt,  dass  auch 

{A^u,  A^u)  ^  0 
ist,  d.  h.     . 


*)  Diese  wichtige  Formel  ist,  wie  früher  (§  2  des  6.  Kap.)  bemerkt  wurde, 
von  Jacobi  aufgestellt  worden. 
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Satz  2:  Besitsien  zwei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  AJ=^  0 
und  Ä^f  =  0  eine  gemeinsame  Lösung,  so  befriedigt  dieselbe  a^ch  die 
durch  Klammeroperation  entstehende  Gleichung 

{A,A,)  =  A,iA,f)  -  A,{A,n  =  0. 

(Offenbar  gilt  dieser  von  Jacob i  herrührende  Satz  nicht  nur  für 
drei  Veränderliche,  sondern  allgemein.  Daher  haben  wir  ihm  auch 
seine  allgemeinere  Fassung  gegeben.) 

Jetzt  haben  wir  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in 
drei  Veränderlichen  vor  uns: 

AJ==0,  A,f^O,  iAJ,A,r)  =  0. 
Sie  besitzen  die  gemeinsame  Lösung  u.  Nach  Satz  1  des  §  2  besteht 
also  zwischen  ihren  linken  Seiten  eine  lineare  Relation.  Dieselbe 
enthält  sicher  den  Klammerausdruck  (^Ä^A^,  sobald  wir  voraussetzen, 
dass  Ay^f^=^0  und  A^f==0  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  keine 
Relation  zwischen  A^f  und  A^f  allein  besteht.  Wir  können  demnach 
jene  Relation  so  schreiben: 

(A^A^)  =  Q^AJ+  Q^AJ. 
Also  ergiebt  sich: 

Satz  3:  Haben  zwei  (unabhängige)  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen Aif=^0  und  A^f^^O  in  drei  Veränderlichen  eine  genuin- 
same  Lösung,  so  besteht  eine  BekUion  von  der  Form: 

{A,A^)  ^  Qi(x,  y,  z)AJ+  P2 (a^,  y,  0)A^f 
identisch  fwr  alle  Werte  von  f. 

Wir  werden  nun  erkennen,  dass  umgekehrt  die  Existenz  einer 
solchen  Relation 

(8)  iA,A,)^Q,AJ+(f,Af 

nach  sich  zieht,  dass  A^f^==0  und  A^f^s^O  eine  gemeinsame  Lösung 
besitzen. 

Um  dies  nachzuweisen,  werden  wir  die  beiden  Gleichungen  ^i/*=  0 
und  A^f=0  in  besonderer  Form  schreiben.  Zunächst  können  wir 
sie  allgemein  durch  zwei  Gleichungen 

(9)  ÄJ=X,AJ+X,AJ='0,    Ä,f=(i,AJ+v,A,f^O 
ersetzen,  sobald  A,ft,  —  Agfij  ^  0  ist.     Dann  ist: 

+  (A,  •  J, ft,  +  Ag •  AiHi)AJ+  (A,  •  ^iftj  +  A,  •  ^,/tj)^j/  — 
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Da  (A^Ai)  —z  0,  {A^A^)  =  0,  {A^A^)  =  —  {A^A^)  ist  und  die  Coeffi- 
cienten  der  vier  letzten  Glieder  Functionen  von  x^  y,  e  sind,  so  drückt 
sich  also  wegen  (8)  auch  {A^A^)  linear  durch  -4,/*  und  A^f  aus  oder 
nach  (9)  linear  durch  A^f  und  ^2/- 

Es  ist  also  ganz  gleichgültig,  in  welcher  Form  (9)  man  die 
beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  schreibt. 

Insbesondere  kann  man,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  das 
System  der  beiden  Gleichungen  A^f^^O,  A^f^^O,  sobald 

{^i^%)  ^  9iAf  +  QtAf 
ist,   stets   in  solcher  Weise  A^f=0,   A^f^^^O    schreiben,   dass    der 
Klammerausdruck  (^1-42)^  0  wird. 

Wir  werden  nun  —  bevor  wir  die  Möglichkeit  dieser  Umformung 
darthun  —  zunächst  beweisen,  dass,  wenn  A^f  ^=  0  und  A^f=^  0  zwei 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  sind^  für  die  insbesondere 

ist,  die  Gleichungen  alsdann  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen.  Um 
nämlich  in  systematischer  Weise  eine  eventuell  vorhandene  gemeinsame 
Lösung  zu  finden,  denken  wir  uns  das  zu  A^f^O  gehörige  simultane 
System  integriert,  also  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  u,  v 
der  Gleichung  A^f  =  0  gefunden.  Die  allgemeinste  Lösung  von 
Aif=0  hat  dann  die  Form  Sl(u,v).  Da  uns  nun  daran  liegt,  eine 
solche  Lösung  von  A^f^^  0  zu  finden,  welche  auch  A^f^^  0  befriedigt^ 
werden  wir  also  die  Function  £l(u,  v)  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 
auch  A^Sl^O  wird.  Nun  ist,  da  A^f  ein  auf  f  ausgeübter  Diffe- 
rentiatiosprocess  ist: 

(10)  J,ß(«,  V)  =  1^  Äu  +  If  I,v. 

Andererseits  folgt  aus 

(1,1,)  =  Ml,f)  -  Ä,(l,f)  =  0, 

wenn  wir  darin  für  die  beliebige  Function  f  insbesondere  u  und  v 
setzen,  da  A^u^  A^v^lO  ist  (denn  u  und  t;  sind  Lösungen  von 
J,/-=0): 

d.  h.  A^u  und  A^v  sind  Lösungen  der  Gleichung  A^f^^O,  also 
Functionen  von  u  und  v  allein: 

A^u  =  q>(u,  v),     A^v  =  if{u,  v), 
sodass  (10)  liefert: 
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2,a(u,  v)  =  q)(u,  v)j^+  if(ti,  v)  ^ ' 

Die  Forderung;  welche  wir  noch  zu  erfüllen  haben ^  stellt  sich  also 
so  dar: 

Dies  ist  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  u,  v  allein 
und  lässt  sich  als  solche  stets  durch  eine  Function  Sl{Uf  v)  befriedigen^ 
nämlich  durch  das  Integral  der  zugehörigen  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

du  äv 

Es  giebt  also  eine  Function  ß,  welche  beide  Gleichungen  A^f=^  0 
und  A^f »» 0  befriedigt.  Sie  ist  die  gesuchte  gemeinsame  Losung 
der  beiden  Gleichungen  Ayf^=»0  und  Ä^f'^O. 

Um  noch  zu  sehen,  dass  sich  ein  System  von  zwei  Gleichungen 
A^f=^0  und  jlg/"— 0,  deren  Klammerausdruck 

ist,  stets  in  solcher  Form  A^f^=Oy  A^f==^0  schreiben  lässt,  in  der 
{AiA^  ^  0  ist,  brauchen  wir  uns  nur  das  System  AJ^=^  0  und  A^f  =  0 
nach  p-  und  -^  aufgelöst  zu  denken,  sodass  etwa: 

ist.  6^  und  6^  bedeuten  hier  gewisse  Functionen  von  x,  y,  0.  Nach 
Voraussetzung  muss  auch  jetzt  eine  Relation  bestehen,  welche  (A^A^) 
linear  durch  A^f  und  A^f  ausdrückt.  Bildet  man  aber  den  Klammer- 
ausdruck, so   erkennt  man,  dass  er  frei  von  -.  -  und  -J-,  also,  da  er 

die  Form  ^lA^f -{-  k2A2fhAben  muss,  gleich  Null  wird,  wie  gewünscht 
wurde. 

Liegen  zwei  Gleichungen  A^f  =s  0  und  A^f'^O  vor,  deren 
Klammerausdruck  die  Form  QiAif-\-  Q^A^f  hat,  so  können  wir  sie 
nach  der  eben  gegebenen  Methode  der  Auflösung  stets  in  einer  Form 
Aif=0,  A^f'^s'O  schreiben,  in  der  (^i^g)^^  ^s*«  Alsdann  aber 
besitzen,  wie  vorher  bewiesen,  A^f^=0  und  A^f^^^  0  oder  also  AJ=^  0 
und  A^f'^^O  eine  gemeinsame  Lösung.     Somit  gilt  das 
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Theorem  12:  Sind  Ä^f=  0  und  A^f==^  0  zwei  lineare  partielle 
Differentialgleichungen  in  x,  y,  z,  so  besitzen  sie  dann  und  nur 
dann  eine  gemeinsame  Lösung,  wenn  eine  Relation  von  der 
Form 

(A^g)  =  Qiip^y  y?  ^)Af+  9i(^,  y,  ^)Af 

identisch  für  jede  Function  f  besteht. 

Man  nennt  in  diesem  Falle  die  beiden  Diflferentialgleichangen 
ge8*"yft^m"-^i^  ^^  ^  ^^^  -^^f  =  ^  zusammon  ein  {zweigliedriges)  vollständiges 
System,  Der  Begriff  eines  vollständigen  Systems  ist  allerdings  um- 
fassender, da  er  nicht  auf  den  Fall  dreier  Veränderlicher  beschränkt 
ist.  Wir  werden  ihn  auf  einer  späteren  Stufe  in  voller  Allgemeinheit 
kennen  lernen.  Im  besonderen  heisst  das  vollständige  System  A^f=0^ 
A^f  =  0  auch  ein  Jacobüsches  System,  wenn  der  Elammerausdruck 
(-4i-4g)^0  ist.  Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  vollständige  System 
Aif'^'O,  ^j/'=0  als  Jacobi'sches  geschrieben  werden  kann. 

Die  Lösung  des  vollständigen  Systems,  d.  h.  die  gemeinsame 
Lösung  der  Gleichungen  A^f=^0  und  ^g/'ssO  bestimmt  man,  um 
es  zu  recapitulieren,  in  dieser  Weise:  Vorerst  schreibt  man  das  System 
in  einer  Form  A^f=^Q,  A^f^^O,  in  der  {A^A^'^O  ist.  Man  sucht 
dann  die  allgemeine  Lösung  iJ(w,  v)  der  Gleichung  AJ  =  0  und  bildet 
A^Sl  =  0,  Diese  Gleichung  ist  dann  stets  eine  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung zwischen  Sl  und  u,  v  allein,  deren  Lösung  Sl  die 
gesuchte  Function  ist.  Offenbar  ist  mit  £1  auch  jede  Function  0{SI) 
Lösung  des  vollständigen  Systems*). 

Wenn  die  Jacobi'sche  Form  A^f'^^O,  A^f=0  im  besonderen 
durch  die  obige  Auflösungsmethode  erhalten  ist,  wenn  also 

ist,  was  stets  zu  erreichen,  so  vereinfacht  sich  die  Integration  noch 
etwas.  Aif=0  ist  nämlich  dann  äquivalent  der  gew.  Differential- 
gleichung in  zwei  Veränderlichen  x,  z: 

dx       dz 

*)  Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme,  die  von  Jacobi  und  C  leb  ach 
herrührt,  bat  durch  Herrn  Mayer  ihre  jetzige  einfache  Form  erhalten. 
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wo  y  in  6^  nar  die  Rolle  einer  arbiträren,  von  x  und  g  unabhängigen 
Grösse  spielt.  Also  kann  man  das  Integral  dieser  Gleichung  als  das 
u  und  y  als  das  v  benutzen.  Man  sieht,  dass  sich  die  Integration 
des  yollständigen  Systems  so  auf  die  successive  Integration  zweier 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  je  zwei  Variabein 
reduciert. 

Übrigens  ist  die  Zurückführung  des  yollständigen  Systems  auf 
eine  Jacobi'sche  Form  vor  Beginn  der  Integration  nicht  nötig.  Man 
braucht  die  Gleichungen  nur  auf  eine  solche  Form  -4,/'=0,  A2f=0 
zu  bringen,  dass  {Äj^A^)  ^  Q^if  wird.  Sind  nämlich  w,  v  die  Lösungen 
yon  Aif=0,  so  zeigt  diese  Relation  wegen  AiU^A^v^Oy  dass 
Ai^A^ti)  ^  0  und  Ai{A^v)  ^  0  ist,  dass  also  A^u  und  A^v  Lösungen 
von  -4i/=0  sind  und  sich  daher  auch  jetzt  durch  w,  v  allein  aus- 
drücken. Nun  setzt  man  f=Sl{UyV)  in  A^f^^O  ein  und  erhält  so 
eine  Differentialgleichung  in  u,  v. 

Schliesslich  kann  man  auch  die  Integration  des  vollständigen 
Systems  A^f^=Oy  A^f^^O,  wo 

ist,  sofort  in  Angriff  nehmen,  ohne  es  erst  umzuformen:  Man  be- 
stimmt zwei  Lösungen  n,  v  von  A^f=^0.  Eine  gewisse  Function 
derselben,  iß(w,  v),  erfüllt  dann  sicher  auch  A^f^^O.  Wir  bilden 
daher: 

AoSl  ^  A.u  '  ä h  A^v  •  3-  ==  0 

oder: 

du  "*"  Ä^u  '  dv  '^ 
Da  eine  Function  £l(u,  v)  existiert,  die  diese  Gleichimg  erfüllt,  und 
da  -ö—  und  -^  nur  von  w,  v  abhängen,  so  lässt  sich  notwendig  auch 

A»v 

-^~  durch  u,  V  allein  ausdrücken.    Daher  ergiebt  sich  auch  auf  diesem 

Wege  die  Differentialgleichung  in  u  und  v  allein.  Diese  Methode  ist 
oft  sehr  praktisch. 

Wir  wollen  uns  die  gemeinsame  Lösung  der  beiden  ein  voll- 
ständiges System  bildenden  Gleichungen  ^i/"  =  0  und  -4j/=0  auch 
geometrisch  vorstellen. 

Die  Frage  nach  einer  gemeinsamen  Lösung  u  kommt  auf  die 
nach  cx>*  gemeinsamen  Integralflächen  u  =  Const.  der  beiden  Glei- 
chungen hinaus.    Es  fragt  sich  somit,  ob  es  cx>^  Flächen  giebt,  welche 
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sowohl  von  je  oo^  Charakteristiken  der  ersten  als  auch  von  je  cx)^ 
Charakteristiken  der  zweiten  Gleichung  erzeugt  werden.  Man  würde 
eine  derartige  Fläche  —  da  durch  jeden  Punkt  p^  des  Baumes  eine 
derselben  hindurchgehen  müsste  —  in  dieser  Weise  zu  constmieren 
suchen:  Von  einem  Punkte  Pq  ausgehend  verfolgt  man  die  durch  ihn 
gehende  Charakteristik  \  der  ersten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 

zu  einem  Punkte  pj^  und  geht  dann  auf 
der  zu  p^  gehörigen  Charakteristik  Jc^  der 
zweiten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 
jr>2;  dann  von  p^  aus  wieder  auf  einer  Cha- 
rakteristik A;/  der  ersten  Gleichung  u.  s.  w. 
abwechselnd.  (Fig.21.)  Diese  Bewegungen 
besitzen  noch  einen  ziemlichen  Grad  von 
Willkür.  Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  beschreibt  man 
hierbei  nur  eine  Fläche  —  und  dann  ist  dies  eine  der  gesuchten  ge- 
meinsamen Integralflächen  —  oder  aber  man  bleibt  nicht  auf  einer 
Fläche.  Wenn  man  die  Bedingung  dafür  aufstellt,  dass  der  erste  Fall 
eintritt,  so  kommt  man  darauf,  dass  zwischen  A^f  und  A^f  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

(A^A^)  =  QiAJ+  Q^A^f 

bestehen  muss*).  Da  wir  von  jedem  Punkte  p^  des  Raumes  aus- 
gehend alsdann  eine  Fläche  erhalten,  so  ergeben  sich  gerade  cx>^  ge- 
meinsame Integralflächen  u  =  Consi,  und  u  ist  die  gesuchte  gemeinsame 
Lösung. 

Schliesslich  heben  wir  noch  Eines  hervor:  Eine  gemeinsame 
Integralfläche  der  beiden  DiflFerentialgleichungen  AJ=  0  und  A^f^=  Oy 
welche  ein  vollständiges  System  bilden,  hat  in  jedem  ihrer  Punkte 
die  beiden  Richtungen,  welche  dem  Punkte  durch  die  zu  A^f=0 
und  A^f=^0  gehörigen  simultanen  Systeme  zugeordnet  werden,  zu 
Tangenten.    Ist 

Af=  ^1  ä^  +  ^1  ay  +  ^1  di' 

^a^—  ^8  äiC  +  ^2  ^  +  -2^2  ^  , 

SO  sind  Zj,  F^,  Z^  den  Richtungscosinus  der  einen,  X^,  Zg,  Z^  denen 
der  anderen  proportional.  Sind  ferner  a,  /S,  y  proportional  den  Rich- 
tungscosinus einer  zu  diesen  beiden  senkrechten  Richtung,  so  muss  sein: 


*)  Diese  Deutung  des  Elammeransdrnckes  {A^  Ä^  erhält  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  eine  vollstöndig  scharfe  Form. 
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d.  h.  man  kann  setzen: 

a  =    ^1^2  ■'^^l;       ß  ™^  ^1^2  —  ^2-^17       Y  ^'^  -^1  ^%  —  "^2  ^• 

Diese  drei  Grössen  verhalten  sich  also  wie  die  Richtungscosinus  der 
Normalen  der  gemeinsamen  Integralfiäche.  Bezeichen  dx^  dy,  dB  die 
Differentiale  der  Coordinaten  x^  y,  0  auf  der  gemeinsamen  Integral- 
fiäche, so  ist  daher: 

{T,Z,  -  Y,Z,)dx  +  (Z,X,  -  Z,X,)dy  +  (X,  Y,  -  X,  Y,)d0  =  0. 
Es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Satz  4:  Die  IntegralfläcJien  des  vollständigen  Systems:  ?*""^°' 

;)/•  p/«  Q/  aohen  vollst. 

DifforenÜal- 

WO  {A^A^^Q^A^f  +  Q^A^f  ist,  befriedigen  die  totale  Differential- 
gleichung: 

{Y,Z,  ~  Y,Z,)dx  +  {Z,X^  -  Z,X,)dy  +  (X,  F^  -  X,  Y,)dz  =  0, 
und  umgekehrt  ist  jede  Fläche,  welche  die  letztere  befriedigt,  eine  Integral- 
flache  des  vollständigen  Systems.  ^ 

Diese  Umkehrong  leuchtet  ein:  Eine  Fläche,  welche  der  totalen 
Differentialgleichung  genügt,  besitzt  als  Normale  die  Richtung,  welche 
zu  den  beiden  Fortschreitungsrichtungen  senkrecht  steht,  die  dem  be- 
treffenden Flächenpunkt  durch  die  zu  A^f  =  0  und  A^f  =  0  gehörigen 
simultanen  Systeme  zugeordnet  werden.  Die  Fläche  hat  daher  die 
beiden  letzteren  Richtungen  als  Tangenten,  d.  h.  ist  Integralfläche 
von  A^f=0  und  A^f^^O. 

Es  wird  erwünscht  sein,  diese  Theorien  an  einfachen  Beispielen 
erläutert  zu  sehen. 

1.  Beispiel:   Sei:  Beiipieie. 

Dann  ist 

\Ai^%)  ^  g^  ^  -^lA 

d.  h.  A^f=0  und  A^f'^O  bilden  ein  vollständiges  System.  Dies 
zu  integrieren,  suchen  wir  zunächst  zwei  Integrale  u,  v  des  zu  A^f=  0 
gehörigen  simultanen  Systems: 

dx dy dz 

~\         ~Ö~  ~  "Ö" 
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Offenbar    sind    u^y,    v^e    zwei    Integrale    desselben.    Nun    wird 
Ä2Sl(y,  d)  gebildet.    Es  kommt: 


Diese  Gleichung  wird  durch 


ß=i^ 


befriedigt  Also  stellt  —  =  Const.  die  oo*  Integralflächen  des  ge- 
gebenen vollständigen  Systems  dar.  Stellen  wir  uns  alles  geometrisch 
vor.    Die  zu  A^f==0  und  A^f^^O  gehörigen  simultanen  Systeme: 

dx dy       dz 

1          Ö"^"Ö'' 
dx        dy dz 

ordnen  dem  Punkte  {x^  y,  z)  zwei  Richtungen  zu,  das  erste  die  Pa- 
rallele zur  ^r-Axe,  das  zweite  den  Strahl  nach  dem  Anfangspunkt 
Die  Integralflächen  von  A^f «»  0  sind  demnach  alle  Cylinder  parallel 
der  iC-Axe,  die  von  A^f^^O  alle  Kegel,  deren  Spitze  der  Anfangs- 
pimkt  ist  Eine  gemeinsame  Integralfläche  muss  beides  zugleich  sein, 
d.^h.  ist  eine  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  die  die  x-Axe  enthält 
Also  sind  die  Ebenen 

^  =  Const 

z 

in  der  That  die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems.  Die  in 
Satz  4  genannte  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  tfdy  +  ydz  =  0. 

Ihre  Integralflächen  sind  die  Flächen,  deren  Normalen  Richtungscosinus 
proportional  0,  — 0^  y  haben.  Diese  Normalen  sind  der  (y£?)-Ebene 
parallel  und  kreuzen  die  a;-Axe  senkrecht.    Mithin  sind  die  betreffenden 

Flächen  die  Ebenen  —  =  Const.  durch  die  aj-Axe. 

z 

2,  Beispiel:    Sei 

Hier  ist  {A^A^^O,  d.  h.  -4i/'=0  und  A^f^^^O  bilden  ein  voll- 
ständiges System  und  zwar  in  Jacobi'scher  Form.  A^f^=^0  hat  die 
Losungen  x  und  y  und  als  allgemeine  Losung  also  eine  Function 
Sl{x,y).  Die  Losung  Sl  des  vollständigen  Systems  muss  noch  der 
Gleichung 

A^Sl  =:-  y  Q     —  X  ^—  =  0 

*  ^  ex  cy 
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genügen,  d.  h.  sie  ist  gleich  7^  -f  y^  zu  setzen.    Also  giebt 

^  +  y^  =  Const. 

die  Integralflächen  des  yollständigen  Systems.  Geometrisch:  Die  Cha- 
rakteristiken Yon  A^f^^O  sind  die  Parallelen  zur  j?-Axe^  also  die 
Integralflächen  Yon  uä,  /* «»  0  die  Cylinder  parallel  dieser  Axe.  Die 
Charakteristiken  von  A^f=^0  sind^  wie  wir  schon  in  einem  früheren 
Beispiel  sahen  (1.  Beispiel  des  §  1);  die  Kreise^  deren  Mittelpunkte 
auf  der  je?-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu  dieser  senkrecht  stehen. 
Die  Integralflächen  von  A^f  =»  0  sind  folglich  die  Rotationsflächen 
um  die  ier-Axe.  Gemeinsame  Integralflächen  beider  Differentialglei- 
chungen können  also  nur  die  Rotationscylinder  um  die  je^-Axe  sein: 

a;*  +  y*  ==  Const. 

Die  totale  Differentialgleichung  lautet  hier 

xdx  +  ydy  «»  0 
und  giebt  in  der  That  sofort 

rc*  +  y*  «=  Const. 
3.  Beispiel:    Sei 

sodass  {A^A^^Oj  d.  h.  A^f=Qy  A^f^=0  ein  vollständiges  System 
ist.  Wir  werden,  um  die  Integralflächen  derselben  zu  finden ,  gut 
thun^  statt  Ji^f  "^  ^  ^^^  einfachere  Gleichung 

zu  benutzen.  A^f^=^0  hat  zu  Charakteristiken  alle  Geraden  parallel 
der  (a;iei)-Ebene,  welche  die  y-Axe  schneiden,  A^f^^O  alle  Geraden 
parallel  der  (y;?) -Ebene,  welche  die  a;-Axe  schneiden.  Die  Integral- 
flächen von  Aif=^  0  sind  somit  die  Regelflächen,  welche  durch  Gleiten 
einer  der  (^Tj?) -Ebene  beständig  parallelen  Geraden  längs  der  y-Axe 
entstehen.  Analog  sind  die  Integralflächen  von  A^f  *=  0  gewisse 
Regelflächen.  Soll  eine  Fläche  Integralfläche  des  yollständigen  Systems 
sein,  so  muss  sie  sowohl  cx>^  Geraden  durch  die  y-Äxe  parallel  der 
(a;i9)-Ebene  als  auchcx)^  Geraden  durch  diea;-Axe  parallel  der  (yje;)-Ebene 
enthalten.  Daher  ist  die  Fläche,  wie  man  elementar  einsehen  kann, 
ein  hyperbolisches  Paraboloid: 

^^  =  Const. 

e 
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Man  kann  auf  systematischem  Wege  durch  Integration  des  yoU- 
standigen    Systems    dies    verificieren:    A^f  =  0    hat    das    allgemeine 

Integral  Ä  (~ ,  y j  und  es  ist 

wenn   —   mit   u    bezeichnet    wird.     A^Sl  =^  0    hat    die    Losung  uy 

oder  —  •    Die  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  ytfdx  —  X0dy  +  xyde  =»  0 

oder,  wenn  durch  xyz  dividiert  wird: 

ydx  +  xdy    i    4f  _-  0 

xy  *     z 

und  giebt  integriert: 

^-Const 

Z 

§  4.    Die  Jaoobi'sohe  Identit&t. 

Zum  Schluss  dieses  Kapitels  wollen  wir  noch  eine  Formel  ent- 
wickeln, die  von  grosser  Bedeutung  für  das  Folgende  ist  und  die  wir, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  den  Elammerausdruck,  sogleich  in  n 
Veränderlichen  Xi,  x^"  -  Xn  darstellen,  indem  wir  dem  Leser  anheim- 
geben, die  Rechnung  im  Falle  n  =  3  durchzuführen. 

Es  seien 

^«  ^  ~  ^1 S  +  ^«  S  +  •  •  •  +  ^"  Ä;  -  2^'  ^, ' 

drei  solche  Differentialausdrücke,  wie  wir  sie  nun  schon  vielfach  be- 
trachtet haben.  Die  a,  /3,  y  bedeuten  irgendwelche  Functionen  der 
n  Veränderlichen  x^,  x^  '  --  Xn-  Zwischen  den  Elammerausdrücken, 
die  sich  aus  Af,  Bfj  Gf  herstellen  lassen,  besteht  eine  sehr  merk- 
würdige Beziehung.  Wenn  wir  wie  oben  A{Bf)  —  B{Af)  kurz  durch 
{AB)  bezeichnen,  so  lautet  diese  Beziehung  so: 

({AB)C)  +  {{BC)A)  +  {{GA)B)  =  0. 
Diese  Identität  rührt  von  Jacobi  her,  der  sie  in  noch  allgemeinerer 
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Weise  entwickelte.  Wir  werden  sie  deshalb  die  specielle  JacoMsche 
Identität*)  oder  auch  kurz  die  Jacöbi'sche  Identität  nennen. 

Man  kann  sie  auf  verschiedenen  Wegen  beweisen.  Der  nächst- 
liegende^  aber  umständlichste  wäre,  die  Ausdrücke  {(AB)C)  u.  s.  w. 
direct  auszurechnen  und  dann  zu  zeigen ,  dass  sich  alle  Glieder  fort- 
heben. In  zwei  Veränderlichen  ist  dies  noch  weniger  umfangreich 
und  der  Leser  möge  deshalb  die  Formel  für  n  ==  2  wirklich  aus- 
rechnen. 

Wir  wollen  die  Identität  nach  einer  Bemerkung  von  Engel  be- 
weisen: Es  ist 

(AB)  =  ÄiBf)-JB(An 
und  daher 

iiAB)G)  =  Ä{B{Cf))  -  B{A{Cf))  -  C{A{Bf)-B{Af)) 

=  A(B{Gf))  -  B{A{Cf))  -  C(A{Bf))  +  C(B{Af)). 

Durch  cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  Ay  Bj  C  gehen  hieraus 
die  Ent Wickelungen  von  {{BC)A)  und  {{CA)B)  hervor.  Addiert 
man  dann  die  drei  Formeln,  so  heben  sich  alle  Glieder  rechts  paar- 
weis fort,  denn  z.  B.  A{B(Cf))  kommt  in  der  ersten  als  erstes  Glied 
positiv,  in  der  zweiten  Formel  als  drittes  Glied  negativ  vor  u.  s.  w., 
sodass  die  Identität  übrig  bleibt: 

i{AB)C)  +  (iBC)A)  +  {{CA)B)  =  0. 
Diese    specielle  Identität  gilt  also  stets   für  drei  Ausdrücke  Af,  Bf, 
Cf.     Sie    spielt   eine    wichtige  Rolle   in    vielen  Untersuchungen    über 
infinitesimale  Transformationen. 
Beispiel:    Ist 

SO  ist: 

iAB)^_.^ll,     iBC)-:^-2.li,    (GA)^li^  +  l^, 
also 

i(AB)C)=-2xlf^,    i(BC)A)  =  0,    (iCA)B)~2x  1^, 

und  die  Summe  der  drei  letzten  Ausdrücke  verschwindet  identisch. 

♦)  Die  hervorragende  Wichtigkeit  der  spectellen  Jacobi'schen  Identität  trat 
wohl  znerst  in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  deutlich  hervor. 
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Kapitel  11. 

Eingliedrige  Oruppe  in  drei  Veränderlichen. 

Um  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 
alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestatten,  zu  einem 
befriedigenden  Abschlüsse  zu  bringen,  ist  es  notwendig,  zunächst  ein- 
gliedrige Gruppen  in  drei  Veränderlichen  zu  betrachten.  Der  Leser 
wird  finden,  dass  diese  Betrachtungen  in  sehr  vielen  Punkten  nur 
insofern  von  denen  des  2.  und  3.  Kapitels  abweichen,  als  jetzt  die 
Zahl  der  Veränderlichen  3  statt  2  ist.  Es  mag  deshalb  auch  gestattet 
sein,  die  Darstellung  möglichst  knapp  zu  fassen  und  bezüglich  der 
ausführlichen  Entwickelungen  häufig  auf  jene  beiden  Kapitel  zurück- 
zuverweisen. 

§  1.    Definition  der  eingliedrigen  Gruppe  im  Baume,  Existenz  einer 
infinitesimalen  TransformLation  derselben. 

Drei  Gleichungen  von  der  Form 

(1)  x^  =  q>{x,y,z),    yi  =  il){x,y,z),    ^i  =  z(a;,  y,  ^), 

von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  Xj  y,  s  auflösbar 
formaüon  ^®^®^>  bcstimmcn  allgemein  eine  Transformation  der  Veränderlichen 
Xj  y^  e  m  die  neuen  Veränderlichen  x^,  yj,  z^.  Wir  fassen  sie  wie 
früher  begrifflich  auf  als  eine  Operation,  welche  alle  Punkte  {x,  y,  b) 
des  Raumes  in  neue  Punkte  (rr^,  y^,  z^  desselben  überführt.  Eine 
Fläche  wird  also  durch  die  Transformation  wieder  in  eine  Fläche,  eine 
Curve  wieder  in  eine  Curve  verwandelt.  Will  man  die  Gleichung 
der  Fläche  aufstellen,  in  welche  die  gegebene  Fläche 

ß(^,  y,  ^)  =  0 

vermöge   der  Transformation   übergeht,   so   hat  man  hieraus  Xy  y^  z 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  zu  eliminieren,  wodurch  sich  die  gesuchte 

Gleichung 

W{x^,y,,z,)  =  0 

der    transformierten   Fläche    ergiebt.     Man    wird    also    zunächst    die 
Gleichungen  (1)  nach  a?,  y,  z  auflösen,  dies  gebe  etwa: 

(2)  Ä:  =  9(^i,yi,0,   y  =  ^(^i,yi,0;   ^  =  zC^^^i,  yi,  O, 

und  dann  diese  Werte  (2)  in  ß  =  0  einführen: 

^(^1,  Vu  ^i)  =  -»(9,  V^,  z)  =  0. 


Trani- 
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Die  Auflösung  (2)  ist  nicht  nötig,  wenn  man  umgekehrt  nach  der 
Fläche  fragt,  welche  vermöge  der  Transformation  (1)  in  die  neue 
Fläche 

übergeführt  wird.  Die  betreffende  Fläche  hat  offenbar  die  Gleichung 
in  X,  y,  0: 

Sl(x,y,0)  =  Wiip,Jl^,x)  =  O. 

Die  durch  Auflösung  von  (1)  nach  den  ursprünglichen  Veränder- 
lichen Xf  y,  0  erhaltenen  Gleichungen  (2)  stellen  ebenfalls  eine  Trans- 
formation dar  und  zwar  die  zu  (1)  inverse,  indem  nämlich  beide  nach 
einander  ausgeführt  alle  Punkte  (x,  y,  e)  des  Raumes  über  die  Stellen 
(^i>  Vi;  ^i)  ^^  ^^^^  ursprünglichen  Lagen  (a?,  y,  d)  zurückführen.  Die 
Aufeinanderfolge  beider  Transformationen  ist  demnach  der  identischen:  ^^^If^J^ 

...  mation. 

X  =Xy    y=y,    e  -=^0 
äquivalent. 

Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  der  Punkte  des 
Eaumes  noch  eine  willkürlich  annehmbare  Constante,  einen  Fara- 
meter  a,  enthalten: 

(3)        x,  =  ip(x,y,0,a),    J^i  =  ^(a?,  y,  ^,  a),    ^i  =  z(a:,  y,  ^,a), 

so  stellen  sie  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  dar.  Insbesondere 
ist  es  denkbar,  dass  diese  Schar  die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  d.  h. 
dass  zwei  Transformationen  der  Schar,  wenn  man  sie  nach  einander 
auf  die  Punkte  des  Baumes  ausführt,  durch  eine  einzige  Transformation 
derselben  Schar  ersetzt  werden  können,  welche  diese  Überführung  aus 
den  Anfangs-  in  die  Schlusslagen  mit  einem  Schlage  leistet. 

Analytisch  stellt  sich  das  Kriterium  für  das  Vorhandensein  der 
Gruppeneigenschaft  so  dar:  Eine  erste  Transformation  der  Schar  (3) 
mit  beliebig  gewähltem  Parameterwert  a  führt  die  Punkte  (x,  y,  0) 
des  Raumes  in  die  Punkte  (x^j  y^,  0^)  über,  deren  Coordinaten  durch 
(3)  bestimmt  werden.  Eine  nach  dieser  Transformation  (a)  der  Schar 
ausgeführte  Ti'ansformation  derselben  mit  dem  Parämeterwert  o^, 
welche  die  Punkte  (x^^  y^,  0^)  weiterhin  in  die  Lagen  (x^,  y^,  ^2) 
bringt,  besitzt  die  Gleichungen: 

(4)  iC2  =  9(^11  yi,^i;«i),  y2  =  ?('(i»?i»yi,^i,ai),  ^i  =  x(^uyi,^v<^i)' 

Die  Transformation  nun,  welche  die  Aufeinanderfolge  von  (3)  und  (4) 
ersetzt,  wird  durch  Elimination  der  Zwischen  werte  x^^  y^,  0^  aus  (3) 
und  (4)  bestimmt.    Es  ergiebt  sich: 

14* 
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.und  analog: 

(5)  {  /  N 

Diese  Transformation  (5)  der  Punkte  (x^y^z)  in  die  Punkte  {x^^y^^z^ 
muss  also,  wenn  die  Schar  der  c»^  Transformationen  eine  Gruppe 
bilden  soll;  eine  Transformation  dieser  Schar  sein,  d.  h.  es  muss  ein 
Wert  X  des  Parameters  existieren,  sodass  die  Gleichungen  (5)  sich 
decken  mit: 

x^  =  (p{x,y,z,X),    yi  =  '4f(x,y,0,X),    z^  =  x{x,y,g,X)\ 
es  muss  daher  sein: 

9(9>(a^,  y,  »^  «);  ^(^,  Vy  ^7  ö),  z(^,  y,  ^,  «),  «i)  =  9?(^,  y,  ^;  ^) , 

*(9( ),  *( ),  %{ ),«i)  =  ^(^,y,^,^), 

a:(9?( ),  ^( ),  z( );«i)  =  z(a?7y,^,^) 

und  zwar  für  alle  Werte  der  Veränderlichen  x,  y,  z.  a  und  o^  be- 
deuten hierbei  beliebig  angenommene  Constanten  und  auch  X  soll 
eine  Constante  sein,  k  ist  bestimmt^  sobald  die  beiden  nach  einander 
auszuführenden  Transformationen  (a)  und  (a^)  gegeben  sind,  d.  h,  X 
ist  eine  Function  von  a  und  o^: 

A  =  A(a,  ai). 

Die  Gleichungen  (3)  stellen  demnach  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe 

dar,  wenn  es  eine  Function  X  von  a  und  a^  allein  giebt,  sodass  für 

alle  Werte  von  x^  y,  z,  a  und  a^  die  drei  letzten  Identitäten  bestehen. 

^GrS^^elm         Insbcsoudere  nennen  wir  diese  Gruppe  (3)  eine  eingliedrige  Gruppe, 

Räume.    y^Q^  gjg  eineti  Parameter  a,  also  oo*  Transformationen  enthält. 

Mau  bemerkt,  dass  jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene 

a^=9(ic,y,a),    y^  =  tl^{x,y,a) 

durch  Zufügung  von  z^^  =^  z  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  wird. 

Wir  werden  nunmehr  die  eingliedrigen  Gruppen  im  Räume  ge- 
nauer untersuchen  und  wollen  —  wie  in  der  Ebene  —  immer  voraus- 
setzen, dass  die  eingliedrige  Gruppe  auch  zu  jeder  ihrer  Transformationen 
die  dazu  inverse  enthalte^  d.  h.  es  soll  eine  Function  ä  von  a  geben, 
sodass  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameter- 
werten a  und  ä  der  identischen  Transformation  äquivalent  ist. 

Führen  wir  nach  einander  zwei  Transformationen  der  Gruppe 
aus,  die  zu  einander  invers  sind,  so  ergiebt  sich  die  identische  Trans- 
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formation;  d.  h.  die  Gruppe  enthalt  die  identische  Transformation,  mit 
anderen  Worten:  Es  muss  ein  Wert  a^  des  Parameters  a  vorhanden 
sein,  fiir  welchen  sich  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  auf  die  der 
identischen  Transformation  Xi  =  o;,  yi  =  y,  z^^=^  z  reducieren,  dass 
also  für  alle  Werte  von  x^  y,  0 

(6)        q>(x,y,0,a,)  =  x,    7l}{x,y,si,a^  =  y,    x{x,  y^  0,  a^)  =  z 

ist. 

Aus  der  Existenz  der  identischen  Transformation  schliessen  wir 
—  wie  in  der  Ebene  (§  3  des  2.  Kap.)  —  auf  die  Existenz  ^♦^ß^^mafe^r^anV 
infinitesimalen  Transformation  in  der  eingliedrigen  Gruppe.  Wenn  fo'»°«tion- 
nämlich  dem  Parameter  a  ein  von  a^  nur  unendlich  wenig  abweichender 
Wert  aQ'\-  da  erteilt  wird,  so  werden  die  Gleichungen  (3)  nicht  die 
identische,  sondern  eine  von  ihr  unendlich  wenig  verschiedene  Trans- 
formation der  Gruppe  vorstellen,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe.    In  der  That,  (3)  giebt  für  a  =  a^  +  Sa: 

Vx  =  ^(^,  y,  ^,  «0  +  *«)  =  V-Ca;,  y,  e,  a»)  +  '-"^-'^^'^^^  da  +  •  •  • , 

^i  =  zO,y,^,«o  +  ««)  =  x(»,y,^,«o)  +  -^^^^  ««  +  •••, 

oder  wegen  (6): 

^.  =  ^  +  ^^%^^  *«  +  •••, 

z,  =  z+  ^^(Y^^'""^^^  +  --> 


da, 


*0 


Jeder  transformierte  Punkt  {xi,  y^,  z^)  ist  also  seiner  Anfangslage 
(x,  y,  z)  unendlich  benachbart.  Natürlich  ist  es  denkbar,  dass  in  den 
Reihenentwickelungen  die  Glieder  niedrigster  Potenz  in  8a  identisch 
verschwinden.  Jedenfalls  aber  wird  eine  Potenz  Sa^  von  8a  als 
niedrigste  wirklich  auftreten  und  sie  wählen  wir  dann  als  unendlich 
kleine  Grösse  8t  =  8a^.  Ihre  Coefficienten,  die  von  x^  y,  z  ab- 
hängen (a^  ist  ja  nur  eine  bestimmte  Zahl),  wollen  wir  mit  |(a:,  y,  z\ 
ri{x^yjZ)j  t(pc,y,z)  bezeichnen.  Dann  nimmt  die  infinitesimale  Trans- 
formation, welche,  wie  wir  wissen,  der  Gruppe  angehört,  die  Form  an: 

Xj^'=='X+^(x,y,z)St-i , 

yi  =  y +^(^;y;^)*^H — ; 
\^i=^  +  tixyy,z)St-\ , 


0) 
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wo  die  nicht  hiDgeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  sind. 

Satz  1:  Eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher  auch  eine  infinitesimale 
Transformation. 

Man  kann  noch  auf  einem  allgemeineren  Wege*)  zu  einer  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe  gelangen,  in  analoger  Weise, 
wie  es  in  der  Ebene  (in  §  3  des  2.  Kap.)  geschah:  Nach  einer  be- 
liebigen Transformation  der  Gruppe  mit  dem  Parameter  s  wird  eine 
zweite  ausgeführt,  welche  sich  von  der  zur  Transformation  (jb)  inversen 
Transformation  (f)  nur  unendlich  wenig  unterscheidet,  deren  Parameter, 
also  etwa  a  +  d«  ist.  Diese  Rei|jenfolge  ist  einer  einzigen  Transfor- 
mation der  Gruppe  äquivalent  und  zwar  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation, denn  die  Transformation  («"  +  de)  führt  die  Punkte  in 
Lagen  zurück,  welche  nur  unendlich  wenig  von  den  Anfangslagen 
abweichen. 

Kann  man   so  auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  gelangen,  so  bleibt  noch  die  Frage  oflFen, 
ob  wir  dadurch  auch  stets  zur  selben  kommen.     Hierüber  werden  wir 
uns  im  nächsten  Paragraphen  Klarheit  verschaffen. 
BoiBpiei.  Beispiel:    Die  oo^  Transformationen r 

Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a, 
y^  =  a;  sin  a  +  y  cos  a, 
jgTi  =  Ä?  +  ma 

mit  dem  Parameter  a  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  (m  soll  eine 
bestimmte  Zahl  sein.)  Zunächst  sieht  man  dies  rein  geometrisch  ein: 
Die  Gleichungen  stellen  ja  nichts  anderes  dar  als  eine  Bewegung  des 
Raumes,,  bei  welcher  der  (starr  gedachte)  Baum  um  die  s-Axe  um 
den  Winkel  a  gedreht  und  gleichzeitig  längs  der  je^-Äxe  um  die 
Strecke  ma  verschoben  wird.  Es  ist  dies  also  eine  Schraubenbewegung. 
Variiert  a,  so  hat  man  oo*  solche  Schraubenbewegungen,  aber  alle 
mit  derselben  Steighöhe,  weil  das  Verhältnis  zwischen  Drehwinkel  a 
und  Verschiebung  ma  constant  ist.     Zwei  solche  Schraubungen  nach 

*)  Erst  durch  diese  zweite  Methode  erkennt  man  in  voller  Strenge,  dass 
jede  eingliedrige  Gruppe    des  dreifachen  Raumes  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen eine  infinitesimale  Transformation 
dx  =.  £(«,  y,  z)St  H ,    ay  =  ri{x,  y,  z)dt  H ,    dz  ^^  £(«,  y,  z)dt'\ 

enthält,  deren  Beihenentwickelungen  nach  ganzen  Potenzen  von  dt  fortschreiten 
und  Glieder  eisier  Ordnung  in  $t  wirklich  enthalten. 


ConstrQction  einer  eingl.  Gruppe  aas  einer  infinitesimalen  Transformation.      215 

einander  ausgeführt  sind  natürlich  einer  einzigen  äquivalent  mit  eben- 
derselben Steighöhe.  Wenn  a  und  a^  die  Drehwinkel  der  beiden  nach 
einander  ausgeführten  Schraubungen  sind^  so  ist  offenbar  a  -f-  «^  der 
Drehwinkel  der  dieser  Aufeinanderfolge  äquivalenten  Schraubung. 

Auch  analytisch  erhellt  dies:  Führen  wir  nach  der  Schraubang 
(a),  welche  die  Punkte  (a;,  y,  b)  in  die  Lagen  (a?!,  y^  0^  überführt, 
eine  zweite  (a^)  aus,  welche  die  neuen  Punkte  (rcj,  y^,  ß^  weiter  nach 
den  Stellen  {x^y  y^j  0^)  bringt,  so  haben  wir  ausser  den  drei  obigen 
Gleichungen  diese: 

x^  =»  rCj  cos  «1  —  yi  sin  a^, 

y,  =  Xi  sin  a,  -f-  y^  cos  a^, 

s%^  0\'\'  wiaj. 

Eliminieren  wir  x^,  y^,  0^^  so  liefern  die  ersten  beiden  Gleichungen- 
paare, wie  wir  schon  von  der  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt in  der  (a;y)-Ebene  wissen  (vgl.  §  2  des  1.  Kap.): 

x^'=  X  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  («  +  a^), 
y,  =  a;  sin  (a  +  «1)  +  y  cos  (a  +  aj, 

und  ausserdem  kommt: 

02'^  0  +  fn(a  +  «1) 

und  dies  ist  wieder  eine  jener  Schraubungen,  nämlich  die  mit  Dreh- 
winkel a  +  ttj. 

Also  bilden  jene  00^  Transformationen  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Baumes,  a  =»  0  giebt  ihre  identische,  also  a  '=»  dt  eine  unendlich 
kleine  Transformation  der  Gruppe,  nämlich: 

oTj  =  a;  —  ydt  -\ —  •,    yi  -=  y  +  ni^St  +  •  •  •,    ^1  =*  ^  +  wd*  +  -  •  • 

Hier  ist  also 

S  =  — y,    ri  =  x,    t  =  m. 

§  2.  Oonstruotion  einer  eingliedrigen  Gruppe  aus  einer  infinitesi- 
malen Transformation;  Nachweis,  daas  sie  nur  eine  solche  enthält. 

Ausgehend  von  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
sind  wir  zum  Begriff  einer  infinitesimalen  Transformation  des  Raumes 
gelangt.  Es  liegt  uns  jetzt  ob,  diese  näher  zu  untersuchen.  -  Wir 
werden  dabei  völlig  parallel  mit  den  Entwickelungen  des  §  4,  2.  Kap., 
zu  Werke  gehen,  also  zunächst  den  Gruppenbegriff  beiseite  lassen  und 
annehmen,  es  sei  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  des  Baumes 
definiert  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 


Kincmft- 
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welche   die  Punkte  {x,  y,  z)   der  Ebene  in  ihnen  unendlich  benach- 
barte Punkte  (x^f  y^,  0^)   überführt,   da   hierbei  x,  y,  z  nur  um  un- 
endlich kleine  Grössen 
(9)  dx  =  i{x,y,0)dt  +  '",  dy^ri{x,y,z)dt  +  -',  8z  =  i{x,y,z)dt  +  -^ 

zunehmen.  Die  nicht  geschriebenen  Glieder  denken  wir  uns  als  con- 
vergente  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  von  8t 

Diese  infinitesimale  Transformation  ordnet  jedem  Punkte  {x,  j/,  z) 
des  Raumes  eine  infinitesimale  Fortschreitungsstrecke  zu.     Ihre  Länge 

Ydx^  +  Sy'  +  dz^  =  dt .  yf-f~rj^~^\ 

mit  den  Projectionen  l^dt,  tjdt,  ^öt  auf  die  drei  Axen^  variiert 
ebenso  wie  ihre  Richtung  im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt. 

Indem  wir  wie  in  §  4,  2.  Kap.,  hiernach  einer  kinematischen 
*i"ehllng  Vorstellung  folgen  dadurch,  dass  wir  die  Punkte  des  Raumes  diese 
ihnen  durch  die  infinitesimale  Transformation  zugeordneten  Fort- 
schreitungsstrecken  wirklich  durchlaufen  lassen  im  Zeitteilchen  dt  und 
diese  Bewegung  unendlich  oft  wiederholen,  also  die  infinitesimale 
Transformation  als  Definition  einer  stationären  Bewegung  einer  com- 
pressihelen  Flüssigkeit  auffassen,  erkennen  wir  wie  damals,  dass  die 
endlichen  Gleichungen 

x,  =  0(x,y,z,t),    y,^W(x,y,z,t),    z^  =  X(x, y, z,  t) 

der  stationären  Bewegung  eine  eingliedrige  Gruppe  bestimmen.  Da 
jedoch  diese  kinematische  Betrachtung  ohne  analytische  Hülfsmittel 
nicht  streng  zu  formulieren  ist,  wollen  wir  sie  hiermit  nur  angedeutet 
haben  und  ein  rein  analytisches  Verfahren  einschlagen,  um  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  zu  gelangen. 

Anaiytiichc  Wir  stellcu  uämlich  das  simultane  System  von  drei  gewöhnlichen 

Herstellung  ^^  „,.-,.,  .  in 

einer  ein-  Differentialgleichungen  m  iCi,  y^,  z^  und  t  auf: 

Gruppe.  dx,  ^      _dy,  _        ^  dZ,  _  ^^ 

^       ^  S(aJli2/i.^l)  ^(^1,2/1,^1)  f(a?iiyi,^i) 

und   denken   uns   dasselbe   integriert,   also   x^,  y^,  Zi    als  Functionen 
von  t  bestimmt.    Diesen  Functionen  können  wir  die  Anfangsbedingung 
vorschreiben,   sich  für  ^  =  0  auf  Xy  y,  z  zu  reducieren.     Es   mögen 
sich  etwa  die  Integralgleichungen  ergeben: 
(11)      x,  =  0{x,y,z,t),    yi  =  ^ix,y,z,t),    z,  =  X(x,  y,  z,  t). 
Für  ^  =  0  geben  dieselben  also  einfach  x^  =  ^>  yi  =  y,  z^  =  z. 
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Diese  Gleichungen  (11)  sind  nun  der  analytische  Ausdruck  einer 
Schar  von  oo^  Transformationen  des  Raumes  und  diese  bilden  eine 
eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t 

Zum  Nachweis  dieser  Behauptung  müssen  wir  auf  die  Art  der 
Integration  des  simultanen  Systems  (10)  näher  eingehen.  Zunächst 
besitzen  die  beiden  Gleichungen 

dXi         dyi  dz^ 

zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  Sli{x^j  y^y  Zj)  und  H^ix^f  y,,  jerj, 
die,  weil  sie  frei  von  t  sind,  natürlich  auch  Integrale  des  ganzen  Sy- 
stemes  (10)  sind.  Um  nun  noch  ein  Integral  des  letzteren  zu  finden, 
das  t  enthält,  werden  wir  etwa  y^  und  jer^  vermöge 

aus    , 

eliminieren.  Dadurch  wird  die  linke  Seite  ein  Ausdruck  in  x^  und 
den  Constanten  q,  c^.  Diese  Gleichung  wird  folglich  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  zwischen  x^  und  t,  die  sich  durch  eine 
Quadratur  integrieren  lässi    Ihr  Integral  hat  die  Form: 

F(x^,€^,c;)''t 
Wenn  man  c^  und  c^  wieder  durch  £1^  und  Si^  ersetzt,  so  geht  hier- 
aus ein  Integral  des  Systems  (10)  hervor  und  zwar  in  der  Gestalt 

W(x^,yi,0i)-t. 
Da  sich  für  ^  =  0  die  Functionen  x^,  y^,  js^  von  t  auf  x,  y,  a  redu- 
cieren  sollen,   so   ergeben  sich  also  die  gesuchten  Functionen  durch 
Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

(12)  H^ixi,  y,,  0^)  =  Si^{x,  y,  ^), 

W^(^j;  Vu  ^i)  -  ^  =  W{x,  y,  b) 
nach  a?!,  y^,  0^.     Die  Auflösungen  sind  die  obigen  Gleichungen   (11), 
von  denen  wir  behaupteten,  dass  sie  eine  Gruppe  vorstellen.     Diese 
Behauptung  wird  durch  die  Form  der  Gleichungen  (12)  leicht  dar- 
gethan. 

Eine  Transformation  nämlich  der  Schar  (11)  oder  —  unaufgelöst 
—  der  Schar  (12),  welche  dem  Parameterwert  t  zugehört,  führt  die 
Punkte  {x,  y,  0)  in  die  Punkte  (rCj,  y^,  0^)  über.  Eine  zweite  Trans- 
formation derselben  Schar,  deren  Parameterwert  t^  sei,  wird  diese 
Punkte  (^i;yi;^i)  weiterhin  an  die  Stellen  (^g^y^)^)  gelangen  lassen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen: 
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-»1(^2,  Vtf  ^»)  =  ^i{^u  Vu  ^1), 
(13)         •  ß^K,  ^2,  ^2)  ^  ^2(^1,  !/i;  ^1), 

W^(^2;  ^2;  ^2)  -  ^1  =  "W^C^i,  yn  ^i)- 
Die   Transformation  also,  welche  die  Punkte  (x,  y,  d)  direct  in  die 
Endlagen  {x^j  y^,  0^)  überführt,  geht  durch  Elimination  von  rr^,  y^,  z^ 
aus  (12)  und  (13)  hervor.   Diese  Elimination  ist  ausführbar,  es  kommt 
einfach : 

ßi(^2»y2»^2)  — ßi(i»^;y;^)i 

W{x,,  y„  0,)  -(t+  t,)  =  Wix,  y,  0), 
und  diese  Transformation  gehört  ebenfalls  der  Schar  an;    es  ist  die 
zum  Parameterwert  t  -\-  i^^  gehörige.     Insbesondere   giebt  die  Reihen- 
folge der  Transformationen  (t)  und  ( —  t)  die  Transformation  <  «=»  0, 
d.  h.  die  identische.     Also: 

Satz  2:  Integriert  man  ein  beliebiges  simultanes  System  von  der  Form 

^^i        ^ dyi ^        dZj         ^  ^^ 

6(a?i,s/i,^i)      ni^uVi,»!)      f(«i,yi,^i) 
mit  der  Anfangsbedingung  x^  =  ä;,  ^i  =  y>  0^^=^  e  ßir  ^  =  0,  so  be- 
stimmen  die  hervorgehenden  Integralgleichungen 

Xi  =  9(x,y,e,t),   y,  =  W{x,y,0,t),   e^  =  X{x,  y,  z,  t) 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inv^sen  Transformationen. 
Da  die  Integration  des  simultanen  Systems 

dxi         ^         dyi  _         dZi  ^  ^^ 

vermöge  der  Maclaurin'schen  Entwickelungen  von  x^y^  »^  nach  Po- 
tenzen von  t  die  Reihen  mit  den  Anfangsgliedern: 

x^=^x+l{x,y,z)t+*  •,  yi— y+>2(a;,y,^)^+-,  «^1=^ +  5(^,y,^)^  +  -- 
liefert,  so  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  construierten  Gruppe 
die  Form: 

^1  =  ^  +  6*^  H ,    Vi^y  +  n^t-{ ,    g^  —  fi  +  %8t'\ . 

Sie  stimmt  also  mit  der  ursprünglichen  infinitesimalen  Transformation 
(8)  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  überein,  und  auf  diese  allein  kommt 
es  aU;  da  dt^^  •  *  •  gegen  ^^  zu  vernachlässigen  sind.  Die  Coefficienten 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  unseren  Reihenentwickeluligen  ergeben 
sich  in  derselben  Weise  wie  früher  in  der  Ebene  (§  4  des  2.  Kap.). 
Wir  sagen  daher: 
Theorem  13:    Jede  infinitesimale  Tranformation 

a?i  =  a:  +  l{x,  y,  z)8t  H ,    yi  —  y  +  12(0;,  y,  !s)St  H , 

h  =^  +  S(a?,y;^)*^H 
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gehört,  wenn  von  unendlich  Meinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 

dxi        df/i dZi  ,, 

mit  der  Anfangsbedingung ,  dass  x^  =  a;,  y^=s  y^  z^=^  z  für  ^  =0 
sein  soll,  in  der  Form: 

W"(^i>  Vij  ^i)  —  ^  =  "J^C^.  y.  ^) 

oder^  nach  x^,  y^  aufgelöst  und  nach  t  entwicJcelt,  in  der  Form: 

Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation f  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit 
der  gegebenen  infinitesimalen  Transformation  übereinstimmt. 

Beispiel:    Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  Beispiel. 

iCi  =  a;  —  yötj    y^  =  y  -f-  xdt^    ^i  ~  ^  +  ♦wtf  t 
Wir  fragen  nach  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.     Hier 
lautet  das  simultane  System: 

Jfi_  «  ^  ««  ^  „  d^ 
—  yi         a?i         m 
Das  System 

l^  =  ^^dt 

—  yi       ^1 

wurde  schon  früher  in  der  Ebene  integriert  (Beispiel  in  §  4  des  2.  Kap.). 
Wir  fanden  die  Integralgleichungen: 

Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  ^=  X  sin  t  -\-  y  cos  t. 
Es  bleibt  also  nur  noch 

m 
mit  den  Anfangswerten  z,  0  von  Zj^  und  t  zu  integrieren.   Dies  giebt: 
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Z\  —  z 

oder 


=  t 
m 


^1  =  ^  +  ^^• 
Die   drei    gefundenen  Integralgleichungen   stellen  die  im  Beispiel  zu 
§  1  schon  betrachtete  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  mit  con- 
stanter  Steighohe  um  die  ^-Axe  dar. 

Im  vorigen  Paragraphen  gingen  wir  von  einer  beliebig  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  mit  paarweis  inversen  Transforma- 
tionen aus  und  fanden,  dass  sie  sicher  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation enthält.  In  diesem  Paragraphen  betrachteten  wir  umgekehrt 
eine  infinitesimale  Transformation  als  vorgelegt  und  zeigten ,  dass  sie 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  erzeugt. 

Jetzt  fehlt  nur  noch  der  Nachweis,  dass  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Raumes  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält,  sowie  dass 
jede  infinitesimale  Transformation  des  Raumes  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  angehört.    Dies  werden  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  aber  eine  Bemerkung:  Wenn  bei  zwei  infinitesimalen 
Transformationen  des  Raumes: 

und 

rc'=a;  +  I(a:,y,;0)iJ^+...,  y=y  +  vSt  +  '",  z\=z  +  ldt+-'' 

die  Coefficienten  |,  ij,  g  und  1,  rf,  ^  von  dt  einander  im  ganzen  Räume 
in  der  Weise  proportional  sind^  dass 

1  =  ^1,   n  =  ^nj   S  =  «S 

ist,  wo  X  eine  Gonstante  bedeuten  soll,  so  sagen  wir,  wie  früher  in 
der  Ebene,  diese  beiden  infinitesimalen  Transformationen  seien  von 
einander  abhängig,  und  betrachten  sie  als  im  Grunde  identisch.  In 
der  That,  dt  ist  ihrem  Begrifife  nach  nur  eine  gegen  Null  conver- 
gierende  Grösse,  öt  und  xdt  sind  also  als  äquivalent  aufzufassen.  Auch 
ordnen  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  dem  Punkte  (o?,  y,  z) 
Portschreitungsstrecken  dtyW+^^~+f  und  xd^|/p+^« +P  zu, 
welche  für  irgend  einen  Wert  von  dt  dieselbe  Richtung  haben  und 
deren  Längenverhältnis  im  ganzen  Raum  constant  ist. 

Nachweis,  Um  uuu  dcu  vcrsprocheuen  Nachweis  zu  liefern,   verfahren  wir 

d.  e.  oingl.  ,  ^  ' 

Gruppe  nur  wie  iu  §  5  dcs  2.  Kapitcls.     Wir   gehen   aus    von   einer  vorgelegten 
Trf.  hat.'  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes: 
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X(x,  y,  z,  a) 


(14)        Xi  =  <p(x,y,e,a),    y^  =  il,(x,  y,  e,  a),    «, 
mit  dem  Parameter  a  und  nehmen  an,  es  sei 

x'  =  x  +  i(x,y,z)St -{-■•■,    y'  =  y-{.ri(x,y,e)dt  +  -- 
^    ^  e'==e+t(x,y,s)dt  +  -'- 

eine  infinitesimale  Transformation  derselben.  Dass  eine  solche  existiert, 
ist  ja  bewiesen. 

Nun  führen  wir  nach  der  Transformation  (a)  der  Gruppe,  welche 
die  Punkte  (x,  y,  d)  in  die  Lagen  {x^,  y^,  z^  überführt,  die  infinitesi- 
male Transformation  (15)  aus,  welche  die  Punkte  {x^y  y^,  s^  weiter 
in  neue  Lagen  {x^y  y,,  0^  gelangen  lässt: 

^  =  ^1  +  K^i>  Viy  ^1)*^  +  •  •  • ,   j/2  =  yi  +  ^(^1,  Vu  ^1)*^  H — , 

Diese  Reihenfolge  der  Transformation  (a)  und  der  infinitesimalen  ist 
einer  einzigen  Transformation  der  Gruppe  (14)  äquivalent,  die  natür- 
lich nur  unendlich  wenig  von  der  Transformation  (a)  abweicht,  also 
etwa  den  Parameter  a  -^  da  besitzt,  wo  da  eine  infinitesimale  Con- 
staute  bedeutet.  Die  Gleichungen  dieser  Transformation  (a  +  *«)? 
welche  die  Punkte  {x,  y,  ß)  direct  in  die  Punkte  {x^,  y^,  z^  verwan- 
delt, lauten: 


(16) 


(17) 


dtp 


^2  =  9>(^,  y,  ^, «  +  *«)  =  ^ip^y  y>  ^7 «)  +  f^  *«  +  • 


dip 


y«  =  * (a;,  yyZ,a+  da)  =  ip(x,  y,  z,  a)  +  ^  da  + 


dz 


h  =  %{<x:,yyZ,a'\-8a)  =  %{x,y,z,a)  +^*a  +  •••. 

Andererseits  müssen  sie  sich  auch  ergeben  durch  Elimination  von 
^19  Vi}  h  ^^^^  (^^)  u^^  iX^)'  Diese  Elimination  wollen  wir  nur  zum 
Teil  wirklich  durchführen.     Es  kommt: 

^2  =  9>(^,  y,  ^,  ö)  +  iiPif  Vu  ^1)*^  H ; 

^2  =  H^j  y,  ^,  ö)  +  v{^u  yu  ^1)*^  H — ; 
^2  =a:(aj,y,^,a)-f  i{x^,yi,ei)8t'\ — . 

Die  hieraus  noch  nicht  entfernten  x^,  y^,  z^  sollen  also  die  durch  (14) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y,  z  und  a  sein. 

Der  Vergleich  der  letzten  Relationen  mit  (17)  liefert: 


(18) 
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Wir  können  nun  genau  so  wie  in  §  5  des  2.  Kapitels  erkennen, 
welche  Form  die  Gleichung  hat,  die  da  als  Function  von  di  und 
a  darstellt.  Um  sie  zu  finden,  werden  wir  wie  damals  die  Veränder- 
lichen X,  y,  z  zunächst  specialisieren,  indem  wir  ihnen  bestimmte  Werte 
geben.    Alsdann  erhalten  wir  wie  damals  eine  Relation  von  der  Form 

Sa  =  w^dt  +  w^S^  +  •  •  • , 
wo  w^jW^'  "  Functionen  von  a  allein  sind  und  w^^O  isi 

Nun  verstehen  wir  wieder  in  (18)  unter  a?,  y,  z  beliebige  Ver- 
änderliche. Sobald  unter  x^j  y^,  z^  die  Functionen  (14)  von  x^  y,  z  und 
a  verstanden  werden,  müssen  die  Gleichungen  (18)  identisch  bestehen, 
sobald  da  =  M^jtf^  +  •  •  •  gesetzt  wird.  Diesen  Wert  führen  wir  wirk- 
lich in  (18)  ein.  Alsdann  lässt  sich  rechts  und  links  dt  einmal  fort- 
heben. Da  dt  unendlich  klein  ist,  so  müssen  die  sich  ergebenden 
Relationen  auch  noch  bestehen,  wenn  dt  gegen  Null  convergiert  Dies 
liefert: 

(19)  •ij(^„y.,^x)  =  ^*^"^J^^«'x(«), 

Aus  diesen  Formeln  folgt  nun  ohne  •  weiteres,  dass  unsere  ein- 
gliedrige Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält.  FQhrt 
man  nämlich  noch  die  aus  (14)  folgenden  Werte  von  x,  y,  z^  aus- 
gedrückt in  Xiy  y^y  Ziy  ein,  so  erhält  man  drei  Relationen  von  der  Form: 

6(^i;  Vu  «i)  =  ^(^1,  Vij  hy  «)  •  «^i(«); 
^(^;  Vu  «i)  =  I'C^i;  yi;  «u  «)  '  W^iC«) ; 

S  (a?i ,  yi ,  ^i)  =  Z{x^ ,  y  1 ,  ^1 ,  ö)  .  m;,  (a) . 
Erteilen  wir  hierin  der  Grösse  a  einen  bestimmten  Wert  ä,  so 
gehen   X(a;i,  yi,^i,  a),    r(a;i,yi,  je^i,  a),    Z{x^^y^^z^^d)   in   bestimmte 
Functionen  von  a?!,  y^,  z^  allein  über: 

Z{xi,yi,Zi,ä)^  Z{x,,yi,z,\ 
während   iOi(a)    in   eine   Constante   sich   verwandelt.     Demnach   sind 
ii^if  tfu  ^i)f  vi^i}  Vif  ^i))  S(^>  yi,  ^i)  bestimmt  bis  auf  einen  c^nstanten 
Factor  E:  _ 

K^n  Vu  ^i)  =  ^X{x,,  yi,  z^), 

ni^u  Vi,  ^i)  =  ^  Yi^nVu  ^i)> 

i{^ij  Vuh)  =  ^  Z(x,,  y^,  z,); 
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und  zwar  gilt  dies  fGLr  jede  iDfinitesimale  Transformation  (15)  unserer 
Gruppe.  Daher  können  sich  zwei  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe  in  ihren  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen  constanten 
Factor  unterscheiden,  d.  h.  sie  sind  als  identisch  aufzufassen.  Also 
ergiebt  sich: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Grwgpe  des  Baumes  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  nur  eine  infinitesimale  Transformation,  exader 
ausgesprochen:  Alle  infinitesimalen  Transformationen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Baumes  stimmen  bis  auf  einen  blossen  ZaMenfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ofdnung  überein. 

Um  unsere  Gleichungen  (19)  von  dem  Factor  w^  (a)  zu  befreien^ 
führen  wir  an  Stelle  des  Parameters  a  in  die  Gruppe  (14)  den  durch 
die  Gleichung 

t^C-^ 

definierten  Parameter  t  ein,  indem  wir  für  a  die  hierdurch  bestimmte 
Function  a  von  t  setzen,     a^  soll  hierbei  der  Wert  von  a  sein,  dem 
die  identische  Transformation  zugehört.  Dann  werden  x^  tfi,  0^  Func- 
tionen von  X,  y,  0  und  t: 
(20)        Xi  =  0(x,y,0,t),    yi^W(x,y,0,t),    0,~  X(x,y,0,t), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x,  y,  0  selbst  reducieren.  Nun  werden  die 
Gleichungen  (19)  einfach  diese: 

^i  =  K^i>  Vu  ^i);   %  =  ^(^n  yi7  ^i)>  ^  =  S(^i,  yi,^i), 

d.  h.  die  endlichen  Gleichungen  (20)  der  Gruppe  sind  die  Integral- 
gleichungen des  simultanen  Systems: 

^^  a=  ^yi     -       _s,  ^^1  j^  ^^ 

{(«i,yi»^i)      ^(^iiyw^i)      t(«i,yi,«i)         ' 
wenn   die  Anfangs  werte   x,  y,  0,  0  von  x^y  yj,  0i,  t  vorgeschrieben 
werden. 

Da  dieses  simultane  System  durch  die  Glieder  erster  Ordnung 
der  infinitesimalen  Transformation  (15)  vollständig  bestimmt  wird,  so 
ist  auch  die  Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig 
definiert 

Unser  Schlussergebnis  ist  also  unter  Berücksichtigung  des  Theo- 
rems 13: 

Theorem  14:  Jede  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  mit 
paarweis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine 
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infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation des  Raumes  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paartceis  inverse  Transformationen. 
Kiogiiedrifle  Wir  koiuieii  demnach  wie  firQher  in  der  Ebene  auch  im  Räume 
MUfft  T.  o.  Ton  einer  eingliedrigen  Gruppe,  erzeugt  von  einer  gegebenen  infinitesimalen 
Transformation,  sprechen;  ohne  Unklarheiten  befürchten  zu  müssen. 

§  3.  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  nnd  Beihen- 
entwiokelnng  der  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Qrappe 

im  Baume. 

Gleichwie  wir  in  der  Ebene  eine  infinitesimale  Transformation 
durch  ein  Symbol  charakterisierten,  werden  wir  auch  hier  im  Räume 
verfahren.    Liegt  die  eingliedrige  Gruppe  im  Räume  vor: 

(21)        x,  =  q>{x,y,Zyt),    Vi  =  Hx,y,z,t),    e^  =^  %{x,y,z,t\ 

deren  identische  Transformation  etwa  dem  Parameterwert  ^  =  0  ent- 
spreche,  so  kann  jede  Function  /*(^i,9iy^i)  vermöge  (21)  als  Function 
von  t  und  den  Anfangswerten  x,  y,  z  aufgefasst  werden,  die  lAit 
variierendem  t  sich  auch  im  allgemeinen  ändert  und  sich  für  ^  >=  0 
auf  f(x,  y,  z)  selbst  reduciert.  In  dieser  Auffassung  wollen  wir  nach 
dem  Differentialquotienten  der  Function  /(x^,  J^i,  z^)  nach  t  fragen. 
Lassen  wir  t  bis  t  +  dt  wachsen,  so  wachsen  die  von  t  vermöge  (21) 
abhängigen  Veränderlichen  Xi,  y^y  z^  um  die  Incremente,  welche  sie 
bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe: 

{22)x~x  +  i{x,y,z)dt  +  '-,  y'  =  y+f,dt  +  '",  /  =  ;er  +  g*f+... 
erfahren,  nämlich  um 

8x^^i(Xi,y,,z,)dt,   8y^=ri(x,,y^,z^)dt,   8z^==- t(Xi,yn  0i)8t, 
sodass  die  gleichzeitige  Änderung  von  fipo^^y^Si^  sich  so  darstellt: 


g|t.+|^,.+|i£,)"- 


Der  Index  1  soll  hier  überall  andeuten,  dass  o^,  y^,  z^  die  Argumente 
sind.    Der  gesuchte  Differentialquotient  lautet  also 

dt  ~  ^1  dx,  "T-  ni  ^y-  -r  fei  ^g^  •  ) 


*)  Man  könnte  hierin  das  Variationszeichen  9  durcb  das  DifferentiationB- 
^eiohen  d  ersetzen.  Wir  finden  es  jedoch  bequemer,  das  erstere  Zeichen  beizn- 
behalten. 
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Insbesondere  für  f  —  0  wird  f^^f(x,y,0)  und  also  ist  dann: 

Wir  führen  demnach  .^^?*»i 

'  einer  Infin. 

(US  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  (22)  unserer  Gruppe  ein. 
Uf  stellt  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  dt  dividierten  Zuwachs 
dar,  den  f(x,  y,  e)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  (22j 
der  vorgelegten  Gruppe  erfahrt.  Ist  Uf  gegeben ,  so  ist  auch  die  in- 
finitesimale Transformation  gegeben,  denn  setzt  man  in  Uf  die  will- 
kürliche Function  f^x,y,g^  so  giebt  Uf  die  Coefficienten  S,  i?,  g  der 
infinitesimalen  Transformation.    Es  ist  also  auch 


So  ist  z.  B. 


das  Symbol  der  in  §  1   und  §  2  als  Beispiel  betrachteten  infinitesi- 
malen Schraubung: 

X  ==  X  —  ydt,    y  ^=:y  -{-  xdt,    jßf'  ■=  jE?  +  mdt. 

Wir  werden  nun  untersuchen,  wie  sich  das  Symbol  Uf  gegenüber 
der  Einführung  neuer  Yeränderliclier  in  die  Gruppe  verhält. 

Es  bedarf  zunächst  keines  besonderen  Beweises,  dass,  wenn  wir  Nene  ver- 

_.      ^  '  '  änderUche 

m  die  Gruppe  in  der 

'^'^  Gruppe. 

(21)        x,  =  g>{x,y,g,t),    yt  =  Hx,y,0,t),    0i -^  x{x,  y,  0,  t) 
vermöge  zweier  cogredienter  Gleichungensysteme: 

j  —  9(x,  y,  z),         t)  —  W{x,  y,  z),         j  =  X{x,  y,  ^); 


(24)    , 

l  Ji  =  0(x,,  y„  0,),   t),  =  W{x^,  y,,  O,  8i  =  ^(^i;  Vi^  ^i) 

neue  Veränderliche  £,  9,  j  und  j:^,  9^,  2^  einführen,  dann  die  so  ent- 
stehenden Gleichungen,  welche  s^,  9^',  2^  durch  £,  9,  }  und  t  aus- 
drücken, wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  darstellen.  Es  ist  dies  ja 
selbstverständlich,  wenn  wir  die  Gleichungen  (24)  nicht  als  die  zweier 
Ortsveränderungen,  sondern  als  die  einer  Coordinatenänderung  auf- 
fassen, vermöge  deren  die  Punkte  (x,  y,  0)  und  {x^,  y^,  0^)  im  neuen 
System  die  Coordinaten  £,  t),  j  und  i^,  9^,  j^  haben.  Zur  weiteren 
Ausführung  dieser  Auffassung  brauchen  wir  nur  auf  die  Bemerkungen 
des  §  1,  3.  Kap.,  zurQckzuverweisen.     Wir  sprechen  den  Satz  so  aus: 

Lie,  DifferentUlgleiohnngen.  15 


226  Kapitel  11,  §  8. 

Satz  4:    Führt  man  in  die  eingliedrige  Gruppe 

vermöge  der  Gleichungensysteme 

l  =  9{x,  y,  ß),        9  =  W{x,  y,  z),        j  =  X{x,  y,  0); 

c7{6  nee<«n  F6rän(fer2it;%en  £,  Q,  j  t«n<{  £1;  ^j,  j^  een,  ^  ^ZZ^  die  her- 
vorgehenden Gleichungen 

ivieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

näer^ve"?  ^^®  ^^  entstehende  Gruppe  in  (j,  5,  })  besitzt  nun  eine  gewisse 
^'^^^'jj^"^®' infinitesimale  Transformation  und  diese  ein  gewisses  Symbol;  das  wir 
Symbol,  mjt  ji^  bezeichnen  wollen.  Es  fragt  sich,  ob  dies  Symbol  Vif  aus 
dem  Symbol  Uf  der  infinitesimalen  Transformation  der  ursprünglichen 
Gruppe  direct  durch  Einfährung  der  neuen  Veränderlichen  £;  t),  }  er- 
halten werden  kann.  Wenn  man,  wie  wir  dies  oben  gethan  haben, 
Uf  als  Diflferentialquotienten  von  f(xif  y^,  e^)  nach  t  an  der  Stelle 
^  SS  0  auffasst,  so  ist  die  Bejahung  dieser  Frage  selbstverständlich, 
denn  wird  f  in  den  neuen  Veränderlichen  i^,  t)^^  j^  geschrieben,  die 
als  Functionen  von  £,  t),  )  und  t  aufzufassen  sind,  und  nach  t  differen- 
ziert an  der  Stelle  ^  «=»  0,  so  ergiebt  sich  offenbar  ein  Ausdruck  Vif, 
der  direct  aus  dem  Differentialquotienten  Uf  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  j:,  t),  }  hervorgehen  muss. 

Übrigens  könnten  wir  wie  in  §  2  des  3.  Kapitels  zur  Klärung 
dieser  Frage  auch  rein  analytisch  vorgehen.  Doch  überheben  wir  uns 
dieser  Rechnungen  durch  den  Hinweis  auf  das  damals  Gesagte.  Wie 
damals  können  wir,  entweder  indem  wir  die  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen  schreiben  und  dann  ihre  infinitesimale  Transformation 
Vif  suchen,  oder  indem  wir  direct  Uf  in  Vif  verwandeln,  zu  der  Formel 
gelangen,  dass 


(25] 

1 

u/-== 

< 

+  Ut) 

ü+vt 

df 

ist, 

wo 

natürlich 

Ui-. 

1        ^ 

+  '1 

) 

Ut)  und  Ui  durch  £,  t),  }  allein  ausgedrückt  werden  müssen. 
So  finden  wir 
Satz  5:   Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe: 

an  Stelle  von  x,  y,  z  und  x^,  y^,  z^  durch  zwei  cogrediente  Gleichungen- 
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Systeme  neue  Veränderliche  j,  t),  j  und  jr,,  t(i,  j,  ein,  so  geht  das  Symbol 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  direct  in  das  Symbol 
Uf  der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  er- 
giebt  sich  also: 

wo  natürlich  Z7j,  üt),  CT}  in  den  neuen  Veränderlichen  j,  t),  3  zu 
schreiben  sind. 

Hiernach  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  eine  gegebene  infini- 
tesimale Transformation  üf  nebst  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  £,  9,  }  stets  auf  eine 
beliebig  angenommene  Form  bringen  kann.  Wollen  wir  z.  B.  Uf  in 
die  infinitesimale  Transformation 

nf=i{i,  t),  i)  l^^  +  nii,  9, 8)  1^  +  e(j,  9,  j)|f 

überführen,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Functionen  je,  9,  }  von 
Xy  y,  z  nach  (25)  die  Gleichung  anzusetzen: 

Sie  soll  für  jede  Function  f  gelten,  zerfällt  also  in  die  drei  einzelnen 
Forderungen: 

(26)  Ui  =  l,     Ut)^v,     Ui^l 

oder  ausführlich  geschrieben: 

Dies  aber  sind  drei  simultane  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung 
Yon  £,  t),  )  als  Functionen  von  x^  y,  z,  die  sich  immer  erfüllen  lassen, 
vorausgesetzt  natürlich,  dass  nicht  etwa  |,  ^,  ^  sämtlich  identisch 
gleich  Null  angenommen  werden. 

Da   die   hierdurch  bestimmten  neuen  Veränderlichen  E»  9,  i  die     über- 
infinitesimale Transformation    üf  in   Uf  überführen  und  gleichzeitigeinerGruppo 
die  von  Uf  erzeugte  Gruppe  gerade  in  die  von  Vif  erzeugte  übergeht,    andere. 
so  hat  sich  ergeben: 

15* 
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Satz  6:  Durch  Einßihmng  neuer  Variabein  kann  man  jede  ein- 
gliedrige Gruppe  des  Baumes  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  des 
Baumes  verwandel/n. 

^itTdä^  Als  CoroUar  hierzu  entwickeln  wir  Folgendes.    Nehmen  wir  ins- 

*^*Fom°^^  besondere  die  neue  Transformation  Vif  in  der  einfachen  Form  an : 

so  geht  die  ursprüngliche  Gruppe  über  in  die  Gruppe  mit  dieser  neuen 
infinitesimalen  Transformation.    Vif  erteilt  £,  9,  3  die  Incremente: 

ist  also  eine  infinitesimale  Translation  längs  der  J-Axe,  wenn  f&r  den 
Augenblick  £,  9,  }  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  aufgefasst  wer- 
den.   Die  endlichen  Gleichungen  der  Ton  Vif  erzeugten  Gruppe  sind: 

wie  man  sofort  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

•001 

mit  den  Anfangswerten  £;  9,  },  0  nach  Theorem  13  (§  2)  erkennt. 

Theorem  15:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  drei  Veränder- 
lichen hann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  werden.  Insbesondere 
also  kann   ihre   infinitesimale   Transformation   in   den  neuen 

Veränderlichen  j,  t),  }  auf  die  Form  j-  gebracht  werden. 

Zur  Bestimmung  der  hierzu  nötigen  Yariabeln  £,  t),  }  dienen  nach 
(26)  oder  (26')  die  drei  Differentialgleichungen: 


(27) 


Die  neuen  Veränderlichen  j,  5,  j,  welche  die  Verwandlung  der  Gruppe 
Uf  in  eine  Gruppe  von  Translationen  ermöglichen,  nennen  wir  ca- 
nonische  und  die  dadurch  erhaltene  Form  der  Gruppe  ihre  cano- 
nische Form. 

Wir  hätten  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  einem  Wege  gelangen 
können,  der  sich  eng  an  das  in  der  Ebene  benutzte  Verfahren  an- 
schliesst  (§  1  des  3.  Kap.).    Wir  haben  ja  in  Theorem  13  (§  2  dieses 


V 
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Kapitels)  gefunden;  dass  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Integration  eines  simultanen 
Systems  in  der  Form  ergeben: 

W{x^y  y^,  Si)—t=  W(x,  y,  0). 
Wenn  wir  also 

l  =  Sl,{x,y,g),    t)  =  Sl,{x,y,z),    i^W{x,y,z) 
und  analog 

setzen^  so  lauten  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen: 

und   dies  ist   die  gewünschte   eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 
längs  der  }-Axe. 

i  Beispiel:  Wir  wollen  die  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  BeUpioi«. 
längs  der  jer-AxC;  die  wir  schon  in  §  1  und  §  2  als  Beispiel  benutzten: 
a?!  «==  a;  cos  <  —  y  sin  t, 
yi  =  a;  sin  <  +  y  cos  ty 
^1  =  ^  +  *w^, 
in    eine   Gruppe    von    Translationen    überführen.     Die    infinitesimale 
Schraubung  hat  das  Symbol: 

irr—  df   ,       df    ,        df 

Es  ist  hier  also  g  ^  —  y,  V^^y  t^m.  Die  Gleichungen  (27)  für 
die  neuen  Veränderlichen  i,  t),  }  lauten  demnach: 


(27-) 

ly  t)  sind  also  Integrale  des  simultanen  Systems: 


\      ^  dx    ^       dy   *         dz 


dx  ^y  ^ 

—  y       X 

dz 

s   — 

m 

Ein 

Integral 

derselben  ist  offenbar: 

£-y^+ 

?' 
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Da  femer 

xdy  —  ydx       dz 

X*  +  y*  w 

ist,  so  liefert  dies  als  ein  zweites  Integral: 

9  =  arctg-|^  — ;^. 

Die  dritte  Gleichung  (27')  wird  offenbar  befriedigt  durch 

z 


*  "*  m 


Die  drei  neuen  Veränderlichen: 


ta-z^    h  _  o.n  f^  y  _  ^ 


j  =  ya;*  +  t/^     ij  =  arctg^-^,    }  =  - 
vermitteln  also  den  Übergang  zur  Gruppe  von  Translationen: 

Dass  in  der  That  je  und  ^  durch  die  Schraubungen  längs  der  ^er-Axe 
nicht  geändert  werden,  erhellt  übrigens  auch  aus  ihrer  geometrischen 
Bedeutung,  denn  £  ist  der  Abstand  des  betreffenden  Punktes  (o;,  y,  z) 

von  der  Schraubenaxe,  arc  tir  —  ist  der  Winkel  dieses  Abstandes  mit 

'  °  X 

der  (a;£?) -Ebene,  der  sich  bei  der  Schraubung  genau  so  wie  —  ändert, 

sodass  auch  ^  =  arc  tg  ~  —  —  ungeändert  bleibt.  Schliesslich  kann 
dies  auch  rechnerisch  eingesehen  werden.     Denn  es  ist: 


j^  ===|/xi*+yi^==l/(^cos^-— ysin^)*  +  (^sin^+ycosO*  ==  }^^^+y*==E7 

.Vi         z,  .     XBint  +  ycost        z  +  mt 

\j  =  arc  tg  — ^  —  arc  tg ^  -   . — 

^1  ^  Xi         m  ^  X  cos  t  —  y  Bint  m 


X  X  Z  . 

=  arc  tff t 


i-tg*.f    »• 

=  ^  +  art  tg  -^  —  -  —  ^ 
'             ^  X         m 

=  arc  tg  ^  —  —  =  ü. 
^  X         m        ^ 

Dagegen  ist 

.  =?'  =*  +  «*  =  «  +f= 

'»1»            m             m    ' 

2.  Beispiel: 

Die  drei  Gleichungen: 

x,^x  +  \t{2e  +  t), 

yi  =  y  +  i<(2?  +  *), 

e,=s  +  t 

i  +  t. 
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bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  in  Xy  y,  a.  Wir  suchen  ihre  cano- 
nischen Veränderlichen.  Es  ist  hier  die  infinitesimale  Transformation 
(die  sich  für  <  =  *<  ergiebt): 

Daher  bestimmen  sich  i  und  ^  nach  (27)  als  Lösungen  /*  der  Gleichung: 

ox    ^       cy    ^    dz 

Dieselbe  ist  dem  simultanen  System 

dx dy        dz 

z  z  1 

äquivalent  und  hat  die  beiden  Lösungen: 

Die  dritte  neue  Veränderliche  5  bestimmt  sich  aus: 

und  kann  offenbar  gleich  e  gesetzt  werden.    Wenn  wir  also  vermöge: 

Ji  =•  «i  -  W,    9i  =  »1  —  W>    81  =  «1 
die  neuen  Veränderlichen  J,  9,  J;    Ji,  9i,  Ji  in  die  vorgelegte  Gruppe 
einführen,  so  ergiebt  sich  ihre  canonische  Form: 

Man  verificiert  dies  ohne  Schwierigkeit. 

Wie  in  zwei  Veränderlichen  die  endlichen  Gleichungen  einer  ein-  ^i^kXSg 
gliedrigen  Gruppe   in  Form  von   'ßjdihmmim^kdungen  mit  Hülfe   des  ^^J^Jg^®' 
Symbols   der  infinitesimalen  Transformation   der  Gruppe   geschrieben  ^»"»0**0^. 
werden  konnten  (vgl.  §  3  des  3.  Kap.),  so  können  wir  nun  auch  die 
endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  TJf  des  Raumes   mit 
Hülfe  des  Symbols  TJf  entwickeln. 

Wie  wir  wissen,  giebt  die  Integration  des  simultanen  Systems 

l(«i,yi.^i)      ^7(^1,^1,^1)      i:'(a?i,yi,^i) 
mit  den  Anfangswerten  x^  y,  0,  0  die  endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

'^f^iH  +  '^li  +  ^li 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  also  x^,  y^,  0^  ausgedrückt  als  Func- 
tionen   des  Parameters   t   und   der  Anfangswerte   x,  y^  0  t'^r  t  =>0. 
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Eine  beliebige  Function  f^^fix^yy^^B^  kann  also,  wie  wir  auch 
schon  bemerkten,  als  Function  von  t  aufgefasst  werden,  die  sich  für 
t^=»0  auf  f^f{Xyyy0)  reduciert.  Die  Maclaurin'sche  Entwickelung 
giebt  folglich: 

Nun  ist,  wie  wir  früher  sahen: 

dfi  t    ^/l  _L  ^   M.  -L  ^    ?A.  —  TT  f 

dt  =  ^1  dx,  "^^^dy^^^^  dz,  =  ^i'i» 

wo  der  Index  1  überall  anzeigt,  dass  x^^  y^,  ss^  die  Veränderlichen 
sein  sollen.  Hieraus  können  wir  nun  wie  in  §  3  des  3.  Kapitels  die 
allgemeine  Formel  ableiten: 

^=UjjJA_^xfx)  •■•))' 

m-mal 

Setzen  wir  hierin  insbesondere  ^«=0,  so  gehen  x^^  y^,  0^  in  x,  y^  z, 
/i  in  f,  U^fi  in  Uf  u.  s.  w.  über.    Es  bleibt  also: 

m-mal 
und  die  obige  Entwickelung  giebt  daher: 

Diese  Formel  gilt  für  jede  Function  {{x^^  y^  ß^^  insbesondere  also 
auch  für  x^^  y^,  j^^.    Daher  können  wir  sagen: 

Theorem  16:   Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

"f^iH  +  il^  +  iU 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Reihen- 
entwickelung en  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben 
werden: 

x,  =  x  +  {Ux  +  /fj  UiUx)  +  j^3  U(üiüx))  +  . . ., 
Vi'-y  +  {  Uy  +  ^^üiUy)  +  :^  UiU{Uy))  +  •  -  ; 
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und  jede  Function  fix^yy^e^  hat  die  Form: 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  eine  Ausdrucksweise  einführen, 
die  sehr  bequem  ist:  Liegen  mehrere  infinitesimale  Transformationen 
^\fy  ^tf'  •  •  ^rf  des  Raumes  vor,  so  nennen  wir  sie  von  einander 
unabhä/ngig  dann  und  nur  dann,  wenn  zwischen  ihnen  hei/ne  lineare 
Relation  mit  constantcn  CoefGcienten  besteht,  dagegen  abhängig,  wenn 
eine  solche  Relation: 

identisch  stattfindet 

1.  Beispiel:    Wir  wollen  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  BeiBpieie. 
infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  ^-Axe 
vermöge  der  Reihenentwickelungen  darstellen.  Die  Entwickelungen 
von  x^  ^uid  y^  sind  hier  genau  dieselben  wie  im  1.  Beispiel  des  §  3, 
3.  Kap.,  sodass  sich  ergiebt: 

*i-^(l-l^  +  TTr?8T4 )-y(T-i.2T8 +  •••)' 

T-rT2:i+  1.2.8.4.5 )  +  yv-—^+-) 

oder: 

x^^^x  cos  i  —  y  sin  f, 

yi  =  o;  sin  <  +  y  cos  t 
Ferner  ist 

Uz  =  m,     U{Ud)  =  0,     U(U{üz))  =  0,  •  • ., 

sodass  als  dritte  Gleichung  hinzutritt: 

i»i  —  i»  +  mt^ 
was  mit  den  früheren  Ergebnissen  übereinstimmt. 

2.  Beispiel:  Man  soll  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

'  da)    '       dy    '   dg 

erzeugten  eingliedrigen  Grappe  TermitteUt  Beihenentvrickelung  finden. 
Hier  ist: 

Ux  =  g,     ü(Ux)  =  1,     U{V{üx))  =  0,  u.  8.  w.; 

Uy  =  e,     U{Uy)  -  :  1,     üiU(Uy))  ~  0,  u.  s.  w.; 
Uei^l,    ü{Ue)=0,  u.  8.  w. 
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Also  kommt: 

^1  =  ^  +  ^^  +  ^^^^f 

Vi  =y  +  ^^  +  i^^^ 

Man  verificiere;  dass  diese  Gleichungen  eine  Gruppe  darstellen.  Es 
ist  dies  die  im  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  benutzte  Gruppe. 

3,  Beispiel:    Man   soll   die   endlichen   Gleichungen   der   von   der 
infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung  finden. 
Wollte  man  hier  Ux^  U{Ux)j  u.  s.  w.  berechnen,  so  würde  die  Auf- 
findung der  Gesetzmässigkeit  dieser  Ausdrücke  schwierig  sein.  Be- 
quemer ist  esy  nicht  die  Ausdrücke  von  x^j  y^,  0^,  sondern  die  gewisser 
linearer  Functionen  derselben  zu  berechnen.     Es  ist  nämlich 

U(x  +  y  +  z)  =  0,     UiU(x  +  y  +  ii))  =  0,u.H.w,, 
also  nach  Theorem  16,  wenn  darin  /'^a;  +  y  +  ^  gesetzt  wird: 

^1  +  yi  +  ^1  =  ^  +  y  +  ^• 

Femer  ist: 

U(x  —  y)^y  —  z  —  {0  —  x)^x  +  y'-2is, 

ü(U{X'-y))  =  y  —  0  +  z-x  —  2(x-y)  =  -'Sx  +  3y  =  -3{x—y). 

Daher  wird: 

U(V{ü(ü{x  -  y))))  =  -  3  UiUix  -  y))  =  (-  3)*  {x  -  y),       ■ 

u.  8.  w.  Theorem  16  liefert  demnach,  wenn  darin  f=x  —  y  gesetzt 
wird: 

+  iTi-3(-3)(^  +  y-2*)  + 

+  TTF?8n(-3)H^-»)  +  --- 
{X  -  y)  (r-  ii^  +  j  l^^ )  4- 

+  (^  +  y  -  2 «)  1t  -  r  .^3  +  r.2.3.4.6 ) 

(x  —  y)  cos  tys  +  -^  (jB  +  y  —  2«)  sin  tj/S, 


^1  -  ^1  ==  «  — ! 


Wir  haben  also  gefandeu: 
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^1  —  J/i  =  i^  (cos  tyS  +  -y--  sin  ^  V^)  + 

+  y  (—  cos  ^yS  +  ~-  sin  t  Y^^  —  -^  je?  sin  ^  l/3. 
Analog  kommt: 

ßi—Xi=z  (cos  f  }/3  +  ^-  sin  t  V3  ^  + 

+  a:  (—  cos  <  |/3  +  -4r  sin  <  ys)  —  -f_  y  sin  tYS. 
Da  ausserdem: 

^1  +  yi  +  ^1  =  ^  +  »  +  ^ 

ist,  so  giebt  die  Addition  der  ersten  und  dritten  und  Subtraction  der 
zweiten  Gleichung: 

3x,  — a;(l  +  2cos<y3)  +  y(l  -  cos  ^ys  +  ys  sin  ^ys) + 

+ ;?  (1  —  cos  ^  y3  —  ys  sin  ^  ys) . 

Indem    man   nun  x,  y,  0   cyklisch   vertauscht,   erhält   man   auch  die 
Function  tfi  und  e^  von  x,  y,  ss  und  t 

Die  in  diesem  Beispiele  betrachtete  infinitesimale  Transformation 
und  eingliedrige  Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung 
fähig.  Man  bemerke  nämlich,  dass  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 


die  Functionen  Y^  +  y*  +  je^^  und  a;  +  y  +  j^  das  Increment  Null 
erhalten.  Erstere  Function  ist  der  Abstand  des  Punktes  (x,  y,  z)  vom 
Anfangspunkt.  Der  Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden  x  =  y  '^^  0 
ist  gleich:  * 

Er  erhält  also  bei  Uf  auch  das  Increment  Null.  Daher  folgt,  dass 
Uf  die  infinitesimale  Rotation  um  die  Gerade  x  =  y  =  0  vorstellt. 

4,  Beispiel:    Man   bestimme   die   endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

^f=y'rx  +  yTy  +  'd^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung.  Man  veri- 
ficiere  schliesslich  auch,  dass  die  endlichen  Gleichungen  eine  Gruppe 
darstellen. 
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Kapitel  12. 

Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen,  Curven  und  Fläcben,  insbesondere  der 

Babncurven. 

Die  Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen  weicht  in  keiner  wesentlichen  Hinsicht  von  dem 
entsprechenden  Problem  der  Ebene  ab  (§  1  des  4.  Kap.).  Dagegen 
tritt  bei  der  Bestimmung  der  invarianten  Gebilde  insofern  ein  Unter- 
schied gegen  früher  auf;  als  wir  jetzt  zweierlei  Gebilde ,  nämlich 
invariante  Flachere  und  invariante  Curven^  zu  betrachten  haben. 

§  1.    Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes* 

Soll  eine  Function  A(a;,  y^  z)  bei  allen  Transformationen  der  vor- 
gelegten eingliedrigen  Gruppe 

(1)         x^~fp{x,y,0,t),    yi^if{x,y,siyt\    ^i  =  %(a:,y,^,  0 
mit  der  infinitesimalen  Transformation 

puSJäSlf  «♦Wfi'^öwdßrf  bleiben,  also  für  jedes  t  stets: 

sein,  so  liefert  die  Reihenentwickelung  nach  Theorem  16  (§  3  des 
11.  Kap.)  leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür. 
Denn  nach  jener  Entwickelung  ist: 

ß(^i,  Vu  ^i)  =  ß(a?,  y,  ^)  +  Y  TJSl{x,  y,  ^)  H . 

Soll  dies  gleich  Sl{Xy  y,  z)  sein  für  jedes  ty  so  muss  zunächst  notwendig 

USl{x,  y,B)E^O 

sein.  Dann  verschwinden  aber  auch  die  höheren  Glieder  ü(ÜSl)  u.  s.  w. 
in  der  Entwickelung.  Das  gefundene  notwendige  Kriterium  ist  somit 
auch  hinreichend. 

Theorem  17:  Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  in  drei  Veränderlichen  x,y,is  sind  die  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Uf=0,  und  umgekehrt.  Es 
lässt  sich  also  auch  jede  Invariante  der  Gruppe  als  Function 
zweier  beliebiger^  aber  von  einander  unabhängiger  Invarianten 
derselben  darstellen. 
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1,  Beitel:  Die  Gruppe  der  Schraubungen  längs  der  jer-Axe:  Btiipieu. 

Xi  =  xco8t  —  y  sin  t, 

y^  sna  ic  sin  ^  +  y  cos  t,  v 

ß^  «=r,  z  ^  mt 
hat  die  infinitesimale  Transformation 

Die  Invarianten  Sl  sind  also  die  Lösungen  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

^  a«  '      ay  '      a^p 

Schon  im  1.  Beispiel  zu  Theorem  15  (§  3  des  11.  Kap.)  fanden  wir 
als  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung: 

Vx^  +  y'    und    arctg  v  ""  :^  • 

•C  ff* 

Die  allgemeinste  Invariante  unserer  Gruppe  ist  also: 

Dass  wir  zwei  Invarianten  schon  damals  bestimmten,  hat  seinen 
Grund:  Die  in  Theorem  16  mit  £  und  ^  bezeichneten  neuen  (canoni- 
schen) Veränderlichen  sind  ja  nichts  anderes  als  zwei  von  einander 
unabhängige  Invarianten  der  Gruppe. 

2,  Beispid:    Man   soll   die   allgemeinste  Invariante   der  von  der 
infinitesimalen  Rotation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Rotationen  nm  die  Gerade 
x^=y  '='  0  aufstellen.  Schon  im  §  3  des  vorigen  Kapitels  im  3.  Bei- 
spiel zu  Theorem  16  bemerkten  wir,  dass 


^  +  y  +  J^    ^od     Yx^  +  y*  +  JBf* 

von  Uf  ungeändert  gelassen  werden.    Demnach  ist  die  allgemeinste 
Invariante: 

a(a;  +  y  +  ^,    ^  +  y2  +  ^). 

3.  Beispiel:    Man  bestimme  die  allgemeinste  Invariante  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

'  a«    '       dy    *    dz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.    (Vgl.  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  und 
2.  Beispiel  zu  Theorem  16  in  §  3  des  11.  Kap.) 
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§  2.     Die  Bahnoiirven  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes. 

Zur  geometrischen  Deutung  der  Invarianten  bedürfen  wir  des 
Begriffes  der  Bahncurven,  der  auch  sonst  heryorragende  Wichtigkeit 
besitzt. 

Indem  wir  auf  einen  beliebigen  Punkt  p^  des  Raumes  mit  den 
Coordiuaten  Xq,  y^^  jSq  alle  Transformationen  unserer  eingliedrigen 
Gruppe  ausführen^  gelangt  er  in  oo^  Lagen  (x,  y,  js),  die  sich  durch 
Elimination  von  t  aus  den  drei  Gleichungen: 

(2)     rr  =  9>(iro,yo,^o;0;     y  =  ^C^o^J^o;  ^o;  0;     ^  —  Z(^o,  ^o.  ^o»  0 
Bahnonrve.  ergeben  und  eine  Gurve  erfüllen.    Diese  Curve  soll  die  Bahncurve  des 
Punktes  jpo  heissen. 

Wenn  p^  irgend  ein  Punkt  auf  der  Bahncurve  von  jp^  ist,  so  hat 
jPi  genau  dieselbe  Gurve  zur  Bahncurve;  denn  ist  Ta  die  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  p^  nach  p^  führt: 

(i>o)^a  =  (ft), 

SO  ist  auch,  wenn  Ti,  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe  be- 
zeichnet: 

(Po)Tan  =  ip,)T,. 
Da 

d.  h.  gleich  einer  Transformation  der  Gruppe  ist,  so  folgt: 

(Po)T^aö)~(Pi)T,', 

die  beliebige  Transformation  Ti,  führt  also  den  Punkt  p^  auf  der 
Bahncurve  von  Pq  in  einen  Punkt  (p^T^ab)  über,  der  ebenfalls  auf  der 
Bahncurve  von  p^  liegt.  Wir  haben  uns  hier  ganz  kurz  ausgedrückt, 
da  diese  Betrachtung  nur  eine  Wiederholung  der  in  der  Ebene  an- 
gestellten ist.     (Vgl  §  2  des  4.  Kap.) 

Satz  1:  Ist  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  p^  ein  Punkt 
auf  der  Bahncurve  von  Pq,  so  hat  p^  eben  diese  Curve  auch  mr  Bahn- 
curve.   Die  Gruppe  besitzt  also  oo*  Bahncurven. 

Es  hat  ja  jeder  Punkt,  der  nicht  etwa  ausnahmsweise  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  eine  Bahncurve,  während 
umgekehrt  eine  Bahncurve  für  alle  ihre  oo^  Punkte  Bahncurve  ist. 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gruppe 
auf  alle  Punkte  p  einer  Bahncurve  ausgeführt,  so  gehen  sie  in  Punkte 
{p)Ta  über,  welche  auf  derselben  Bahncurve  liegen,  denn  {p)Ta  ist 
ja  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  p  und  diese  Bahncurve  ist  eben  die 
ursprüngliche  Curve.     Also  folgt 
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Satz  2:  Jede  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  bleibt 
invariant  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe. 

Oben  fanden  wir^  dass  sich  die  Gleichungen  der  Bahncarren  in 
der  Form  (2)  ergeben.     Daraus  folgt: 

Satz  3:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Baumes,  so  kennt  man  auch  ihre  Bahncurven. 

Handelt  es  sich  di^egen  darum  ^  die  Bahncurven  zu  bestimmen, 
wenn  nur  die  infinitesimale  Transformation 

"f^tli  +  i^  +  il^ 

der  eingliedrigen  Gruppe  bekannt  ist;  so  hat  man  zu  beachten^  dass 
ein  Punkt  (x,  y,  d)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  in 
einen  benachbarten  Punkt  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird^  d.  h. 
dass  Xj  y,  z  auf  der  Bahncurve  um  Incremente  dx,  dy,  dz  zunehmeu; 
welche  proportional  ^y  ti,  i  sind,  was  wir  in  einem  Satz  aussprechen: 

Satz  4:  Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes 
ordnen  ihren  Punkten  gerade  die  Bichtungen  zu,  welche  ihnen  vermöge 
der  infinitesimdlen  Transformation  der  Gruppe  zugehören. 

Die  Bahncurven  sind  also  auch  die  Integralcurven  des  simultanen 

Systems: 

dx       dy        dz 

das  gerade  oo'  Integralcurven  besitzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
oo^  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

Satz  5:  Die  Bahncurven  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  sind  identisch  mit  den 
CharakteristiJcen  der  linearen  paHiellen  Differentialgleichung  TJf^=^  0. 

Betrachten  wir  endlich  die  Gleichungen 

als  Definitionsgleichungen  einer  stationären  Bewegung  eines  com- 
pressibeln  Fluidums,  so  werden  die  Strömungscurven  der  stationären 
Bewegung  die  Bahncurven  der  infinitesimalen  Transformation: 

ii^f  y>  ^)  Is  +  fl(^^  y^^)%  +  s(^'  y^  ^)  11  •  • 

Im  Laufe  der  Bewegung  wird  jede  Bahncurve  in  sich  verscJwben. 
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Erinnern  wir  uns  nun  daran,  dass  nach  Theorem  17  des  vorigen 
Paragraphen  die  Invarianten  Sl  der  Gruppe  die  Losui^en  f  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Uf*^0  sind,  so  erhellt,  dass  zwei  von 
einander  unabhängige  Invarianten  der  Gruppe  gleich  Null  gesetzt 
eine  Charakteristik  dieser  Differentialgleichung,  also  eine  Bahncurve 
darstellen. 

Satz  6:  Sind  Hy^  und  H^  zwei  von  emander  unabhängige  Invarianten 
einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes,  so  steUen  die  Gleichungen 

flj  BS  Const.,    Si^  =  Const 
die  oo'  Bahncurven  der  Gruppe  dar. 
BeispieL  Beispid:    Wir    fanden    bei    der    von    der  infinitesimalen   Trans- 

formation 

erzeugten  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  z-Ato  (vgl.  1.  Beispiel 
des  §  1)  die  Invarianten 

daher  stellen  die  Gleichungen: 

^  +  y*  —  r^,     arctg^-;^  — c, 

wenn  r  und  c  darin  Gonstanten  bedeuten,  ihre  cx)'  Integraicurven  dar. 
Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Bahncurven  auf  Rotations- 
cylindem  um  die  g'Axe  liegen,  die  zweite: 

arctg  ^  —  0  +  -^, 

dass  der  Winkel,  den  das  Lot  vom  Punkte  (x,  y,  0)  einer  Bahncurve 
auf  die  Sf-Axe  mit  der  (xy) -Ebene  bildet,  in  arithmetischer  Progression 
mit  der  Höhe  0  wächst.  Der  betreffende  Punkt  beschreibt  also  seine 
Bahncurve,  wenn  er  beständig  auf  einem  Rotationscylinder  um  die 
jer-Axe  gleichförmig  längs  der  g-Axe  weitergehend  diese  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  umkreist.  Die  Bahncurve  ist  also  eine 
Schraubenlinie.    Aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 

x^^^x  cos  ^  —  y  sin  ^, 

yi  «=  a:  sin  ^  +  y  cos  t, 

ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Bahncurven  durch  Elimination  von  t 
Die  beiden  ersten  liefern  die  Cylinder 

a?i*  +  yi*  »=:  a?*  +  y^  =  Const 

und  wegen  der  letzten  ist  t  =   '  ""    ,  also,  da  die  beiden  ersten 
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yi   _     « 


^  +  tg« 


! 


Invariante 
Carve. 


oder  ! 

arctg^-arctg|.  +  * 

ergeben,  ist  auch: 

arctg  ^  —  arctg  ^  +  ^*  ^  ^ 

oder: 

arcta  —  —  ^  «a  Const. 
^  Xi        m 

§  3.     Die   bei   allen  Transformationen   einer   eingliedrigen    Gruppe 
des  Baumes  invarianten  Ourven  und  Fläohen. 

Wie  wir  schon  oben  in  Satz  2  ausgesprochen  haben  ^  sind  die 
oo*  Bahncurven  der-  eingliedrigen  Gruppe  invariante  Gurven.  Wir 
wollen  uns  nun  die  Frage  vorlegen^  welche  Ourven  überhaupt  hei  der 
eingliedrigen  Gruppe  invariant  bleiben. 

Sobald  eine  derartige  Curve  wenigstens  einen  Punkt  enthält,  der 
nicht  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt^  ist  sie 
eine  Bahncurve,  denn  dann  gelangt  dieser  Punkt  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  nur  nach  Punkten  seiner  Bahncurve.  Da  er 
aber  auf  der  invarianten  Curve  bleiben  soll,  muss  diese  also  auch  die 
Bahncurve  des  Punktes  sein. 

Die  zweite  Möglichkeit  ist  nun  die,  dctös  alle  Punkte  der  Curve 
einzeln  bei  der  Gruppe  invariant  bleiben.  Wenn  ein  Punkt  (o?,  y,  z)  bei  ^S^lt**' 
allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  er 
zunächst  bei  der  infinitesimalen  Uf  invariant  sein,  d.  h.  die  seinen 
Coordinaten  Xy  y,  z  durch  üf  erteilten  Incremente  gd^,  ij*^,  ^dt 
müssen  Null  sein.  Die  Coordinaten  {x^  y,  z)  eines  invarianten  Punktes 
müssen  demnach  das  Gleichungensystem 

(3)  l{x,y,z)~0,    i?(^,y,^)-0,    t{x,y,z)^Q 

erfüllen.  Alsdann  bleibt  er  aber  auch  bei  oXlen  Transformationen  der 
Gruppe  invariant,  wie  man  genau  so,  wie  wir  es  früher  in  der  Ebene 
machten,  einsieht.  (Vgl.  §  3  des  4.  Eap.)  Es  kann  nun  zunächst 
vorkommen,  dass  die  Gleichungen  (3)  nicht  nur  von  einer  discreten 
Anzahl  von  Punkten,  sondern  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger 
Ourven  erfüllt  werden  und  in  diesem  Falle  sind  diese  Cnrven  invariante 
Curven  der  gesuchten  Ari  Aber  es  kann  fernerhin  sogar  vorkommen, 
dass  die  Gleichungen  (3)  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Flächen 

Lio,  Difftreniialglelohuugen.  16 
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erfüllt  werden  und  in  diesem  Fall  ist  jede  beliebige  auf  einer  dieser 
Flächen  gelegene  Curve  eine  invariante  Curve. 

Theorem  18:  Dreierlei  Curven  können  hei  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  RaumeB,  welche  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation 

^f^^li  +  ^li  +  ^l^ 

erzeugt  wird,  in  Buhe  bleiben.  Die  einen  (stets  vorkommenden) 
sind  die  oo^  Bahncurven,  d.  h.  die  Charakteristiken  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  TJf^=  0.  Zweitens  kann  es  vor- 
kommen,  dass  die  Gleichungen 

von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Curven  erfüllt  werden. 
Alsdann  sind  diese  Curven  ebenfalls  invariant  Drittens  ist 
es  möglich,  dass  diese  drei  Gleichungen  von  allen  Punkten 
einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden.  In  diesem  Falle 
ist  jede  Curve  auf  einer  dieser  Flächen  eine  invariante. 

Die  in  den  beiden  letzten  Fällen  auftretenden  invarianten 
Curven  bestehen  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten. 

Beispiele.  1.  Beispiel:   Fragen  wir  uns,  ob  bei  der  von  der  infinitesimalen 

Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  jer-Axe, 
deren  Bahncurven  wir  in  §  2  als  Schraubenlinien  bestimmten  ^  in- 
variante Curven  der  zweiten  oder  dritten  Art  existieren.  Wir  müssten 
zu  dem  Zweck 

X  BS  y  BS  ^  «=.  0 

setzen.  Es  existieren  also  einzeln  invariante  Punkte  (im  Endlichen) 
nur  dann,  wenn  m  »=  0  ist.  In  diesem  Falle  sind  es  die  Punkte  der 
jer-Axe.  Dies  ist  selbstverständlich^  denn  f ür  m  «»  0  reduciert  sich  die 
infinitesimale  Schraubung  TJf  auf  die  infinitesimale  Rotation 

um  die  jer-Axe^  die  natürlich  bei  ihr  invariant  bleibt  Die  Schrauben- 
linieU;  welche  früher  die  Bahncurven  waren^  sind  zu  Kreisen  dege- 
neriert. 

2.  Beispiel:    Die  von  der  infinitesimalen  Transformation 
TTi^^     df    ^       df    .       df 

^f^'^rx  +  yj-y  +  'ji 
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erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Ähnlichkeitstransformationen  (ähnlicher 
Vergrösserungen  und  Verkleinerungen)  vom  Anfangspunkt  aus,  bei 
welchen  der  Anfangspunkt  in  Ruhe  bleibt.  Denn  ihre  endlichen 
Gleichungen  bestimmen  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

«1  Vi  fii 

mit  den  Anfangswerten  x,  y,  jsr,  0  in  der  Form: 

Xi  =  Xffy    y^^ye*,    jSi  =  ze* 
oder,  wenn  &  =  a  gesetzt  wird : 

x^  =  ax,    yi  «=  ay,    0^  ==  ae. 

Die  Bahncurven  sind  die  Geraden  Tom  Anfangspunkt  aus.  Soll  ein 
Punkt  (x, y, g)  invariant  sein,  so  müssen  i^x,  r^^y,  t^sf  für  ihn 
verschwinden.  Also  bleibt  nur  der  Anfangspunkt  einzeln  invariant. 
Es  giebt  demnach  keine  invariante  Gurve  der  zweiten  oder  dritten  Art. 

3.  Beispiel:    Die  Bahncurven  der  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe: 

sind  offenbar  die  Geraden  y  »»  Const,  0  <=»  Const.  parallel  der  x-Axe. 
Setzen  wir  |  «»  1}  >=»  ^  »>  0,  so  erhalten  wir  für  die  einzeln  invarianten 
Punkte  hier  die  Ebene 

x  =  0. 

Es  giebt  also  invariante  Gurven  der  dritten  Art:  Jede  Curve  in  dieser 
Ebene  ist  invariant. 

4.  Beispiel:    Es  stellt,  wie  wir  wissen, 

df    ,        df 

eine  infinitesimale  Rotation  um  die  jer-Axe  und 

^  dx^y  dy^^  dz 

eine  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus 
dar.  Von  Interesse  ist  nun  diejenige  infinitesimale  Transformation, 
die  wir  aus  beiden  zusammensetzen,  indem  wir  die  erste  mit  —  1, 
die  zweite  mit  einer  Constanten  x  multiplicieren  und  darauf  beide 
addieren.     Die  dadurch  entstehende  infinitesimale  Transformation 

r7/-E^  (y •+ xa.)  1^  +  (- :r  +  .y)  ^J  +  ..  If 

16* 
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bewirkt  gleichzeitig  eine  unendlich  kleine  Rotation  und  -eine  ähnliche 
Vergrösserung  oder  Verkleinerang  vom  Anfangspunkt  aus.  Wir  nennen 
sie  eine  infinitesimale  Ähnlichkeitsfarmation  im  weiteren  Sinne  des  Wortes 
oder  auch  eine  infinitesimale  Spiraltransformation. 

Die  Bahncurven  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  sind  näm- 
lich doppelt  gekrümmte  Spiralen.  Sie  ergeben  sich  ja  als  Charakte- 
ristiken der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Uf^^O,  d.  h. 
durch  Integration  des  simultanen  Systems: 

dx  dy de 


y  +  %x       —  x  +  %y 


%z 


Einmal  folgt  hieraus: 


xdy  —  ydx 
x*  +Y- 


und  dies  lässt  sich  sofort  integrieren.    Es  kommt  so  die  Invariante: 


Andererseits  ist: 


a,  =  arctg  J  +  i-  lg  , 


xdx  +  ydy dz 

x*+y*  T 


und  dies  liefert  integriert  die  Invariante: 


a,  =  lg>V+?-lg^. 

Setzen    wir   die   beiden  Integrale  Sl^   und  Sl^  Constanten   gleich,   so 

haben  wir  die  Gleichungen  der 
Bahncurven.  Wir  können  sie  offen- 
bar so  schreiben: 

lg l/i?+  y*  +  X  arctg  -^  —  Const., 

X 

^*  +  y*  =  Jß^*  •  Const. 

Die  erste  Gleichung  stellt  die  Pro- 
jectionen  der  Bahncurven  auf  die 
(a;y) -Ebene  dar.  Es  sind  dies  cx>^ 
einander  congruente  logarithmische 
Spiralen.  Die  zweite  Gleichung  ist 
die  eines  geraden  Ereiskegels, 
dessen  Spitze  der  Anfangspunkt^ 
dessen  Axe  die  Sf-Axe  ist.  Man 
erhält  demnach  die  Bahncurven 
als  die  Curven  auf  diesen  cx)^  Kegeln,  deren  Projectionen  auf  die 
(a;j/) -Ebene  jene  logarithmischen  Spiralen  sind.    (Fig.  22.) 


Fig.  98. 
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Einzeln  invariante  Punkte  müssen  in  dem  jetzigen  Beispiel  die 
Gleichungen 

y  4-  xa;  =  0,     —  a?  +  xy  =  0,    jei  =  0 

erfüllen.  Ist  «*  =[=  —  1,  so  liefern  sie  a?  «=  y  =  ;?  =  0,  also  nur  den 
Anfangspunkt.  Wenn  aber  x  =  i  ist,  wodurch  allerdings  die  Trans- 
formationen imaginär  werden,  so  giebt  es  eine  Gerade,  die  aus  lauter 
einzeln  invarianten  Punkten  besteht^  nämlich  in  der  (a;y)- Ebene  £f  »=  0 
die  Gerade: 

y  -j-  ia?  «=  0. 

Ist  X  «B  i,  so  bleibt  auch  die  dieser  Geraden  imaginär  conjugierte: 

y  —  ia:  =  0 

invariant,  aber  als  Bahncurve  (eine  zur  Geraden  degenerierte  Spirale), 
indem  nickt  alle  ihre  Punkte  einzeln  invariant  sind. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Flächen,  welche  alle  Transformationen  ^^"0^^?*"* 
der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gestatten.     Wir  betrachten  also 
eine   Fläche,   deren  Punkte    bei   allen  Transformationen   der  Gruppe 
immer  wieder  in  Punkte  auf  ihr  selbst  übergeführt  werden. 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar.  Zunächst  ist  es  möglich,  dass  alle 
Punkte  der  Fläche  einzeln  invariant  bleiben.  Dies  kann  nur  dann 
eintreten,  wenn  die  drei  Gleichungen 

6  {^,  y,^)  =  V  (a?,  y,  0)  =  f  (a;,  y,  ^)  =  0 

von  allen  00*  Punkten  einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden. 

Liegt  dieser  Fall  nicht  vor,  so  wird  ein  allgemein  ge#ählter 
Punkt  p  der  invarianten  Fläche  von  allen  Transformationen  der  Gruppe 
in  die  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  und  diese  muss,  da  der 
Punkt  die  Fläche  nicht  verlassen  soll,  ganz  auf  der  Fläche  liegen. 
Zieht  man  also  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  die  hindurchgehende 
Bahncurve,  so  liegen  alle  diese  Gurven  auf  der  Fläche,  d.  h.  die 
Fläche  enthält  00^  Bahncurven. 

Wenn  umgekehrt  eine  Fläche  von  00^  Bahncurven  der  Gruppe 
erzeugt  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  sie  bei  der  Gruppe  invariant  sein 
muss,  denn  alsdann  liegt  ja  die  Bahncurve  jedes  Punktes  p  der  Fläche 
auf  ihr  und  der  Punkt  jp,  der  bei  den  Transformationen  der  Gruppe 
immer  nur  in  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  bleibt  be- 
ständig auf  der  Fläche. 

Theorem  19:  Es  giebt  zweierlei  Flächen,  welche  hei  allen 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  in- 
variant bleiben.  Eine  solche  Fläche  kann  entweder  aus  lauter 
einzeln  invarianten  Tunkten  bestehen  —  wenn  soviele  vorhanden 


246  Kapitel  12,  §  3. 

sind  —  oder  aber  sie  ist  erzeugt  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe. 
Umgehehrt  ist  jede  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe  erzeugte 
Fläche  invariant 
Beispiele.  /.  Bcispicl:    Bei    unserer    oft    schon   benutzten   Gruppe   von  oo^ 

Schraubungen  längs  der  z-Axe: 

a^i  =  a;  cos  ^  —  y  sin  t, 

y^  =  X  sin  t  -{-  y  cos  t, 

19^  =  0  -{-  mt 

existiert  (wenn  m  =|=  0)  kein  Punkt  im  Endlichen,  der  invariant  wäre. 
Es  giebt  also  keine  invariante  Fläche  der  ersten  Art.  Da  die  Bahn- 
curven Schraubenlinien  sind  (vgl.  §  2),  so  sind  die  von  solchen 
Schraubenlinien  mit  gleicher  Steigung  erzeugten  Flächen  die  einzigen 
bei  der  Gruppe  invarianten  Flächen.  Offenbar  kann  man  eine  solche 
Fläche  dadurch  herstellen,  dass  man  von  einer  beliebigen  Gurve  aus 
alle  dieselben  schneidenden  oo^  Schraubenlinien,  welche  Bahncurven 
sind,  zieht,  oder  also  dadurch,  dass  man  diese  beliebige  Gurve  in 
Schraubenbewegung  mit  der  richtigen  Steigung  längs  der  ;ei-Axe 
hinführt. 

2.  Beispiel:  Anders  verhält  es  sich  bei  der  von  x  J-  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe: 

x^^xt,    yi=y,    0^  =  z. 

Die  Bahncurven  sind  hier  die  Parallelen  zur  a;-Axe.  Demnach  ist 
jede  Fliehe,  welche  von  oo^  dieser  Geraden  erzeugt  wird,  also  jede 
Cy linderfläche  parallel  der  a:-Axe  invariant.  Es  giebt  aber  noch  oo* 
einzeln  invariante  Punkte,  nämlich  die  der  Ebene  o;  »a  0,  die  also 
auch  eine  invariante  Fläche  ist. 

Da  man  aus  der  Schar  der  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen 
Gruppe  auf  unendlich  vielfache  Weise  je  oo^  herausgreifen  und  zur 
Erzeugung  einer  invarianten  Fläche  zusammenfassen  kann,  so  giebt 
es  bei  jeder  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  oo"^  invariante  Flächen. 

Wenn  nun  insbesondere  die  durch 

Ä(rc,  y,  z)  =a  Gonst. 

dargestellten  oo^  Flächen  sämtlich  invariante  Flächen  sind,  so  muss, 
wenn  (a;,  y,  z)  ein  Punkt  einer  dieser  Flächen,  etwa  der  Fläche 

ist,  dieser  Punkt  durch  die  allgemeine  Transformation 
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der  Gruppe  in  einen  Punkt  (x^,  y^,  0j)  derselben  Fläche  übergeführt 
werden.    Es  muss  also 

ß(^i;  Vu  ^i)  =  c 
sein,  sobald 

ist.  Da  dies  für  jede  einzelne  Fläche  Sl »»  Const.;  also  für  jedes  c 
gelten  muss^  so  folgt^  dass  fUr  alle  x,  yy  0: 

sein  muss.     Sl  ist  daher  eine  Invariante  der  Gruppe. 

Umgekehrt  erhellt  ohne  weiteres^  dass  jede  Invariante  Sl  der 
Gruppe,  gleich  Const.  gesetzt,  00^  einzeln  invariante  Flächen  darstellt. 
Hiermit  haben  wir  die  Invarianten  geometrisch  gedeutet: 

Satz  7:  Set^t  man  eine  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  des 
Baumes  gleich  Consta  so  stellt  sie  00^  einzeln  invariante  Flächen  dar, 
und  umgekehrt  ist  die  linJce  Seite  der  Gleichung 

£l(x,  y,  ss)  =>  Const. 

einer  Schar  von  00^  einzeln  invarianten  Flächen  stets  eine  Invariante  der 
Gruppe.    Sind  u  und  v  irgend  zwei  von  einander  unäbliängige  Invarianten 
der  Gruppe,  so  ist  W{u,  v)  =  0  die  allgemeine  Form  einer  invarianten 
Fläche,  deren  Punkte  nicht  sämtlich  einzeln  invariant  sind. 
Selbstverständlich  ist  im  allgemeinen  die  Fläche 

nicht  von  einzeln  invarianten  Punkten  gebildet,  denn  sonst  würden 
ja,  da  jeder  Punkt  (x,  y,  z)  im  allgemeinen  auf  einer  der  Flächen 
Sl  SS  Const.  liegt,  alle  Punkte  des  Raumes  einzeln  invariant  sein.  Die 
Fläche  £1^=^  c  enthält  also  bei  allgemein  gewähltem  c  00^  Bahncurven 
der  Gruppe. 

Der  obige  Satz  stimmt  sonach  mit  der  geometrischen  Deutung  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 

überein,  welcher  die  Invarianten  ß  genügen.  Denn  wir  erkannten  in 
§  1  des  10.  Kapitels,  dass  eine  Losung  f=Sl  dieser  Differential- 
gleichung, gleich  Const.  gesetzt,  00^  Flächen  darstellt,  deren  jede  von 
cx)^  Charakteristiken  dieser  Gleichung  erzeugt  wird,  und  diese  Charakte- 
ristiken sind  nach  Satz  5  des  §  2  die  Bahncurven  der  Gruppe. 

Bekanntlich  stellen  zwei  Losungen  52^  und  i2^  der  obigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  gleich  Const.  gesetzt  eine  Charakteristik, 
also  eine  Bahncurve  der  Gruppe  dar.     Es  ist  aber  auch  geometrisclT 
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klar^  dass  die  Schnittlinie  der  beiden  invarianten  von  je  cx)^  Bahn- 
curven  erzeugten  Flächen 

Äl  — ^;      Ä8  =  C, 

eine  Bahncurve  ist,  denn  die  Bahncurve  eines  Punktes  dieser  Schnitt- 
linie muss  sowohl  der  einen  als  auch  der  anderen  Fläche  angehören. 
Ausnahmsweise  kann  es  natürlich  allerdings  auch  vorkommeD;  dass 
alle  Punkte  der  Schnittlinie  einzeln  invariant  sind.  Dann  ist  sie 
natürlich  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Gurve  der  zweiten  oder 
dritten  Art  des  Theorems  18. 
Beispiel.  Beispiel:  Bei  der  Gruppe  von  oo^  Rotationen  um  die  ;er-Axe: 

x^t^  X  cos  t  —  y  sin  t, 

yi  «=  0?  sin  <  +  y  cos  t, 

deren  infinitesimale  Transformation  ist: 

sind  die  Invarianten  Lösungen  der  Differentialgleichung 

-ya^  +  ^äi;"'^- 

Zwei  unabhängige  Lösungen  derselben  sind: 

Sl,=a^  +  f,    Sl^  =  B, 
und  jede  andere  Lösung  ist^  wie  bekannt^  eine  Function  dieser  beiden. 
Mithin    wird   eine   von   Bahncnrven   der   Gruppe   erzeugte   invariante 
Fläche  in  allgemeinster  Weise  dargestellt  durch 

oder: 

z  =  tp{pi?  +  f). 

Es  ist  dies  die  allgemeine  Gleichung  einer  Rotationsfläche  um  die 
;e;-Axe.  Zwei  solche  Rotationsflächen  schneiden  sich^  wenn  sie  sich 
überhaupt  treffen,  in  einem  Kreise,  dessen  Ebene  zur  ;9-Axe  senkrecht 
ist  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  ;e;-Axe  liegt.  In  der  That  ist  jeder 
derartige  Ereis  Bahncurve.  Eine  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten 
bestehende  Fläche  giebt  es  hier  nicht,  denn  nur  die  Punkte  a:  =  y  =»  0 
der  jS'Axe  sind  invariant. 

§  4.     AnalytiBOhe  Ejriterien  für  die  Invarianz  einer  Curve  oder 
Fläche  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes. 

In  dem  vorangehenden  Paragraphen  bestimmten  wir  alle  Flächen 
und  Gurven,  die  bei  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe 
invariant  bleiben.    Wir  fanden  saoei  Arten  invarianter  Corven,  nämlich 
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die  Bahncurven  und  die  aus  lauter  invarianteu  Punkten  bestehenden 
Curven.  Andererseits  fanden  wir  0wei  verschiedene  Arten  invarianter 
Flächen,  nämlich  die  von  Bahncurven  erzeugten  Flächen  zusammen 
mit  denjenigen  Flächen,  die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,  dass  alle  invarianten  Curven  sich 
durch  ein  einziges  analytisches  Kriterium  definieren  lassen;  dieses  gilt 
für  die  beiden  Arten  invarianter  Curven  und  für  keine  andere  Curve 
des  Raumes.  Noch  wichtiger  ist  es,  dass  sich  für  die  Invarianz  einer 
Fläche  ein  einziges  Kriterium  aufstellen  lässt,  welches  von  allen  in- 
varianten Flächen  und  von  keiner  andern  Fläche  erfüllt  wird.  Dies 
wollen  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  haben  wir  jedoch  einige  Bemerkungen  über  gewisse  zuUMUtthafto 
vermeidende  analytische  Darstellungsformen  von  Flächen  und  Curven  j,^^^^ 
zu  machen.  curven. 

Man    kann    voraussetzen,    dass    die   Gleichung    einer    beliebigen 

Fläche 

io(x,y,e)  =  0 

O  Ct  o 

80  geschrieben  ist,  dass  nicht  g~;    a~?  g"  sämtlich  für  alle  Punkte 

der  Fläche  verschwinden.  Denn  man  braucht  sich  z.  B.  die  Gleichung 
nur  nach  einer  der  darin  vorkommenden  Veränderlichen,  etwa  nach  z, 
aufgelöst  zu  denken: 

um  zu  erreichen,  dass  der  Differentialquotient  der  gleich  Null  gesetzten 
Function  nach  is  verschieden  von  Null,  nämlich  gleich  1,  wird.  Für 
die  berührte  Ausnahmeform  ist  dies  ein  Beispiel:  Die  Gleichung  einer 
Engel  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  kann  offenbar  so 
geschrieben  werden: 

&  =  {x^  +  y^  +  0^^  ly  =  0. 
Hier  ist: 

ll  =  4.x(x^  +  y^  +  ,^-l)^ 

also  gleich  Null  für  alle  Punkte  der  Kugel,  analog  |^  und  |^-    Eine 

solche  Darstellungsform  soll  also,  da  sie  stets  vermieden  werden  kann, 
als  ausgeschlossen  gelten. 

Eine  ganz  ähniche  Bemerkung  gilt  für  die  Darstellung  einer 
Raumcurve  durch  zwei  Gleichungen 

Wir  dürfen  voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  derselben  so  gewählt 
sind,  dass  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 
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d(»i  dati      dati 

dx  dy       dz 

d«,  dcD,       d<0| 

dx  dy       dz 

oder  also  der  Ausdruck 

d(o^  dto^        do),  dcD, 
dy   'dz         Tz~  dy 

und  die  beiden  durch  cyklische  Yertauschung  von  x^  y,  z  daraus 
hervorgehenden  Ausdrücke  sämtlich  för  alle  Punkte  der  Curve  ver- 
schwinden. In  der  That  kann  man  dies  stets  vermeiden ,  wenn  man 
z.  B.  die  Gleichungen  nach  zweien  der  in  ihnen  vorkommenden  Ver- 
änderlicheU;  etwa  nach  y  und  z^  auflöst: 

y-F^{x)  =  0,    z^F,(x)  =  0, 
denn  dann  ist 

^i=y-Fi(x),     (o^  =  z-F^{x) 
und  also 

dto^   dat^    d<Di   dm^  1  -J-  O 

dy    dz  dir   dy  i      * 

Unzulässig  ist  z.  B.  das  Gleichungenpaar 

y  «» 0,    yz^O 
zur  Darstellung  der  a;-Axe. 

Nach  diesen  notwendigen  Vorbemerkungen  kommen  wir  nunmehr 
zur  Sache. 
Sr»         Eine  Fläche 

fttr  eine  o{x,  y,  J?)  =  0 

bleibt  bei  allen  Transformationen  der  von  üf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe,  welche  Xy  y,  z  in  x^,  y^,  z^  überfuhren,  invariant  dann  und 
nur  dann;  wenn  die  Gleichung 

stets  nur  eine  Folge  von 

ist.  Nach  Theorem  16  des  §  3,  11.  Kap.  kann  die  erste  Gleichung 
auch  so  geschrieben  werden: 

(4)  a{x,y,d)  +  {üa>  +  ^^U(TJm)  + 0. 

Da  sie  für  alle  Werte  des  Parameters  t  eine  Folge  von  aj(a?,  y,  jef)  =  0 
sein  soll;  so  folgt  als  eine  erste,  notwendige  Bedingung,  dass: 

Uco(x,y,z)  =  0 
sein  muss  vermöge  C9(x,  y,  z)  ==  0. 
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Diese  Bedingung  ist  nun  aber  auch  hinreichend.  Zum  Nachweis 
dieser  Behauptung  deuten  wir  sie  geometrisch.    Es  soll 

TT     fc  ^0)    ,        da    n     ^  da         ^ 

sein  fQr  alle  Punkte  der  Fläche.  Da  wir  nach  den  vorangeschickten 
Bemerkungen   voraussetzen   dürfen^   dass   nicht   für   alle   Punkte   der 

o  o  5i 

Fläche  die  Differentialquotienten  5~;  ä^»  ä"  gleichzeitig  verschwinden, 

so  sagt  diese  Gleichung  aus,  dass  entweder  |  s»  9^  as  g  n»  0  ist  für  alle 
Punkte  der  Fläche,  d.  h.  alle  Punkte  der  Fläche  einzeln  invariant 
sind  (nach  §  3)  —  und  dann  ist  auch  die  ganze  Fläche  invariant  — , 
oder    aber    dass    für    einen    allgemein    gewählten   Punkt    der   Fläche 

iy  Vj  t  proportional  den  Richtungscosinus  einer  Tangente  der  Fläche 

000 
in  diesem  Punkte  sind,  denn  ^>  ^>  ö"  si^^  proportional  den  Rich- 
tungscosinus der  Flächennormale  des  Punktes.  In  diesem  Falle  ent- 
hält also  die  Fläche  die  Richtungen,  welche  die  infinitesimale  TranB- 
formation  Uf  der  Gruppe  ihren  Punkten  zuordnet,  und  folglich  auch 
die  Bahncurven  dieser  Punkte  (vgl.  Satz  4  des  §  2).  Die  Fläche  ist 
daher  von  00^  Bahncurven  erzeugt  und  invariant. 

Also  können  wir  sagen: 

Satz  8:  Eine  Fläche  oder  Gleichung  (o{x,y,e)  =  0  gestattä  aUe 
Transformationen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes 
dann  und  nur  dann,  wenn  Um  «=0  ist  für  aUe  Punkte  der  Fläche^ 
resp,  Wertsysteme  der  Gleichung,  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  so  ge- 

wäklt  ist,  dass  nicht  etwa  g~;  "ä"?  ä—  sämtlich  vermöge  cd  =  0  ver- 
schunnden. 

An  dieses  Kriterium  knüpfen  wir  noch  einige  Bemerkungen  an. 
Da  hiernach  das  Verschwinden  von  Ua  vermöge  o  —  0  eine  rein 
begriffliche  Deutung  hat,  nämlich  die,  dass  m  =^0  eine  bei  der  Gruppe 
invariante  Fläche  ist,  und  da  diese  Deutung  von  der  Wahl  der  Ver- 
änderlichen und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der  Fläche 
unabhängig  ist,  so  folgt: 

Satz  9:  Ist  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  drei 
Veränderlichen  X,  y,0  der  Ausdruck  U(o{x,y,z)^=0  vermöge  cD(a?,y,;»)  =  0, 
so  gut  dxjLS  Entsprechende  auch  hei  Einführung  anderer  Veränderlicher 
und  unabhängig  von  der  DarsteUungsform  der  Gleichung  m  ^=0,  voraus- 
gesetzt nur,  dass  nidü  mit  a  auch  die  partiellen  Differentialguotienten 
von  a   nach  den  drei  Veränderlichen  sämtlich  verschwinden.    Natürlich 
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tvird  auch  angenommeHj  dass  die  Transformation  für  die  in  Betracht 
Jcommenden  Wertsysteme  regulär  ist. 

Das  Kriterium  üio  =  0  vermöge  o  =  0  ergab  sich  zunächst  als 
notwendig,  indem  wir  die  Reihenentwickelung  (4)  nur  in  ihren  ersten 
Gliedern  betrachteten.  Es  liegt  danach  nahe,  die  Redeweise:  eine 
Fläche  G)  as  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  zu  ge- 
brauchen, sobald  Um  <»  0  vermöge  o  »»  0  ist  Alsdann  können  wir 
Satz  8  so  aussprechen: 

Satz  10:  Eine  Fläche  gestattet  alle  Transformationen  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  des  Baumes^  sobald  sie  ihre  infinitesimale  Transfor- 
ination  gestattet. 

Krirerium'         SoU  die  durch  die  beiden  Gleichungen 

für  eine  /  \  /\  /  \  /\ 

Curre  ©j  {X,  y,  0)  =  0,       ©,  {x,  y,Jg)  =  0 

dargestellte  Curve  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
gestatten,  so  müssen  auch  die  durch  eine  beliebige  dieser  Transfor- 
mationen nach  den  Stellen  (a?i,  j/i,  j»,)  übergeführten  Punkte  der  Curve 
auf  derselben  liegen,  d.  h.  es  muss 

c>i(^u  Vu  ^i)  =  Ol   02(^1; yi?  ^1)  =  0 

sein,  sobald 

ist.     Wegen  der  Reihenentwickelungen: 

oi(^,  yi  ^)  +  f  ^^li^^y^^)  +  r2  üiU(o^(x,  t/,  ^))  n —  «  o, 


(5) 


/»2(^; y,^)  +  Y  ^®2(^,y,^)  +  1^  UiUa^ix,  y,0))-\ 0 


der  beiden  ersten  Gleichungen,  und  da  dies  für  alle  Werte  des 
Parameters  t  gelten  muss,  ergiebt  sich  zunächst  als  notwendige  Be- 
dingung, dass 

Ua),(x,y,0)  =  O,     Uo^{x,y,0)  =  O 

sein  müssen,  sobald  gleichzeitig  oii  «=  o,  =  0  ist. 

Dass  dieses  Kriterium  auch  hinreicht,  wird  durch  seine  geometrische 
Deutung  klar:  Die  beiden  Gleichungen 


(6) 


TT  ^  ^^\        I  ^fl>l        I       t    ^0>1  /\ 

TT      fc  dm^     I        dom     ,     ^  doom         ^ 


die  für  alle  Punkte  der  Curve  bestehen  sollen,  sagen  aus,  dass  ent- 
weder für  alle  Punkte  der  Curve  |  =  ij  —  f  =  0  ist,  d.  h.  dass  alle 
Punkte  derselben  einzeln  invariant  sind,  oder  nicht.    Da  wir  nach  der 
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zweiten   der   yorangeschickten  Bemerkungen   annehmen   dürfen ,   dass 
die  zweireihigen  Unjkerdeterminanten  der  Matrix 

dai      diDi      da^ 

dx      dy       dz 

dflo,      d(D,      do, 
dx       dy       dz 

nicht  samtlich  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden,  so  sind  die 

Grossen 
und 

dtOi        dm^        da>i 
dx  '     dv  '      de 

dm,        da,        da>. 

proportional  den  Bichtungcosinus  zweier  verschiedener  Normalen  der 
Curve.  Die  Gleichungen  (6)  sagen  demnach  in  dem  zweiten  Falle^ 
dass  £,  17  und  g  nicht  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden,  das 
aus,  dass  i,  %  i  den  Bichtungscosinus  der  zu  diesen  beiden  Normalen 
senkrechten  Geraden,  d.  h.  der  Curventangente,  proportional  sind.  Die 
Curve  hat  also  in  jedem  ihrer  Punkte  die  demselben  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  Uf  der  Gruppe  zugeordnete  Richtung,  mit 
anderen  Worten:  sie  ist  Bahncurve  (vgl.  Satz  4  des  §  2)  und  als 
solche  invariant 

Satz  11:  Eine  Curve 

gestattet  dann  und  nur  dann  edle  Transformationen  der  von  Uf  eraeugten 
eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes,  wenn  U&^  und  Uco^  für  alle  Punkte 
der  Owrve  verschunnden,  vorausgeseigt,  dass  die  Gleichungen  der  Ourve 
so  gewählt  sind,  dass  nicht  etwa  aUe  aweireihigen   Unterdeterminanten 

der  Matrix 

de 

dy 

dm^ 

dy 
für  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden. 

Wie  oben  beim  Satze  über  die  Invarianz  einer  Fläche  bemerken 
wir  auch  hier,  dass,  da  nach  dem  eben  gefundenen  Satze  das  Ver- 
schwinden von  U&i  und  Ufo^  vermöge  a»^  »s  ai|  -»  0  eine  rein  begriff- 
liche Bedeutung  hat,  dies  Verschwinden  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Veränderlichen  und  der  speciellen  Darstellungsform  der 
Curve.     Also: 

Satz  12:  Ist  hei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  x,  y,  g 
sowohl  U(o^{x,y,z)  als  auch  Ua}^{x,y,ß)  gleich  NuU  ver^nöge 


dx 

dm^ 

dx 


da>t 

TT 
dz 
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so  gut  das  Entsprechende  ^  wenn  neue  Veränderliche  eingeßihrt  werden, 
und  bei  jeder  DarsteUungsform  des  Gleichungssystems  O]  «» Og  =  0, 
vorausgesetzt  j  dass  diese  DarsteUungsform  nicht  etwa  so  gewählt  ist,  dass 
die  Differentialquotienten  von  o^  nach  den  drei  Veränderlichen  denen  von 
Og  nach  denselben  proportional  werden  vermöge  ©i  «=  Oj  «=  0. 

Die  Redeweise:  eine  Curve  ©j  =  ©2  =  0  gestattet  die  infinitesi- 
male Transformation  üf,  sobald  Uo^  <=  üm^  =  0  ist  für  alle  Punkte 
der  Curve^  liegt  auch  hier  ausserordentlich  nahe,  da  wir  ja  das  Kri- 
terium zunächst  als  notwendiges  ableiteten,  indem  wir  in  den  Reihen- 
entwickelungen (5)  nur  die  ersten  Glieder  berücksichtigten.  Deshalb 
sprechen  wir  Satz  11  auch  so  aus: 

Satz  13:  Eine  Curve  gestattet  die  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation Uf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes,  sobald  sie  diese 
infinitesimale  Transformation  Uf  zulässt 

§  5.    Einige  geometrisohe  Beispiele. 

Im  Anschluss  an  die  auseinandergesetzten  Theorien  wollen  wir 
beispielsweise  alle  Curven  und  Flächen  bestimmen,  welche  die  von 
einer  infinitesimalen  prqjeciiven  Transformation  erzeugte  eingliedrige 
Gruppe  gestatten.  Unter  einer  projectiven  Transformation  des  Raumes 
versteht  man  eine  solche,  welche  jeden  Punkt  des  Raumes  in  einen 
Punkt  und  alle  Punkte  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  wieder  in 
die  Punkte  einer  Ebene,  also  auch  alle  Punkte  einer  Geraden  —  als 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  —  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden 
überfahrt.  Man  kann  zeigen  —  worauf  wir  jedoch  hier  nicht  ein- 
gehen —  dass  es  unter  diesen  projectiven  Transformationen  auch 
solche  giebt,  welche  vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  in  Ruhe  lassen. 
Wir  wählen  einen  dieser  Punkte  zum  Anfang  und  die  drei  anderen 
als  die  unendlich  fernen  Punkte  der  drei  Axen.  Man  findet  dann, 
dass  das  Symbol  einer  derartigen  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation die  Form  annimmt: 

wie  wir  ohne  nähere  Begründung  bemerken.  (Vgl.  die  verwandte 
Betrachtung  in  §  4  des  4.  Kap.) 

Wir  wollen  also  die  bei  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf 
oder,  was  nach  Satz  10  und  13  des  vorigen  Paragraphen  dasselbe  ist, 
die  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invarianten  Curven  und  Flächen 
aufsuchen. 
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Die   endlichen  Gleichungen   unserer  Gruppe   ergeben   sich   durch 
Integration  des  simultanen  Systems 

in  der  Form 

Daher  ergeben  sich  die  Bahncurven  durch  Elimination  von  t  aus:       BaimcurTen 

°  e.  inf,  proj. 

in  der  Form: 

oder  in  der  Form: 

JL  i  i. 

fl?«  =Äyfi  =Ber 

und  sind  im  allgemeinen  transcendeute  Curven.  Bei  besonderer  Wahl 
der  im  Symbol  TJf  auftretenden  Constanten  a^  ß,  y  sind  sie  jedoch 
algebraisch,  so  für  a  —  1,  /S  =  2,  y  ■=  3  die  Baumcurven  dritter 
Ordnung: 

y  =  Const  a^,    0  —  Consi  a^. 

Um  sich  eine  Vorstellung  vom  Verlauf  der  Bahncurven  unserer  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf  zu  machen,  erweist  sich  folgende  Bemerkung 
als  nützlich.    Die  Gleichung 

aa^  +  ßy^  +  y^  —  Const 

stellt  cx)^  einander  ähnliche  und  ahnlich  gelegene  Flächen  zweiten 
Grades  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  dar,  deren  Axen  die  Coordi- 
natenaxen  sind.  Die  Grössen  aXy  ßy,  y0  sind  proportional  den  Bich- 
tungscosinus  der  Normalen  der  durch  den  Punkt  (x,  y,  0)  gehenden 
Fläche  aus  dieser  Schar.  Mithin  sind  die  cx)'  .Curven,  welche  alle 
jene  00^  Flächen  senkrecht  treffen,  die  Integralcurven  des  simultanen 

Systemes 

dx       dy  dz 

ax'^  Jy         y?' 

also  die  Bahncurven  unserer  Gruppe*). 


*)  Allgemeine  üntennchuDgen  über  gewundene  Curven  und  Fl&chen,  welche 
unendlich  viele  vertauschbare  projective  Transformationen  gestatten,  wurden  zu- 
erst angestellt  von  Klein  und  Lie  in  den  Comptes  rendus  1870  sowie  im  dritten 
Bande  der  Mathematischen  Annalen.  Sodann  gab  Lie  die  Bestimmung  aller 
Flächen^  welche  eine  continuierliche  projective  Gruppe  gestatten.  —  Die  im 
Text  gegebene  einfache  geometrische  Definition  aller  gewundenen  Curven,  die 
eine  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten,  rührt  von 
S cheffers  her. 


Trf.  in- 
Tftriante 
Fl&ohen. 
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Ausser  den  Bahncurven  könnte  es  noch  invariante  Curven  geben, 
die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen.     Aber  da  wegen 

für  diese  Punkte  die  Bedingungen 

ao;  SB  ^y  BB  T'jer  a»  0 

bestehen,  so  ist  klar,  dass  es  im  Endlichen  nur  einen  invarianten 
Punkt,  nämlich  den  Anfang,  giebt,  sobald  a,  ß,  y  alle  drei  verschieden 
von  Null  sind.  Ist  nur  eine  dieser  Constanten  gleich  Null,  etwa  y^ 
so  bleiben  alle  Punkte  der  ier-Axe  einzeln  in  Ruhe.  Die  jer-Axe  ist 
dann  die  einzige  invariante  Curve  der  gesuchten  Art.  Sind  zwei  Con- 
stanten gleich  Null,  etwa  ß  und  y,  so  bleiben  alle  Punkte  der  (yj?)- 
Ebene  in  Buhe.  Jede  in  dieser  Ebene  gezogene  Qurve  ist  dann  in- 
variant. 
üTf  pro?  ^^^  fragen  nun  nach  den  bei  unserer  eingliedrigen  projectiven 

Gruppe  TJf    invarianten  Flächen. 

Zunächst  giebt  es  eine  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehende 
Fläche  nach  unseren  letzten  Bemerkungen  nur  dann,  wenn  zwei  der 
Constanten  a,  /3,  y,  etwa  ß  und  y,  verschwinden.  Es  ist  dann  die 
Ebene  rc  -«  0. 

Um  sonstige  invariante  Flächen  zu  construieren,  haben  wir  oo^ 
Bahncurven  zu  einer  Fläche  zusammenzufassen.  Nun  lassen  sich  die 
Gleichungen  einer  Bahncurve  so  schreiben: 

sobald,  wie  wir  annehmen  dürfen,  a  4=  0  ist.     Hier  sind  -^ ,  -^  durch 

die  infinitesimale  Transformation  üf  gegebene  bestimmte  Zahlen,  a 
und  b  dagegen  können  beliebig  angenommen  werden.  Man  erhält  ins- 
besondere cx)^  Bahncurven,  wenn  man  zwischen  a  und  b  eine  Relation 
festsetzt: 

6«*=9)(a). 

Alsdann  erfüllen  diese  oo^  Curven  die  Fläche: 

gx    «  =5p(y.a;    «) 
oder: 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  einer  bei  allen  Transformationen 
der   vorgelegten  eingliedrigen  projectiven  Gruppe  invarianten  Fläche. 
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Wir  wollen  einige  flächentheoretische  Bemerkui^en  in  betreff  der 
Haupttangentencurven  dieser  FlächengaUung  anknüpfen.  Leser,  welche 
mit  der  Flächentheorie  noch  keine  nähere  Bekanntschaft  gemacht 
haben ;  können  ohne  Beeinträchtigung  des  Späteren  den  Best  dieses 
Kapitels  überschlagen.  Bekanntlich  hat  eine  Haupttangentenrichtung 
in  einem  Flächenpunkt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Punkt  sich 
längs  derselben  bewegt,  seine  Tangentialebene  um  diese  Richtung  sich 
dreht.  Jede  Transformation  unserer  Gruppe  Uf  hat  nun  die  Eigen- 
tümlichkeit, Geraden  in  Geraden,  Ebenen  in  Ebenen  überzuführen. 
Da  sie  die  Fläche 

1. 

in  sich  überführt,  so  ergiebt  sich,  dass  sie  jede  Tangentialebene  der 
Fläche  wieder  in  eine  Tangentialebene  verwandelt.  Wegen  der  obigen 
(rein  projectiyen)  Definition  der  Haupttangentenrichtungen  muss  die 
Transformation  auch  jede  Haupttangentencurve  der  Fläche  wieder  in 
eine  Haupttangentencurve  derselben  überführeu.  Es  giebt  somit  eine 
bekannte  infinitesimale  Transformation  Uf,  welche  die  oo^  Haupt- 
tangentencurven  der  Fläche  unter  sich  vertauscht. 

Wir  können  x  und  y  als  Parameter  auf  der  Fläche 

Y_ 

betrachten  und  also  die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven 
in  Xj  y  allein  schreiben.    Sie  ist  in  dx  und  dy  quadratisch  und  es  sei 

Xdy  —  Ydx  =  0 

einer  ihrer  beiden  linearen  Factoren.  X,  Y  sind  hierin  bekannte  Func- 
tionen von  X  und  y.  Da  die  zu  Xdy  —  Tdx  »=>  0  gehörige  Schar 
von  Haupttangentencurven  unsere  projective  Transformation  üf  ge- 
stattet, so  folgt,  dass  die  Differentialgleichung: 

Xdy  —  Ydx  =  0, 

die  ja  auch  die  der  Projection  jener  Haupttangentencurven  auf  die 
Ebene  0  =»0  ist;  die  infinitesimale  Transformation: 

zulässt  und  daher  den  Integrabilitätsfactor: 

1 
ßXy-aYx 

besitzt  (vgl.  Theorem  8,  §  1  des  6.  Kap.). 

Lie,  Differenfeüügleiohimgen.  17 
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Mcm  kann  also  die  Ha/uptUmgenienmrven  der  Flächen  von  der  Form 

durch  Quadratur  bestimmen. 

Bei  der  praktischen  Ausrechnung  wird  es  bequemer  sein^  so  zu 
verfahren: 

Zunächst  wollen  wir  —  mit  8  bezeichnen^  also  die  Haupttangen- 
tencurVen  der  Fläche 

bestimmen.  Bekanntlich  lautet  die  Differentialgleichung  der  Haupt- 
tangentencuryen: 

rdx^  +  2sdxdy  +  ^ij/«  =»  0, 
wo 

ist.  Jeder  der  beiden  linearen  Factoren,  in  welche  die  Differential- 
gleichung zerfallt,  stellt  gleich  Null  gesetzt  eine  der  beiden  Scharen 
von  Haupttangentencurven  oder  ihre  Projectionen  auf  die  (a:y)- Ebene 
dar  und  gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

Vf^a^lL  +  ßy^. 

Es  ist  nun  bequem,  die  Integration  durch  Einführung  canonischer 
Veränderlicher  nach  §  5  des  6.  Kapitels  zu  leisten.  Es  lassen  sich 
nämlich  sehr  leicht  canonische  Veränderliche  angeben,  z.  B.  diese: 

denn  es  ist  dann: 

In  den  neuen  Veränderlichen  £,  t)  wird: 

x  =  e^^,    y  =  E"  ^^ 
und  also: 

r={did-l)i>-ß  (2d-  ß  -  l)ii>'+ß'iW]^^'-*^\ 
s  =  {a(S  —  ß)li>'  —  ttßfi>"]  •  l    "  d''^-''-P)\ 
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__  i 

dy  -  -^E« ""'  tß^  dl  +  /»s«  6^»J  d\i, 

sodass  die  Differentialgleichung   der  Haupttangentencurven  die  Form 
annimmt: 

Ädf  +  2Bdi  d\i  +  Cdti"  =  0, 
wo: 

B  =  (a8-ß)i,', 

C  =  a  {«*(*  -  1)^  +  ß(a  -  ß)it'\ 
ist.    Man  bemerke,  dass  Ä,  B,  C  frei  von  ^  sind,  denn  aach 

enthält  nur  {.    Die  beiden  linearen  Factoren: 


ä,  +  {i±^^-^--^)^t.o. 


in  welche  die  Differentialgleichung  zerßLllt;  ist  also  frei  von  t).  Dies 
hätten  wir  nach  Satz  9  des  §  5,  6.  Kapitel  voraussehen  können.  Die 
Haupttangentencnryen  oder  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  jg;  =  0 
haben  also,  geschrieben  in  jC;  9;  ^^^  Gleichungen: 


+ß 


Setzen  wir  hierin  nach  ausgeführter  Quadratur  wieder 

eiu,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  geschrieben  in.  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  eine  eingliedrige  Gruppe  betrachtet, 
welche  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugt 
war.  Dabei  hatten  wir  vorausgesetzt,  dass  diese  infinitesimale  Trans- 
formation vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  invariant  lasse.  Es  giebt 
aber  auch  projective  Transformationen  (Transformationen  also,  welche 
Ebenen  in  Ebenen  überführen),  bei  denen  es  keine  vier  invarianten 
Punkte  giebt,  die  ein  Tetraeder  bilden.  Hierher  gehört  z.  B.  die  in- 
finiksimale  Schraubwng  längs  der  jer-Axe: 


rrr  Sf    .        df    ,        df 


17* 


260  Kapitel  12,  §  6.     Kapitel  13. 

Offenbar  fQhrt  dieselbe  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  über.  Wir 
fanden  im  1.  Beispiel  zu  Theorem  19  (in  §  3),  dass  bei  der  von  Vf 
^^loh^^'  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  alle  Schraübenflächen  von  gewisser  con- 
stanter  Steigung  invariant  bleiben,  alle  Flächen  also,  welche  durch 
Yerschraubung  einer  beliebigen  starr  gedachten  Curve  längs  der  e-Axe 
entstehen.  Da  die  Schraubungen  projectiv  sind,  so  gilt  für  die  Haupt- 
tangentencurven  dieser  Flächen  dasselbe  Raisonnement,  wie  früher  für 
die  Flächen  ;»  =  ir^^(rc~/*- y^),  d.  h.: 

Die  Haupttangentencurven  einer  Schraubenfläche  lassen  sich  dwrch 
Quadraturen  bestimmen. 

Dies  lässt  sich  auch  so  einsehen:  Die  Schraubungen  längs  der 
z-kie  sind  sogenannte  Bewegungen  des  Baumes y  d.  h.  bei  ihnen  be- 
wegen sich  alle  Punkte  so,  als  ob  sie  starr  mit  einander  verbunden 
wären.  (VgL  §  4  des  1.  Kapitels.)  Wenn  eine  Fläche  bei  diesen 
Schraubungen  invariant  bleibt^  so  gestattet  sie  eine  Bewegung  in  sich 
und  bei  einer  solchen  müssen  natürlich  die  Haupttangentencurven  unter 
einander  vertauscht  werden.  Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von  den 
Erümmungslinien  und  den  Minimalcurven  der  Schraubenfläche.  Also 
gestatten  die  Differentialgleichungen  dieser  drei  Curvenscharen,  wenn 
sie  in  x  und  y  allein  geschrieben  werden,  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

Ihre  Integration  verlangt  demnach  nur  Quadraturen. 

Die  Haupttangentencurven^  Krümmungslinien  und  Minimalcurven 
einer  Schraubenfläche  lassen  sich  dwrch  Quadratwren  bestimmen. 

Wir  erinnern,  um  eine  ähnliche  geometrische  Anwendung  zu  geben, 
Infinit,    an  die  im  4.  Beispiel  zu  Theorem  18  (in  §  3)  betrachtete  infinitesimale 

Spiraltrani-     v,     ,.  ,,     .  -  .  >#.  t         r/    •      t  /. 

formaüon.  Ahnltchkettstransformation  %n  weiterem  Stnne  oder  Spircätrans formatton: 

Man  kann  sie  in  der  Weise  herstellen,  dass  man  eine  unendlich  kleine 
Rotation  um  die  z-Axq  und  gleichzeitig  (oder  darauf,  was  bei  unend- 
lich kleinen  Änderungen  gleichgültig  ist)  eine  unendlich  kleine  Ähn- 
lichkeitstransformation (ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung) 
vom  Anfangspunkte  aus  ausführt.  Die  Flächen,  welche  bei  der  Spiral- 
flächen    transformation  fTiT invariant  bleiben,  nennen  wir  SpiralfläcJicn,*)  insofern 

*)  In  den  Math.  Aud.  Bd.  5  bemerkt  Lie  gelegentlich,  dass  auf  Flächen, 
die  eine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten,  welche  den  imaginären 
Eugelkreis  in  Euhe  lässt,  sich  die  Erümmnngslinien  sowie  die  Haupttangenten- 
carven  bestimmen  lassen.  Gleichzeitig  föhrte  er  die  Bestimmung  ihrer  geodätischen 
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als  sie  von  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe  Ufy  die  doppelt- 
gekrümmte  Spiralen  sind  (vgl.  das  citierte  Beispiel),  erzeugt  werden. 
Natürlich  führt  die  infinitesimale  Transformation  Ufy  als  Verbindung 
einer  infinitesimalen  Rotation  und  infinitesimalen  Ähnlichkeitstrand- 
formation, jede  Haupttangentencurye,  Erümmungslinie  und  Minimal- 
curve  der  Pl&che  wieder  in  eine  Curve  derselben  Art  über.  Wenn 
also  die  Differentialgleichungen  dieser  Curyenscharen  nur  in  x^  y  ge- 
schrieben werden,  so  gestatten  sie  die  infinitesimale  Transformation, 

die  aus  Uf  durch  Fortlassung  der  Glieder  in  -J-  hervorgeht: 

und  sind  also  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kapitel,  durch  Quadraturen 
integrierbar: 

Die  JBavpUangentencurven ,    ErümmungsUnien   und  Mininuücurvm 
einer  Spiralfläche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 


Kapitel   13. 

Erweiterte  Omppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene.  Endgültige 

Erledigung    der   Probleme  y    betreffend    die    Differentialgleichungen 

erster  Ordnung,  welche  eine  infinitesimale  Pnnkttransformation 

zulassen. 

Wir  erinnern  an  die  zu  Beginn  des  11.  Kapitels  gemachte  Be- 
merkung: Damals  hoben  wir  hervor,  dass  die  in  der  zweiten  Ab- 
teilung entwickelt-e  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  zwei  Variabeln  x,  y,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, noch  nicht  zu  einem  völlig  befriedigenden  Abschluss  gebracht 
wurde,  dieser  vielmehr  zunächst  noch  die  Betrachtung  von  eingliedrigen 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  erfordere.  Nunmehr  werden  wir  bald 
erkennen,  inwiefern  solche  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  mit  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  zwei  Veränder- 
lichen   zusammenhängen.      Wir    werden   nämlich   die   drei   Variabein 


CuTven  auf  die  lotegration  einer  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück. 
Die  Beseichnong  Spiraifläche  führte  er  gelegentlich  im  norwegischen  Archiv 
1878  ein.  Die  auf  Spiralflächen  abwickelbaren  Flächen  betrachtete  znerst  Levy; 
Darboux  zeigte,  dass  diejenige  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche 
nach  Lie*8  Untersuchungen  die  geodätischen  Cur?en  einer  auf  eine  Spiralfläche 
abwickelbaren  Fläche  Heferfc,  EiccaWsche  Form  erhalten  kann. 
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nicht  wie  bisher  als  Ponktcoordinaten  im  Baume  deuten,  sondern  von 
einer  eigentümlichen  und  sehr  fruchtbaren  Interpretation  derselben  als 
Coordinaten  eines  sogenannten  Linienelementes  in  der  Ebene  Gebrauch 
machen.   Unser  Nächstes  ist  daher,  diese  Deutung  auseinander  zu  setzen. 

§  1.    Erweiterung  einer  Fnnkttransformation  der  Ebene. 

Sei 

(1)  ^i^9i^,y)f  Vi^H^^y) 

eine  vorgelegte  Transformation  der  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  in  die 
Punkte  (a?i,  yi)  derselben,  indem  wir  unter  a?,  y  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten  in  der  Ebene  verstehen. 

Fühjren  wir  diese  Transformation  (1)  auf  irgend  eine  vorgelegte 
Curve  c: 

(2)  y  -  F{x)  =  0 

aus,  so  geht  diese  Curve  c  in  eine  in  0?^,  y^  geschriebene  Curve  c^i 

(3)  y,^F,ix,)  =  0 

über.  Durch  die  Gleichung  (2)  aber  wird  jedem  Punkte  {x,  y)  der 
ersten  Curve  c  eine  tangentiale  Fortschreitungsrichtung  zugeordnet, 
deren  Neigung 

ist.  Auch  dem  Punkte  (x^^y^^  in  welchen  dieser  Punkt  (o;,  y)  der 
ersten  Curve  c  bei  der  Tranformation  (1)  übergeht,  gehört  als  Punkt 
der  transformierten  Curve  c^  eine  gewisse  tangentiale  Fortschreitungs- 
richtung zu: 

Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass  sich  diese  durch  o;,  y  und  die  Neigung 
y   im  ursprünglichen  Punkte  (^,  y)  allein  ausdrücken  lässt. 
Es  ist  nämlich  nach  (1): 

dx  dy     ^        ox    '    oy^ 

Man  kann  hiernach  y/  berechnen,  sobald  die  Transformation  (1)  vor- 
gelegt ist  und  die  Werte  von  Xy  y^  y  gegeben  sind,  ohne  dabei  die 
Gleichung  (2)  der  ursprünglichen  Curve  c  zu  benutzen. 

Denken  wir  uns  also  (eine  zweite  Curve  d  gegeben,  welche  die 
erste  c  in  dem  betrachteten  Punkte  (^,  y)  berührt,  so  hat  sie  in  diesem 
Punkte  dasselbe  j/.    Durch  (4)  ei^iebt  sich  daher  für  die  Curve  q'. 
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in  welche  d  durch  die  Transformation  übergef&hrt  wird;  in  dem  Punkte 
{x^y  yi)>  <l®f  ^^^  beiden  Curven  q  und  c/  angehört^  genau  dieselbe 
tangentiale  Fortschreitungsrichtung  y/  wie  für  die  erste  transformierte 
Curre  c^^  d.  h.  auch  die  transformierten  Curven  c^  und  c^  berühren 
sich  daselbst  (Fig.  23). 

JKwc  ^iMra/nsformatum  (1)  führt  also  Curven,  die  sich  berühren, 
in  ebensolche  über. 

Diese  Thatsache  wird  dem  Leser  schon  bekannt  sein^  wenn  wir 
auch  früher  nicht  ausdrücklich  darauf  hingewiesen  haben  ( —  wohl 
aber  haben  wir  sie  in  einigen  geo- 
metrischen Beispielen  bereits  stillschwei- 
gend als  bekannt  yorausgesetzt  — ).  Sie 
erscheint  ja  auch  ziemlich  selbstyer- 
standlich.  Ihre  analytische  Erklärung 
liegt  in  der  Formel  (4)^  welche  die 
nicht  sofort  als  ganz  selbstyerstandlich 
erscheinende  Thatsache  ausdrückt ,  das 
die  transformierte  Richtung  y/  nur  von  ^^  ^^ 

x^  y  und  \f  und   natürlich   der  Trans- 
formation (1)  selbst;  nicht  aber  von  der  angenommenen  Curve  abhängt. 

Wir  werden  dies  Ergebnis  deshalb  ganz  von  der  Annahme  einer 
Curve  ablösen  und  bedürfen  dazu  eines  naheliegenden  geometrischen 
Bildes:  Wir  woüen  den  Inbegriff  eines  Punktes  {x,  y)  und  einer  hin-  dement. 
durchgehenden  Richtung,  deren  Winkel  mit  der  x-Axe  die  trigonometrische 
Tangente  y'  habe^  ein  Liniendement  nennen  und  x,  y,  t/  als  die  Bestim- 
mungsstücke  oder  Coordinaten  desselben  bezeichnen. 

Unter  y  haben  wir  uns  also  nicht  notwendig  einen  Differential- 
quotienten ^  vorzustellsu;   sondern  nur   eine  Zahl   zur   Bestimmung 

einer  Richtung.  Z.  B.  ic  =  y  —  y  =»  0  stellt  den  Inbegriff  des  An- 
fangspunktes und  der  durch  ihn  gehenden  Richtung  längs  der  a;-Axe 
dar;  X'^0,  y'^l,  f/^^1  den  Inbegriff  des  Punktes  y  »»  1  der  y-Axe 
und  der  hindurchgehenden  zur  ^-Axe  um  einen  halben  rechten  Winkel 
geneigten  Richtung  u.  s.  w. 

Das  Linienelement  (x,  y,  y )  ist,  so  können  wir  auch  sagen,  der 
Inbegriff  des  Punktes  {x,  y)  und  der  hindurchgehenden  Richtung  längs 
der  Geraden^  welche  die  Gleichung  hat: 

9-y  — y(s  — ^)  =  0, 

wo  £,  t)  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten  sollen. 

Nunmehr  können  wir  unsere  frühere  Betrachtung  so  zusammen- 
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fassen:  Bei  einer  vorgelegten  PunkUrcmsformation  (1)  der  Ebene  werden 
auch  die  oo^  Linienelemente  (x,  y,  y)  derselben  in  einer  ganz  bestimmten 
Weise  transformiert^  nämlich  durch  die  drei  Gleichungen: 


(5) 


x,^<p{x,y),    yi'^tl>(x,y\    yl 


^^ttml^^^   nennen   diese  Transformation   der  Linienelemente   die  erweiterte 
formaüon.  PunJcttransformation  (1). 

Will  man  bei  vorgelegter  Transformation  (1)  den  Wert  von  y/ 
bilden,  so  hat  man  also  zu  berechnen: 


(6) 


Vi 


dx 
dx 


indem  man  hierbei  während  der  Differentiationen  von  x^  und  y^  nach 
X  die  Veränderliche  y  als  Function  von  x  auffasst,  also  ™^  =  y'  setzt. 


Fassen   wir  nun  alle  oo^  Linienelemente  einer  Curve  y  ^  F(x) 
ins  Auge.     Sie  werden  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen 

y  =  F{x),    y'  =  F'(x). 

Die    vermöge  (5)  transformierten  Linienelemente  («j,  yj,  y/)    werden 
gegeben  durch: 


x^  =  tp{x,  F{x)),    y^  =  *(a;,  F(x)),    y/  = 


cx    '   cy       ^ 
dtp  _i_d<p  jj,,     . 
Ld^  +  ry^  ^^). 


Die  beiden  ersten  Gleichungen,  welche  x^  und  y^  durch  eine  Variabele  x 
ausdrücken,  stellen  die  Curve  dar,  in  welche  die  vorgelegte  Curve  bei 
der  Transformation  übergeht.  Der  Punktort  der  transformiertem  Linien- 
elemente ist  also  der  transformierte  Punktort  der  ursprünglichen  Linien- 
elemente. Die  Richtungen  y^  der  neuen  Linieuelemente  werden  ge- 
geben durch 


J/i 


'd'ipjx.y)       CTpjx,  y)    , 
dx      "^       dy      ^ 
^9(a;»  y)   ,    dfp{x,  y) 


_     dx 


+ 


dy 


y 


Aber  diese  Gleichung  giebt  die  Tangentialrichtung  der  Curve 

x^  =  q>{x,F\     y,=rp{x,F). 
Somit  folgt: 
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Satz  1:    Die  Linienelemenie  einer  Ourve  y  =  F(x)  verwandeln  sich 
bei  einer  erweiterten  Punicttransformation 

in  die  Linienelemente  der  Curve^  in  toelche  y  =  F{x)  vermöge  der  Punkt- 
transformation 

übergeführt  wird. 


wird: 


i.  Beispiel:    Bei  der  Trauslation  längs  der  a;-Axe 


Beifpiele. 


,  dx 

y^  ~  dx, 

dx 


y- 


Die  erweiterte  Transformation  lautet  also 
x^^x  +  a,    y^-^y, 

Das  Linienelement  (x,  y,  y)  wird  dem- 
nach durch  diese  Transformation  pa- 
rallel mit  sich  verschoben  ^  was  geo- 
metrisch einleuchtet  (Fig.  24). 

2.  Beispiel:  Bei  der  Rotation: 

x^*^  xeo8  a  —  y  sia  a, 

t/j  s»  o;  sin  a  -f*  y  cos  a 
wird 

dx    ein  a  +  2/'  cos  a 

dx^         cos  a  —  ^  sin  a 
dx 


Fig.  24. 


yi 


sodass  die  erweiterte  Tränsformation  lautet: 

a;^  =  a;  cos  a  —  y  sin  «, 
j^i  =  ic  sin  a  +  y  cos  a, 
^  ' tg  «  +  y 

y^         l~y'tga* 

Man  bemerkt^  dass  hier  y^'  ganz  frei  von  x  und  y  ist,  d.  h.  dass  alle 
Linienelemente;  welche  dasselbe  y  haben,  also  einander  parallel  sind, 
durch  die  Rotation  in  ebensolche  übergeführt  werden,  was  auch  geo- 
metrisch einzusehen  ist. 
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3. 

Beispiel: 

Bei  der  affinen  Transformation 

ergiebt 

sich 

dx 

Die  erweiterte  Transformation  ist  also: 

§ 

x,^mx,    y^^y,    y/ — 

m 

4.  Beispiel:  Bei  der  Ähnlicbkeitstransformation 

x^  =  mo?,    yi  =  my 
ist 

/         dx         my'  , 

dx 
also  die  erweiterte  Transformation: 

x^  =  mxj    y^  =  wy,    y/  =  y . 

5.  Beispiel:    Die  Transformation: 

V«*  +  y*  V«'  +  y* 

verschiebt  alle  Punkte  um  die  constante  Strecke  a  auf  ihren  Radien- 

vectoren.    Hier  ist 

dyi 

t/ '  8=  -^  —  y  ^^*  +  y'^  +  ^(^y  —  y) « . 

dx 
Hier  hängt  also  y/  von  y  und  auch  von  o;  und  y  ab. 

§  2.    Erweiterung  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen  der  Ebene. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen in  der  Ebene  vorgelegt: 

(7)  a^i  =»  9(a;,  y,  a),    yj  — ^(a?,y,a) 

mit  dem  Parameter  a.  Die  Schar  dieser  ooi^  Transformationen  soll 
also  die  Eigentümlichkeit  haben,  dass  zwei  Transformationen  derselben 
nacheinander  ausgeführt,  also  etwa  (7)  mit  bestimmtem  Parameter- 
wert a  und  darauf  die  Transformation 

(8)  ^  =  9>(^i,yi»öi)>  yi  — *(a?uyi,ai) 

mit  dem  Parameterwert  a^,  äquivalent  sind  einer  gewissen  einzigen 
von  a  und  a^  abhängigen  Transformation  der  Schar: 
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(9)  ÄJg  =  9(a?,  y,  6),    y, —  *(«?,  y,  6), 

wo  also  b  eine  gewisse  Function  von  a  und  o^  bedeutet: 

Wir  können  alsdann  jede  dieser  cx>^  Punkttransformationen  in 
der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Weise  erweitem. 
Jede  liefert  dann  eine  Transformation  der  Linienelemente  (Xy  y,  y) 
der  Ebene.  Es  liegt  die  Vermutung  sehr  nahe,  dass  diese  cx>^  erwei- 
terten Transformationen  d>enfaUs  eine  eingliedrige  Gruppe,  und  ßUHxr  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y\  bilden. 

Zum  Beweise  dieser  Vermutung  erweitern  wir  die  beiden  nach- ^|^J|^5h«ft 
einander  auszufahrenden  Punkttransformationen  (7)  und  (8).   Dies  giebt:  J^^glieV 

und 

(80  «. - 9(^x, yx, «.).  y,  - H^^, yu «>),  y,'-  Jj;  =  ZSllll^y 

Die  Differentiationen  sind  hier  natürlich  so  zu  verstehen,  dass  nach 
der  Bildung  der  Differentiale  j^  =  y  und  ^  -» y^'  zu  setzen  ist. 
Die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  geben  nun: 

dx^        dqpCa-i,  yi,  o^)  "^  dqp(Ä,  y,  6)' 
d.  h.  eliminiert  man  aus  (7')  und  (8')  die  Zwischenwerte  x^,  y^  und 
^  =a  y^'^  so  kommt: 

(9')         x,^9{x,y,b),    y.  =  *(«,», 6),    y,'_g^^^. 

Also  ist  die  Aufeinanderfolge  der  erweiterten  Transformationen  (7')  und 
(8')  äquivalent  der  Erweiterung  (9^)  von  (9),  mit  anderen  Worten: 
Die  erweiterten  Transformationen  der  vorgelegten  Gruppe  bilden 
wiederum  eine  Gruppe. 

Bezeichnen  wir  die  Transformation  unserer  vorgelegten  Gruppe, 
welche  dem  Parameterwert  a  zugehört,  mit  Ta,  die  erweiterte  Trans- 
formation mit  Tay  so  haben  wir  also  bewiesen,  dass  aus 

folgt: 

in  Worten:  Ist  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  T«  und  T«, 
der  ursprünglichen  Gruppe  äquivalent  der  Transformation  Ti^^a;)  der- 
selben, so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  aus  T«  und  Ta,  erweiterten 
Transformationen  Ta  und  Ta[  äquivalent  der  aus  T^aaC^  erweiterten 
Transformation  T{a(j^)* 
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Es  möge  insbesondere  ä  der  Parameter  der  zu  T«  inversen  Trans- 
formation Tä  der  gegebenen  Gruppe  sein.  Ihre  Reihenfolge  TaTä 
liefert  die  identische  Transformation 

x,  =  x,    yi  =  y. 
Erweitert  man  diese,  so  kommt: 

2^1         darj         dx        y^ 
d.  h.  die  identische  Transformation  m  x,  y,  f/ 1 
x^  =  x,    yi=y,    y/=y. 

Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Aufeinanderfolge  T«  T/  der  aus  T«  und 
der  dazu  inversen  Tä  erweiterten  Transformationen  der  identischen 
Transformation  in  x,  y,  y  äquivalent,  d.  h.  dass  Tj'  zu  Ta  invers  ist. 
Theorem  20:  Erweitert  man  eine  eingliedrige  Gruppe  der 
Ebene  mit  paarweis  inversen  Transformationen: 

durch  Berücksichtigung  der  Transformationen  des  Differential- 
quotienten  y  =  ^;  so  bilden  die  erweiterten  Transformationen 

a?i  =  9(^;  y, ö),  yi  =  *(a:,y,«),  yi'=|f--|j-. 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen im  Gebiet  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y.  Giebt 
die  Beihenfolge  zweier  Transformationen  der  ursprünglichen 
Gruppe,  welche  den  Parameterwerten  a,  a^  entsprechen,  eine 
Transformation  mit  dem  Parameterwert  b  '^  X(a,  a^),  so  gilt 
dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der  erwei- 
terten Gruppe. 

unser  Theorem  kann  in  mehr  geometrischer  Einkleidung  auch  so 
ausgesprochen  werden: 

Satz  2:  Werden  die  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  durch  eine  eingliedrige 
Gruppe  transformiert,  so  werden  gleichmtig  die  Linienelemente  {x,  y,  y) 
der  Ebene  dwrch  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  sogenannte  erweiterte 
Gruppe,  transformiert 

Wir  wollen  die  obige  Beweisführung  noch  anschaulich  geometrisch, 

wenn  auch  in  nicht  ganz  scharf  formulierter  Weise  wiedergeben: 

tri^h?ver-         Eiuc  Punkttransformatiou  Ta  der  gegebenen  Gruppe  von  oo^  Punkt- 

"uctang"  transformationen  der  Ebene  führt  die  Punkte  p  derselben  in  Punkte 

p^  über.    Man  kann  die  zugehörige  Transformation  der  Linienelemente 
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geometrisch  so  herstellen:  Ein  Linienelement;  bestehend  aus  p  und 
einer  beliebig  gewählten  hindurchgehenden  Richtung  g^  wird  durch 
die  erweiterte  Transformation  Ta  in  ein  Linienelement,  bestehend  aus 
p^  und  einer  gewissen  durch  p^  gehenden  Richtung  g^^  transformiert. 
Um  diese  Richtung  g^^  zu  construieren,  nehmen  wir  auf  g  einen  dem 
Punkte  p  unendlich  benachbarten  Punkt  g  an.  Er  wird  durch  Ta  in 
einen  dem  Punkte  p^  unendlich  benachbarten  Punkt  g^  auf  der  ge- 
suchten Richtung  g^  übergeführt,  und 
g^  kann  hiemach  bestimmt  werden.  Sei 
nun  Ta,  eine  zweite  Transformation  der 
gegebenen  Gruppe,  welche  wir  nach  Ta 
ausführen.  Sie  bringt  p^  und  q^  in 
neue  einander  unendlich  benachbarte 
Lagen  p^^q^  und  die  zu  T«,  gehörige  ^\ 
erweiterte  Transformation  Ta^  führt  dem- 
nach das  Linienelement  (jp^^  g^)  in  das 
Linienelement  {p%fg%)  über,  dessen  Rich- 
tung g^  die  von  ft  nach  q^  ist.  (Fig.  25.)  ^*'  ^^ 
Da  nun  TaTa^  =  ^(0,01),  d.  h.  äquivalent  einer  anderen  Transformation 
der  vorgelegten  Gruppe  ist,  so  wird  T^a^ot)  ^^®  Punkte  p,  q  direct 
nach  p^j  jj  führen.  Die  aus  T(a,ao  erweiterte  Transformation  T(^at) 
muss  deshalb  notwendig  das  Linienelement  (p,  g)  in  das  Linien- 
element (i>2;9s)  überführen.  Dies  gilt  für  alle  Linienelemente  (py  g) 
der  Ebene,  und  so  folgt^  dass  mit 

auch 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

1.  Beispiel:   Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  Ähnlich-  seiipieie. 
keitstransformationen : 

^1  =  «^;    Vi  =  «y- 

Die  erweiterten  Transformationen 

bilden  offenbar  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gruppe. 

2.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt: 

Xi'=  X  cos  €c  —  y  sin  «,    y^  =  a?  sin  «  +  y  cos  «. 

Die  erweiterten  Transformationen  sind  hier  (vgl.  2.  Beispiel  des  §  1): 
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Xi  —  xcoaa  —  ffHinay    y.  —  a?  sin  a  +  y  cos  «,    y  ^„  ""«  +  y  coa«^ 

Wir   yerifieiereiiy   dass   sie   eine  Gruppe   bilden   und   führen   zu   dem 
Zwecke  diese  und  die  Transformation: 

^2  =  ^co8ai  — yisiniti,  y,  — a?.  sin«. +yiCOsai,  y '=  — ?i-±i^5??_?i 

nach  einander  aus.    Eliminieren  wir  x^y  y^  y^   bi^nins  vermöge  der 
drei  ersten  Gleichungen^  so  kommt  zunächst  bekanntlich: 
x^^^  X  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  (a  +  «1)7 
yg  =  a;  sin  (a  +  «J  +  y  cos  (a  +  «i) 
und  überdies: 

/ sin  Ol  (cofl  g  —  y'  sin  g)  +  cos  «,  (ain  g  +  y  cos  a) 

^*         COB  gj  (cos  g  —  y'  ßin  g)  —  sin  a,  (sin  g  -f  y'cos  g)  "" 
^_  ain(g  4-  gj  +  y  cos(g  +  gQ 
"^  oofl(g  +  gl)  —  y'8in(g  +  gl) ' 

§  3.    Die  inflnitesimale  Transformation  der  erweiterten  Grappe. 

Hat  man  aus  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Transformationen 
der  Punkte  (x,  y)  die  erweiterte  eingliedrige  Gruppe  der  Linien- 
elemente {Xy  y^  y')  der  Ebene  construiert^  so  ist  die  letztere  eine 
Gruppe  in  den  drei  Veränderlichen  x^  y,  t/.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  alle  Gleichungen  Sl(x,  y^  y)  »a  0  zu  finden^  welche  die  er- 
weiterte Gruppe  gestatten.  Um  diese  Aufgabe  anschaulich  zu  erledigen, 
werden  wir  bis  auf  weiteres  x,  y^  y  nicht  gerade  als  Goordinaten 
eines  Linienelementes^  sondern  als  Oartesische  Goordinaten  eines  Punktes 
im  gewöhnlichen  Räume  auffassen.  Natürlich  bleibt  die  erweiterte 
Gruppe  auch  dann  noch  eine  Gruppe,  und  zwar  wird  sie  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  {x,  y,  y). 
Diese  Deutung  liefert  zu  jedem  Linienelemente  (x,  y,  y)  der  (a;y)-£bene 
einen  bestimmten  Punkt  (x,  y,  y)  des  Raumes  und  umgekehrt  Die 
Liniendemente  der  Ebene  sind  also  dadurch  eindeutig  auf  die  Punkte  des 
Baumes  bejsogen^  auf  sie  äbgänldet^.  Im  Räume  besitzt  nun  die  erweiterte 
Gruppe  —  diese  also  aufgefasst  als  eine  Gruppe  von  Transformationen  der 
Punkte  {Xy  y,  y  )  des  Raumes  —  gewisse  invariante  Gurren  und  Flächen,  die 
wir  nach  den  früher  g^ebenen  Regeln  zu  bestimmen  vermögen.    Diesen 


*)  Diese  Abbildung  der  Linienelemente  der  Ebene  auf  den  Panktraam  be- 
nntste  Lie  in  grosser  Aasdehnung  in  seinen  üntersachnngen  im  norwegischen 
Archiv,  1878  n.  1879,  aber  Gruppen  von  BerOhmngstransformationen.  Dass  man 
es  hierbei  erreichen  kann,  dass  die  Linienelemente  jeder  ebenen  Carve  sich  als 
die  Punkte  einer  Baumcurve  abbilden,  deren  Tangenten  einem  linearen  Linien^ 
compUxe  angehören,  hatte  er  schon  1874  in  den  GOttinger  Nachrichten  angedeutet 
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Curven  und  Flächen  entsprechen  yermöge  unserer  Abbildung  gewisse 
aus  Linienelementen  (x,  y,  t/)  bestehende  Gebilde  in  der  Ebene^  die 
bei  der  erweiterten  Gruppe  —  diese  jetzt  als  eine  Gruppe  von  Trans- 
formationen der  Linienelemente  aufgefasst  —  invariant  sind. 

Es  eröffiiet  sich  hiermit  also  ein  Weg,  die  bei  einer  erweiterten 
Gruppe  Torhandenen  invarianten  Gebilde  von  Linienelementen  vermöge 
uns  schon  bekannter  Regeln  zu  bestimmen.  Dazu  aber  bedürfen  wir, 
wie  bekannt^  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe; 
zunächst  werden  wir  daher  diese  aufsuchen. 

Es   sei  Bereobnung 


Sf     ,     „/^   ,A  »f 


d.  Inf.  Tif. 


die  infinitesimale  Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe 
von  Punkttransformationen  der  Ebene.  Bekanntlich  können  wir  dann 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  Form  von  Beihenentwicke- 
Inngen  schreiben  (vgl.  Theorem  4  des  §  3,  3.  Kap.): 

yi  -  »  +  «12  +  i?8  i^(^y)  +  •  •  •• 

Demnach  kommt: 

,       d^        dy  +  <di;  +  •  •  •        ^'^^\S)x'^  dy^)^" 

Nun  lässt  sich  der  reciproke  Wert  der  Potenzreihe  nach  t\ 

bekanntlich  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe  nach  i  entwickeln  und  zwar 
beginnt  sie  mit  den  Gliedern: 

Also  ergiebt  sich: 

».■-k+'fö+ii»-)+-iii-'(ii+if^)+-i- 

-!''+'g|+5i»'-|l»'-|i>'')  +  -- 

Gehen  wir  nun  zur  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten 
Gruppe  über,  so  haben  wir  den  Parameter  t  unendlich  klein,  gleich 
it^  anzunehmen  und  die  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  d^ 
zu  vernachlässigen.    Daher  folgt  dann: 
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Bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe  erfahren 
also  X,  y  und  y   die  Incremente: 

8x  =  ldt,    dy  =  ri8t, 

Mithin  hat  diese  infinitesimale  Transformation  das  Symbol: 

^i  =  ^di  +  'tTy  +  \dl>-^\^-di)y--d^y  )W' 

das  wir  gelegentlich  abkürzend  aoch  so  schreiben: 

^f=^di  +  1-dy  +  '^  dy'' 
sodass  also  rjf  den  Ausdruck  bezeichnen  soll: 

^        dx'^\dy~  dx/^        dy^   • 

Satz  3:  Wird  eine  eingliedrige  Gruppe  von  PunhUransfannationen 
der  Ebene  {Xy  y)  von  der  infinitesimalen  Transformation 

^f=^dx  +  '^d'y 

erzeugt,  so  wird  die  erweiterte  Gruppe  der  Linienelemente  {x,  y,  y)  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt,  wo 

'^-'dx'^\dy       dx)y       dy^ 
ist. 

Man  sieht,  dass  zur  Berechnung  dieser  infinitesimalen  Transfor- 
mation U'f  der  erweiterten  Gruppe  nur  die  Kenntnis  von  £;  i],  also 
die  Kenntnis  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  der  ursprünglichen 
Gruppe  erforderlich  ist.  Wir  können  demnach  auch  sagen  ^  dass  die 
infinitesimale  Transformation  ITf  der  erweiterten  Gruppe  direct  als  die 
Erweiterung  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  aufisufassen  ist 

Um  sich  die  Form  von  ü'f,  insbesondere  also  um  sich  den  Aus- 
druck rj'  zu  merken  und  für  Berechnungen  bequem  zur  Hand  zu 
habeU;  ist  die  Bemerkung  Yon  Nutzen,  dass  rf  in  der  Form  geschrieben 

werden  kann: 

/__  dri  ,  d^ 

'^  -^dx       y  dx' 
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wenn  man  nur  bei  der  Differentiation  nach  x  die  Yeränderliclie  y  als 

Function  von  x  auffasst,  also  :^  =  y   setzt 

'  dx       ^ 

Es  erscheint  zweckmässig,  zur  Ableitung  der  erweiterten  infini-    Andere 
tesimalen  Transformation  eine  zweite  Methode  zu  entwickeln,  da  sie  die*«r  inf. 
sich  durch  Kürze  auszeichnet,  wenn  sie  auch  nicht  so  elementar  wie 
die  obige  ist     Sind 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf,  so  sind  bekanntlich  S  und 
17  als  die  Ableitungen  von  x^  und  y^  nach  t  für  den  Wert  von  ^, 
welcher  der  identischen  Transformation  entspricht,  also  etwa  für 
t  =  0,  aufzufassen.  (Vgl.  §  5  des  2.,  §  2  des  3.  Kapitels.)  In  den 
Incrementen: 

dx  =  iöt,    dy^ridt 
oder  in 

dx        «.      9y 

kann  also  das  Zeichen  d  als  Differentiationszeichen  nach  ^  für  ^  »=  0 
aufgefasst  werden.     Nun  ist: 

^       dx' 


also 


-,  ,         0  -'        dx  '  -^r-  dy  —  dy  '  z-r  dx 
dy  dx  dt     ^         ^     öt 


dt  dt  dx* 

Die  Operationen  d   und  d  dürfen  nach  einem  Satze  der  Variations- 
rechnung yertauscht  werden  und  es  kommt  also: 


Sy                     8t 

8t  ^                  dx 

dy 

dt 

oder 

wegen 

ix 

=  1' 

*^  =  «- 
öt        ^• 

8t 

df, 
dx 

dydi 
dxdx~ 

dx 

y  dx' 

und  dies  ist  in  der  That  der  oben  für  ri   erhaltene  Wert 

1,  Beispiel:    Erweitert  man  die  infinitesimale  Translation:  Beiipieie. 

dl 
dy' 

so  erhält  man  offenbar  genau  dieselbe  infinitesimale  Transformation, 
da  hier  |^0,  ly^l,  also  ff^O  ist.     Andererseits  wissen  wir,  es 

ist  -J-  die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 

Lie,  BüferentialgleiohanGren.  I8 
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deren  erweiterte  Gruppe  lautet: 

und  auch  -^  zur  infinitesimalen  Transformation  hat. 

2.  Beispiel:    Die  Erweiterung  der  infinitesimalen  Rotation: 

liefert  die  infinitesimale  Transformation  der  Linienelemente: 

denn    hier    ist   5  ^  —  y,    ri^x^  also   ly'^^  —  yj^^l+  ^\ 

Man  kann  sie  auch  so  erhalten:    Uf  ist  infinitesimale  Transformation 
der  Gruppe  von  Rotationen: 

a?!  =  a:  cos  ^  —  y  sin  t,    y^  «=  a?  sin  ^  +  y  cos  ty 

bei  der,  wie  früher  berechnet, 

,       Änt  +  y  cos  t 
^^        coe  t  —  y  sin  t 

ist    Für  t^=^  dt  giebt  dies  bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  höherer 
Ordnung: 

sodass  in  der  That 
wird. 

§  4.    Neues  Kriterium  daffir,  dass  eine  DÜTerentialgleiohung  erster 
Ordnung  in.  Xy  y  eine  eingliedxige  Gruppe  gestattet. 

Jetzt  sind  wir  soweit,  dass  wir  tiefer  auf  die  Theorie  derjenigen 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x^  y  eingehen  können, 
welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen 
gestatten.  Wir  nehmen  also  gewisse  Probleme  der  zweiten  Abteilung 
hier  wieder  auf. 

Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y  hat  die  Form 

(10)  a(a:,y,y)  =  0. 

(Früher  nahmen  wir  sie  immer  in  aufgelöster  Form  Xy  —  y  o»  0  an.) 
Wählt  man  x^  y  ganz  beliebig,  so  bestimmt  sie  y.  Diese  Gleichung 
wird  daher  von  oo*  der  c»'  Linienelemente  der  Ebene  erfüllt  Diese 
hangen  mit  den  Integralcurven  eng  zusammen,  denn  die  Tangente  der 
durch  den  Punkt  (a;,  y)  gehenden  Integralcurve  hat  eine  Neigung  y\ 
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welche  mit  x  und  y  zusammen  die  Differentialgleichung  erfüllt^  d.  h. 
jene  oo^  Linienelemente,  welche  der  Gleichung  Sl  ^^0  genügen^  stellen 
sich  dar  als  die  cx>'  Linienelemente,  deren  Richtungen  die  Integral- 
curven  in  ihren  Punkten  berühren.  (Fig.  26.)  Die  Integralcurven 
sind  also  die  cx>^  Gurven,  welche  yon  jenen  oo'  Linienelementen  ein- 
gehüllt werden. 

Wenn  insbesondere  die  Gleichung  (10)  y  selbst  gar  nicht  enthält^ 
stellt  sie  allerdings  keine  Differentialgleichung  mehr  vor^  aber  sie 
definiert  dann  immer  noch  oo'  Linienelemente.  Wählt  man  nämlich 
in  diesem  Falle  x  beliebig,  so  wird  durch  die  Gleichung  y  bestimmt, 
während  y  ganz  willkürlich  bleibt.    Eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


alleio,  die  in  gewöhnlicher  Auffassung  eine  Curve  darstellt,  wird  also 
als  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  der  Linienelemente  die  cx>^ 
Linienelemente  darstellen,  deren  Punkte  auf  jener  Curve  liegen,  deren 
Richtungen  aber  beliebig  sind.    (Fig.  27.) 

Wir  werden  voraussetzen,   dass  die  Gleichung  (10)  die  Yariabele 
y   wirklich  enthält 

Verlangen  wir  nun,  dass  die  vorliegende  Differentialgleichung  (10) 
die  Punkttransformation 

Xi  =  ip{x,y),    yi  =  H^,y) 
gestatte,  so  soll  das  heissen,  dass  die  Differentialgleichung,  geschrieben 
in   den*  durch   diese  Transformation   eingeführten   Variabein   dieselbe 
Form  wie  die  ursprüngliche  hat.    Führen  wir  aber  die  neuen  Veränder- 
lichen 0^1,  y^   ein,    so   haben   wir   für  x  und  y  die  Auflösungen  der 

Transformation  zu  setzen;    ferner  isty'«=^  vermöge: 


dx 


durch  x^j  y^  und  y/  auszudrücken.  Die  Gleichung  (10)  in  den  drei 
Veränderlichen  x,  y,  y  muss  also  invariant  sein  gegenüber  der  Trans- 
formation: 

18* 
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äs  +  ä^^' 

^5^*^Q  die   aber   nichts   anderes  ist  als  die  Erweiterung  der  Punkttransfor- 

bei  erweiter-  m  af  i  n  n 
terPunkttrf.°^*''^^°; 

Dies  Ergebnis   ist  ganz   unabhängig   davon,   ob   die   betreffende 
Differentialgleichung  in  aufgelöster  Form 

vorliegt;   wie   in   der  2.  Abteilung,   oder   nicht.     Es   gilt   daher   all- 
gemein der 

Satz  4:    Eine  DifferenHcdgleichung  erster  Ordnung 

zwischen  x,  y  gestattet  die  Punkttransformation 

dann  und  nur  dann,  voerm  die  Gleichung 

^(x,y,y)^o 

in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  die  erweiterte  Transformation 

^i  =  9(^,y);  yi-t(^,y),   Vi  °  gy    ^  — 

mlässt. 

Dieser  Satz  hat  einen  einfachen  geometrischen  Sinn:  Dass  nämlich 
die  Punkttransformation  x^  '^  tp,  yi  =  t  die  Differentialgleichung 
j2  =s  0  in  sich  überführt,  bedeutet  ja,  dass  sie  ihre  Int^ralcurven 
unter  einander  yertauschi  Dass  andererseits  die  erweiterte  Trans- 
formation die  Gleichung  J2  «»  0  invariant  lässt,  heisst,  dass  sie  ihre 
oo^  Linienelemente  unter  einander  vertauscht.  Der  aufgestellte  Satz 
beruht  nun  darauf,  dass  die  erweiterte  Transformation  nach  Satz  1 
(§  1)  die  cx>^  Linienelemente  einer  Integralcurve  in  die  oo^  Linien- 
elemente derjenigen  Integralcurve  überführt,  in  welche  die  erstere  Curve 
vermöge  der  Punkttransformation  Xi  =  q>,  yi  =  t  übergeht. 

Wenn  wir  nunmehr  verlangen,  dass  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

(10)  ß(a;,y,y)  =  0 

alle  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
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erzengten   eingliedrigen  Crruppe  gestatte,   so   kommt   dies   nach   dem 
eben  Bemerkten  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichung  (10),   aufgefasst  ^jy^*^*^® 
als   eine  Gleichung   zwischen  drei  Veränderlichen  x,  y,  y',   bei  allen^^®*^®^®**«^'- 
Transformationen  der  erweiterten  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugt  wird,  invariant  bleiben  soll. 

Ein  solches  Problem  aber  haben  wir  schon  in  der  dritten  Ab- 
teilung behandelt.  Fassen  wir  nämlich  Xy  y,  y  als  rechtwinklige 
Punktcöordinaten  im  Räume  auf,  so  stellt  die  Gleichung  (10)  eine 
gewisse  Fläche  dar  und  wir  verlangen,  dass  sie  bei  allen  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  von  TTf  erzeugten  Gruppe  des  Baumes  in- 
variant bleibe.  Nach  Satz  8  des  §  4  im  12.  Kapitel  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  dass  TJ'Sl  vermöge  Ä  «» 0  verschwinde.  Erinnern 
wir  uns  nun  noch  an  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Form 
von  JJ'f^  so  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Theorem  21:  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ^wi-^^^^^^^ 
sehen  x  und  y:  ^^«^-  ^-  ^ 

ß(^;j/,y')  =  o 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen 
dann  und  nur  dann,  wenn  der  Ausdruck 

^ ^=^-dx  +  "i  dy  +  {di  +  [di -- d^) V - d^jy  )W 

vermöge  ß  =  0  verschwindet,  vorausgesetzt  dabei,  dass  die 
Differentialgleichung  ß  =  0  nicht  in  einer  solchen  Form  ge- 
schrieben ist,  in  dt^r  ^;  "ä->  y^  sämtlich  vermöge  ß  =  0 
verschwinden. 

Vergleichen  wir  dies  Kriterium  mit  dem  früher  gefundenen 
(Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.),  so  erhellt  unmittelbar  ein  bedeutender 
Vorzug  des  jetzigen:  Damals  nahmen  wir  die  Differentialgleichung  in 

aufgelöster  Form 

Zy'-r=0 

an,  jetzt  kann  das  Kriterium  aufgestellt  werden,  ohne  dass  diese  Auf- 
lösung nach  y  nötig  wäre.  Hiermit  findet  also  auch  eine  Bemerkung 
ihre  Bestätigung,  die  wir  früher  gelegentlich  eines  Beispiels  machten 
(siehe  2.  Beispiel  des  §  3,  6.  Kap.).  Wir  wollen  jenes  damals  durch- 
gerechnete Beispiel  nach  der  jetzigen  Methode  behandeln. 
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Beispiele.  1.  Beispiel:   Es  handelt  sich  darum ^  zu  beweisen^  dass  die  Diffe- 

rentialgleichung der  Schar  der  cx)^  Kreise 

(x^ay  +  y'  —  f^^O 
mit  gleichem  Radius  r  die  infinitesimale  Translation 

gestattet  Zunächst  ist  die  Differentialgleichung  zu  bilden.  Zu  dem 
Zweck  differenzieren  wir  die  Gleichung  der  Ereisschar: 

X  —  a  +  yf/=0 

und  eliminieren  also  vermöge  x  —  a  «»  —  yy  den  Parameter  a  aus 
ihr,  wodurch  die  Differentialgleichung  in  der  Form  hervorgeht: 

Sl  =  y'(l+y")  —  r^  =  0. 
Die  aus  Uf  erweiterte  infinitesimale  Transformation  U'f  ist,  wie  be- 
kannt,  gleich  Uf^-^,  und  somit  kommt  sofort: 

denn  Sl  enthält  x  gar  nicht.  Hiermit  ist  der  Nachweis  geliefert  und 
zwar  viel  kürzer  als  früher. 

Recht  deutlich   tritt  der  Vorzug  der  jetzigen  Methode  auch  bei 
den  beiden  folgenden  Beispielen  zu  Tage. 

2.  Beispiel:   Die  Schar  der  cx)^  Kreise,  welche  die  beiden  Coordi- 
natenaxen  berühren: 

(a;-c)»  +  (y-c)«-c» 

bleibt  offenbar  bei  der  infinitesimalen  Ähnlichkeitstransformation 

invariant.  Wir  wollen  verificieren,  dass  ihre  Differentialgleichung  diese 
infinitesimale  Transformation  gestattet.  Um  diese  Gleichung  zu  bilden, 
haben  wir 

{x-cf  +  (if-  cy  =  c« 
oder 

X^  +  f-  2C{X  +  y)  +  c*  =  0 

ZU  differenzieren: 

x  +  yy'-c(l  +  y')  =  0 
und  c  za  eliminieren.    Dies  giebt  die  Differentialgleichung: 
a=(x*  +  yYil  +  y'^-2(x  +  yy'){x  +  y)(l  +  y')  +  ix  +  yyy^0. 
Uf  giebt  erweitert  wie  bekannt: 
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=  a;{2x(l+yO*-2(a;  +  y)(l+y)-2(a;  +  yy')(l  +  y')  + 

+  2(a?  +  yy)}  + 
+  y  [2y{l  +  yy^2y{x  +  y)  (1  +y')-2(a;+  yy)  (1  +  y)  + 

+  2y{x  +  yy)] 

=  2«. 

Also  verschwindet  in  der  That  JJ'Sl  yermöge  fl  =  0. 

3.  Bespiel:  Die  Schar  der  cx)^  Tangenten  des  Kreises  a;'-|-y^«=l 
gestattet  offenbar  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen  um  den 
Anfangspunkt: 

Zur  Yerification  dessen  an  der  Differentialgleichung  der  Geradenschar 
haben  wir  erst  diese  zu  bilden.    Die  Gleichung  der  Tangenten  ist: 

aa:  +  6y  —  1  —  0, 
wo 

a«  +  6«  =  1 
ist.    Wir  differenzieren: 

a  +  6y  =  0 

und  eliminieren  aus  diesen  drei  Gleichungen  a  und  h.     Dadurch  geht 
als  Differentialgleichung  der  Geraden  hervor: 


Es  ist  hier 


U'f^-y%  +  xlL  +  il+y'*)l^, 


sodass  sich  ergiebt: 

V'Sl=-^y^2{y''Xy)y^X'2{y^xy)  +  {\  +  y^){2y+2{ii^xy)x) 
=  2y  (1  +y  *  ~  (y  -  xyj)-s.^2y9. 

und  dieser  Ausdruck  verschwindet  vermöge  i2  «=  0. 

Selbstverständlich  muss  das  in  unserem  Theorem  21  aufgestellte  ^^^^^^-^^ 
Kriterium   sich   mit   dem   früheren  decken.     Wir   werden   es  auf  dasj«^®^^-^ 
frühere  zurückführen,  indem  wir  die  Differentialgleichung  ß  — 0  in*"^'^"^«" 
der  aufgelösten  Form 

Sl  =  Xy'~  r=o 

annehmen.     Dann  kommt: 


280  Kapitel  13,  §§  4,  6. 


'''^-t(lf»-il)+^(f^-f)+ 

Dies  soll  vermöge  ß  «=»  0,  d.  h.  vermöge  y  =  jf   verschwinden.    Es 
soll  also  die  Identität  bestehen: 


oder,  da 

UXt^I 

dx  .     dx 

cx^^  dy  > 

UYe 

=  *«! 
-^  dx 

+  n 

dY 

und,  wenn 

wie  früher 

Äf=X 

dx    ' 

df 
Ty 

gesetzt  wird,  auch 

Al  =  X 

Är,^ 

-.xp 

dx 

+  r 

dl, 
Ty 

ist: 

Y'UX- 

-XUY-\- 

XAri 

-YAl  = 

^0, 

d.  h. 

UX  —  Äi_ 

-.  UY- 

Ar, 

X         -  Y 

Dies  aber  ist  das  Kriterium  in  der  zuerst  aufgestellten  Form*)  (siehe 
Formel  (7)  des  §  2  im  6.  Kapitel). 

§  5.    Bestimmung  aller  Differentialgleiohnngen   erster  Ordnung  in 
^}  V}  welohe  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Wie  wir  es  schon  zu  Beginn  des  §  3  ausgesprochen  und  auch 
im  vorigen  Paragraphen  gestreift  haben,  können  wir  jedes  Linien- 
element {x,  y,  y)  der  Ebene  als  einen  Punkt  {Xy  y,  y)  des  Raumes 
deuten.     Die  Differentialgleichung 

stellt  in  dieser  Auffassung  eine  gewisse  Fläche  dar.  Die  Aufgabe, 
alle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  <$2  »»  0  zu  finden,  welche 
eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestatten,  kommt  also  auf 
^aS'dlT*  **s  Problem  des  Raumes  (ic,  j/,  ^)  zurück,  alle  Flächen  oder  Glei- 
froheres  chungcu  ß  =»  0  ZU  finden,  welche  die  von  der  erweiterten  infinitesi- 
malen Transformation  U'f  erzeugte  Gruppe  des  Raumes  gestatten. 

*)  Die  im  Texte  ausgeführte  Bechnang  ist,  wie  der  Leser  leicht  übersieht, 
nicht  wesentlich  verschieden  von  der  auf  Seite  103,  104  durchgeführten. 


auf  ein 
frQherei 
Problem, 
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Erinnern  wir  uns  daher  an  das  Problem^  alle  Flächen  oder  Glei- 
chungen i2  BS  0  zu  finden^  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes 
{x,  y,  y')  gestatten.  Wir  fanden  früher  (vgl.  Theorem  19  des  §  3, 
12.  Kap.),  dass  es  zweierlei  invariante  Flächen  giebt,  einmal  die  von 
(x^  Bahncurven  der  Gruppe  erzeugten  und  dann  die  aus  lauter  in- 
varianten Punkten  bestehenden.  Von  letzteren  kann  hier  nicht  die 
Rede  sein.  Da  nämlich  den  Punkten  einer  solchen  Fläche  oo'  Linien- 
elemente der  Ebene  entsprechen,  so  würden  die  oo*  durch  die  be- 
treffende Gleichung  Sl{Xy  y,  y)  «=  0  definierten  Linieneleraente  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  TJ'f  in  Ruhe  bleiben.  Diese  können 
aber  nicht  über  die  ganze  Ebene  verteilt  sein,  denn  sonst  müssten 
die  oo'  Punkte  dieser.  Linienelemente,  d.  h.  alle  Punkte  der  Ebene  bei 
der  infinitesimalen  Transformation  TJf  invariant  sein.  Die  oo*  in- 
varianten Linienelemente  müssten  vielmehr  so  liegen,  dass  ihre  Punkte 
nur  eine  Curve  bilden.  Dies  aber  käme,  wie  wir  zu  Beginn  des  §  4 
sahen,  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichung  Sl{x^  y,  y')  <»  0  ganz  frei 
von  y',  also  gar  keine  Differentialgleichung  wäre  (vgl.  Fig.  27). 

Wir  haben  also  nur  solche  invariante  Flächen  ß(ic, y, y)  «=»  0  zu 
suchen,  die  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe  TJ'f  des  Raumes  (rc,  y,  y ) 
erzeugt  werden. 

Nach  dem  Früheren  (vgl.  Satz  7,  §  3  und  Theorem  17,  §  1  des 
12.  Kap.)  ergeben  sie  sich  in  allgemeinster  Weise,  indem  wir  zwei 
Invarianten  der  Gruppe  TJ'f,  d.  h.  zwei  von  einander  unabhängige 
Losungen  u,  v  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  TJ'f  «>  0 
bestimmen  und  irgend  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen. 
Die  entstehende  Gleichung  können  wir  immer  so  schreiben: 

V  —  f{ti)  =  0. 
Natürlich  kann  man  eine  der  beiden  Lösungen,  etwa  u.  frei  von  y      Erste 

,  InrariMite. 

wählen,  denn  nimmt  man  t«  frei  von  y   an,  so  reduciert  sich  die  Be- 
dingung TJ'u  «=  0  auf: 

und  diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  ist  auch  frei  von  /. 
Sie  bestimmt  u  als  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe  TJf  von 
Punkttransformationen,  und  u  =  Const.  stellt  also  die  Bahncurven  der 
Gruppe  TJf  in  der  Ebene  dar.  Nehmen  unr  an,  diese  Bahncurven  seien 
uns  bekannt,  so  können  unr  eine  »weite  y  wirklich  enthaltende  Lösung  v  zweite 
der  Gleichung  TJ'f  =  0  immer  durch  Quadraturen  finden.  Wir  werden 
dies  auf  zwei  Wegen  beweisen  und  heben  hervor,  dass  die  Beweis- 
methode,  die  sich  zunächst  darbietet,  theoretisch  nicht  so  einfach  ist, 
wie  die  zweite,  nachher  angegebene  (S.  284). 
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Um  den  ersten  Beweis  zu  liefern^  stellen  wir  das  der  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  TJ'f^=^  0  äquivalente  simultane  System  auf: 

(u\  ^?  =  ^„  iy. 

^    ^  S         n        dv./dv     di\.     da     ,' 

von   dem   wir  nach  Voraussetzung   schon  ein  yon  y    freies  Integral 
u{Xf  y)  kennen.    Vermöge 

•  u(x,  y)  —  c 

können  wir  etwa  y  entfernen  und  erhalten  eine  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  von  der  Form: 

0^)      g-ili+ie;-ll)»--Tlf»" 

zwischen  den  beiden  Veränderlichen  y   und  x,  indem  y  überall  ent- 
fernt ist.    Diese  Gleichung  wird  aber  im  allgemeinen  die   die  Rolle 
einer  Constanten  spielende  Grösse  c  enthalten. 
«^■*^^«        Diese  Differentialgleichung  hat  die  Gestalt: 

durch  eine  , 

Biccati'iche  /-io\  ^V  xri-ir'iiT-'S 

Diffgi.    (13)  /^=X+Xiy  +  X^y\ 

wo  X,  Xj^  und  X^  Functionen  von  x  (und  c)  sind.     Wir  bezeichnen 
sie  wie  üblich  als  eine  Riccati'sche  Gleichung. 

Im  allgemeinen  würde  ihre  Integration  nicht  durch  Quadraturen 
allein  möglich  sein,  aber  in  unserem  Falle  geht  dies  doch,  weil  uns 
LöY^^g  ä" '^^^^^^^^  eine  particulare  Lösung  derselben  bekannt  ist.  Wir  wissen 
schen*i)ffgi"J*»  ^*®®  ^^®  Bahncurven  der  Gruppe  Uf  der  Ebene  bei  dieser  Gruppe 
invariant  bleiben,  dass  also  die  Linienelemente  längs  einer  solchen 
bei  der  erweiterten  Gruppe  U'f  unter  sich  vertauscht  werden.  Mithin 
erfüllt  die  Schar  aller  cx>'  Linienelemente  der  <x>^  Bahncurven  der 
Gruppe  Uf  eine  Gleichung,  die  bei  U'f  invariant  ist,  also  eine  Integral- 
gleichung des  simultanen  Systems  (11)  ist.  Diese  Integralgleichung 
lässt  sich  sofort  aufstellen,  denn  die  Linienelemente  (x,  y,  y')  der 
Bahncurven  von  Uf  haben  in  ihren  Punkten  (x^  y)  eben  die  Fort- 
schreitungsrichtungen  y,  welche  die  infinitesimale  Transformation  Uf 
den  betreffenden  Punkten  zuordnet.     Sie  erfüllen  also  die  Gleichung: 

oder 

Also  ist  j/=^Y  ®^^^  Particularlösung  der  Differentialgleichung  (12) 
oder  (13),  sobald  nur  aus  ihr  y  vermöge  u{x,  y)  '^c  entfernt  wird. 
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Wir  können   diese  geometrischen  Schlüsse   auch  analytisch  dar- 
thun.    Die  Gleichung 

giebt  nämlich  nach  x,  y,  y  total  differentiiert: 

und  diese  Gleichung  wird  vermöge  des  simultanen  Systems  (11) 
und  iy  —  ij  «»  0  identisch  erfüllt. 

Von  unserer  Riccati'schen  Gleichung  (12)  oder,  kürzer  geschrieben,  J^^fratwn 

(13)  kennen  wir  also  eine  Particularlösung  y  «y,  geschrieben  in  ojchung  durch 

und  c.  Daraus  folgt  (nach  einem  allgemeinen  Satze  über  Riccati'sche 
Differentialgleichungen),  dass  sich  das  Integral  durch  Quadraturen 
finden   lässt.    Bezeichnen   wir   nämlich   zur  Abkürzung  die  bekannte 

Particularlösung  y  «=»  y  der  Gleichung  (13)  mit  y  —  A(ic),  so  ist: 

(14)  g  =  X+X,A  +  X,A«. 

Wenn  wir  nun  in  (13)  als  neue  Veränderliche  statt  t/  diese: 


einführen,  so  yereinfacht  sich  die  Differentialgleichung  sehr.  Es  ist 
ja  dann 

also 

dy^^äl^ 1   dm 

dx        dx        ffi'  dx 

oder  nach  (13)  und  (14): 

^--(X,  +  2X,A)«>-Z,. 

(0  bestimmt  sich  mithin  durch  eine  lineare  Differentialgleichung  und 
kann,  wie  aus  den  Elementen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
bekannt  ist  oder  wie  wir  früher  gelegentlich  zeigten  (ygl.  5.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kap.),  durch  zwei  Quadraturen  integriert  werden.  Damit 
ist  dann  auch 

bekannt. 

Hat  man  somit  y   als  Function  von  o;,  c  und  einer  Integrations- 
constante  y  bestimmt: 

y'^W(x,c,y), 
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80  ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  c  «=  u(Xy  y)  setzt  und  dann  nach  y 
auf  lost;  das  gesuchte  zweite,  y  enthaltende  Integral  v{itj  y,  y)  des 
simultanen  Systems  (11)  und  also  aych  die  allgemeine  Gleichung 

V  -  f{u)  =  0. 

Theorem  22:  Ist  die  infinitesimale  Transformation  Uf  einer 
^eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  (Xy  y)  gegeben  und  kennt  man 
die  Bahncurven  u(x,  y)  «=»  Const,  dieser  Gruppe,  so  kann  man 
durch  Quadraturen  alle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zwischen  x,  y  aufstellen,  welche  die  eingliedrige  Gruppe 
Uf  gestatten.  Jede  derartige  Differentialgleichung  lässt  sich 
durch  Quadratur  integrieren. 

Der  letzte  Zusatz  ist  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  selbst- 
verständlich. 

Bestimmung        Dass  die  Eenutnis  der  Bahncurven  u  =  Const.  zur  Bestimmung 
anderem  aller  bei   Uf  invarianten  Diflferentialgleichungen   erster  Ordnung  ver- 
mittelst Quadraturen  hinreicht,  kann  man  noch  einfacher  so  erkennen. 
Wir  wissen,  dass,  wenn  die  Bahncurven  u  =  Const.  der  Gruppe 
Uf  bekannt  sind,  durch  Quadratur  neue  Veränderliche  JC,  t)  eingeführt 

werden  können,  welche  Uf  auf  die  canonische  Form  ^  bringen  (Satz  4 

des  §  2,  3.  Kapitel).     Alle  Differentialgleichungen 


Mt.^'S 


aber,  welche  die  eingliedrige  Gruppe  «-^  gestatten,    werden,  wie  wir 

früher  bemerkten  (vgl.  1.  Beispiel  des  §  3,  8.  Kap.),  dargestellt  durch 
die  Gleichung: 

Nun  sind  je  und  t)  bekannte  Functionen  von  x,  y]  diese  Gleichung  lässt 
sich  daher  so  schreiben: 

und  dies  wäre  die  allgemeine  Form  v  —  f(u)  =  0   einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe  Uf  gestattet 

Offenbar  ist  t)  identisch  mit  dem  früheren  u  und  dementsprechend 
ist  die  Grösse 
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dx^  dy  ^ 

dx^  dy  ^ 
nichts  anderes  als  die  früher  mit  v  bezeichnete.    Man  sieht,  dass  die 
jetzige  Bestimmung  von  v  etwas  einfacher  als  die  obige  ist. 

Wir  bemerkten  schon  früher ,  dass  jede  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  Uf  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erhalten 
wird,  indem  man  eine  Invariante  Sl^x^y^y)  der  erweiterten  Gruppe 
TJ'f  gleich  Null  setzt.  Bezeichnen  wir  nun  jede  Invariante  der  er- 
weiterten Gruppe  ZTf  als  eine  Differentialinvariante  der  ursprünglichen  ^^jf^^^^jj^- 
Gruppe  Uff  so  können  wir  sagen: 

Theorem  23:  Ist  eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  in  den  Verän- 
derlichen  x,  y  vorgelegt,  so  gehören  eu  derselben  unendlich  viele 
Differentialinvarianten,  die  sich  als  beliebige  Functionen  irgend 
Bweier  unabhängiger  Invarianten  der  erweiterten  Gruppe  U'f 
darstellen  lassen.  Jede  Differentialgleichung  Sl(x,  y,  y)  «=  0, 
welche  Uf  gestattet,  kann  durch  Nullsetzen  einer  Differential- 
invariante  erhalten  werden. 

Wir  ersuchen  den  Leser,  die  vorangehenden  Methoden  zur  Auf-  vergleich 

'  ^  .  mit  der 

Stellung  aller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y,  welche  ftraheren 
eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestatten,  mit  der  früher  (in  §  2  des 
8.  Kap.)  entwickelten  Methode  zu  vergleichen.  Das  jetzige  Verfahren 
setzt  nur  die  Kenntnis  der  Bahncurven,  das  frühere  aber  die  Kenntnis 
der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf  voraus.  Wie  schon  damals 
hervorgehoben  wurde,  liefert  die  frühere  Methode  überdies  die  be- 
treffenden Differentialgleichungen  in  wenig  übersichtlichen  Formen. 
Auch  hierin  ist  das  jetzige  Verfahren  dem  früheren  weit  überlegen. 

Zum  Vergleich  behandeln  wir  einige  der  damaligen  (in  §  3  des 
8.  Kap.  angegebenen)  Beispiele  nach  der  jetzigen  Methode.  Man  wird 
sehen,  wie  viel  schneller  die  jetzige  Methode  dabei  zum  Ziele  führt. 

1.  Beispiel:   Sei  Uf  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation:  seupieie. 

^'—^dx^^dy 
Hier  ist  die  erweiterte  infinitesimale  Transformation   U'f^  Uf]    es 
müssen  also  zwei  Integrale  des  simultanen  Systems 

dx       dy dj/ 

X  '^  y  0 

bestimmt  werden.    Solche  sind  w  ^  — ,  v^^y,  sodass 
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die   allgemeine  Form  der  Differentialgleichungen  ist,   welche  Uf  ge- 
statten. 

2.  Beispiel:    Sei  {7/*  die*  infinitesimale  Rotation 

so  ist: 

U'f^-yli  +  -li  +  ii  +  v")§i^; 

also  lautet  das  simultane  System: 

dx   ^^dy^  __     dy 

Ein  Integral  desselben  ist  u^a?  +  y^.    Ein  zweites  folgt  aus: 

xdy  —  ydx  d%f 

"  a^'  +  y*     "*!  +  !/'•' 

nämlich  arc  tg  ^  —  arc  tg  y    oder ,   wenn  man   die  Tangente  hiervon 

X 

nimmt: 

'^  — i  +  yy" 
sodass  die  gesuchte  allgemeine  Form  der  Differentialgleichungen^  welche 
TJf  gestatten,  diese  ist: 


n^'-«^ +»■)-»■ 


Abteilung  IV. 

Eingliedrige  Gruppen  nnd  infinitesimale  Transformationen  in 

n  Veränderliohen.     Verwertung  dieser  BegrUTe  fttr 

Differentialgleichungen. 

Da  wir  von  jetzt  ab  die  allgemeine  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen 
m  bdidng  vielen  Veränderlichen  und  ihre  Anwendungen  auf  Differential- 
gleichungen entwickeln  wollen,  heben  wir  sogleich  hervor,  dass  die 
Theorie  fttr  n  Veränderliche  mit  der  für  zwei  und  für  drei  Veränder- 
liche entwickelten  so  viele  und  umfangreiche  Analogien  darbietet,  dass 
es  unnötig  erscheint,  die  Beweise  so  vollständig,  wie  es  frQher  ge- 
schah, auszuführen.  Der  Leser  wird  hoffentlich  selbst  imstande  sein,  die 
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Beweise  zu  reconfltruiereii;  und  ihre  Unterdrückung  an  manchen  Stellen 
wird  uns  yieler  ermüdender  Wiederholungen  überheben. 

Noch  ist  zu  erwähnen^  dass  wir  uns  genötigt  sehen,  künftig  die 
geometrischen  Deutungen  aus  dem  Text  in  die  Noten  zu  Terweiseu;  da 
das  Operieren  in  einem  Baume  van  n  Dimensionen  aus  dem  Gebiet  des 
Elementaren  hinausgeht  Doch  vrird  der  Leser  gut  thun,  diese  Noten, 
soweit  er  dazu  ßlhig  ist,  ebenfalls  zu  durchlaufen,  da  er  in  denselben 
manche  neuen  Oesiehtspunkte  finden  wird.  Wohlbemerkt  wird  jedoch 
der  Text  selbst  niemals  die  Kenntnis  der  vorhergehenden  Noten  vor- 
aussetzen, sondern  für  sich  ein  geschlossenes  Ganzes  bilden. 


Kapitel  14 

Eingliedrige  Gruppe  in  n  Yeränderliehen,  simultanes  System  gewShn- 
lieher  Differentialgleichungen  und  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  n  YerSnderlichen. 

Wie  schon  bemerkt,  werden  wir  uns  möglichst  kurz  fassen.  Die 
folgenden  Überlegungen  sind  in  der  Hauptsache  (mit  Ausnahme  des 
§  4)  bloss  Verallgemeinerungen  der  in  den  Kapiteln  2,  3,  4  für  zwei 
und  in  den  Kapiteln  11,  12  ftlr  drei  Veränderliche  angestellten  Be- 
trachtungen, 

§  1.    Eingliedrige  Ghrnppe  in  n  Verftnderliohen. 
Liegen  n  Gleichungen  vor  von  der  Form: 

^2'=  92(^1»  ^«^•••^«)> 


von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  x^^x^-  -  -  Xn  auflös- 
bar  seien ,   so   bestimmen    sie  eine  allgemeine  Transformation  der  n  ^  '^^^f- 
Veränderlichen  fli,  ajj  •  •  •  a?„  in  n  andere  Veränderliche  iCj',  a:,'  •  •  •  Xn. 
Enthalten  die  Gleichungen  noch  eine  beliebig  gross  annehmbare 
Coustante  a,  haben  sie  also  die  Form: 

^2'=  9X^i>^2-  •  '^nya), 


(1) 


a;«'=  9»(^i>  ^2  • '  •  ^»>  ^); 
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so  stellen  sie  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  dar,  indem  der 
Parameter  a  auf  oo^  Weisen  gewählt  werden  kann.  Insbesondere 
nennen  wir  diese  Schar  von  oo^  Transformationen   eine  Gtufpe  und 

^*J»^®^»®zwar  eine  eingliedrige  Grtippe  von  Transformationen,  wenn  sie  die 
Gruppeneigenschaft  besitzt^  d.  h.  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier 
Transformationen  dieser  Schar  mit  einer  einzigen  Transformation  der- 
selben Schar  äquivalent  ist. 

ei*eSchaft  ^™   ^^   analjtische  Kriterium   hierfür   aufeustellen,   fOhren   wir 

nach  der  Transformation  (1)  mit  bestimmt  gewähltem  Parameter  a 
eine  zweite  Transformation  der  Schar  aus,  deren  Parameterwert  gleich  a 
sei.  Sie  fahrt  die  Variabein  aj^'  •  •  •  Xn  in  neue  x^'  •  •  •  Xn'  über  und 
zwar  durch  die  Gleichungen: 

^r  =  Vii^if  ^2  "'  ^n,  a), 


(2) 


Die  erste  Transformation  (1)  werden  wir  wie  früher  mit  Ta,  die 
zweite  (2)  mit  2V  bezeichnen.  Die  Transformation  nun,  welche  der 
Aufeinanderfolge  von  T«  und  Ta-  äquivalent  ist,  also  TaTa',  ergiebt 
sich  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  a?/,  x^',  -  -  -  Xn  aus  (2)  ver- 
möge (1)  in  der  Form: 

a?r—  9i(9>i(^,  a),  9>,(a;,  a)  •  -  -  q>n(x,  a\  a), 


(3) 


\Xn'  =  q>n (<Pi {x,  a) ,  ip^{x,  a)  . . .  q>n{x,  a),  a) . 
Hierin  ist  zur  Abkürzung  allgemein  statt  q>k{pij  - "  ^y  a)  einfach 
^k{Xyd)  geschrieben.  Diese  Transformation  (3)  der  Variabeln  x^^'^-Xn 
in  iCj'  •  •  •  Xn  muss  nun,  wenn  unsere  00*  Transformationen  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  bilden  sollen,  auch  eine  Transformation  der  Schar 
sein,  d.  h.  sich  decken  mit 

^2"=  92(^1;  a?2  •  •  •  ^«;  ^)} 


a?n""=*  Vn(x^i  a;^  •  •  •  Xny  A), 

wo  A  eine  gewisse  nur  von  den  Gonstanten  a  und  a'  abhängige  Con- 
stante  ist: 

A  =  A(a,  a  ). 

Es  müssen  also  identisch  für  alle  Werte  von  x^,  x^-  - '  Xn,  a  und  a\ 
die  n  Gleichungen  bestehen: 
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^k{(Pi(Xu  ^ir    '  ^n,  a),  9?a(ari,  a;^  •  •  •  a;„,  a)  •  •  •  9«(^i)  ^s '  * '  ^n,  a),  a) 
=  9*(^i;^2  •  •  •  a;«,  A(a,  a  )) 

(*«=l,2...n). 

Wir  werden  also  voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  (1)  von  oo^ 
Transformationen  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden.     Gleichzeitig  setzen 
wir  wie  früher  voraus ,  dass  die  Gruppe  zu  jeder  Transformation  Ta 
auch  die  invcrse  Tä  enthält,  sodass  die  Aufeinanderfolge  von  T«  und  TrMtfoJ- 
Tä  der  identischen  Transformation:  "•*^*'" 

Xi     ^=  X^j      X^    —  X^y     •  •  •     Xf^     —  Xn 

äquivalent  ist,  in  symbolischer  Ausdrucks  weise: 

TaTä  -  1. 

Die  inverse  Transformation  T«  werdep  wir  auch,  wie  früher,  mit  Tr^ 
bezeichnen  können.  Führen  wir  Ta  und  Tä  nach  einander  aus,  so 
muss  sich  wegen  der  Gruppeneigenschaft  wieder  eine  Transformation 
der  Gruppe  ergeben,  d.  h.  unsere  Gruppe  enthält  die  identisch  Trans-  ^**^°^®^® 

formation.  formatlon. 

Demnach  giebt  es  einen  Wert  a^  des  Parameters  a,  für  den  sich 
die  Gleichungen  der  Transformation  (1)  auf  die  der  identischen  Trans- 
formation reducieren,  sodass  also: 


(4) 
ist. 


9«(^l  }^i"  '  ^n,0o)  '-^  ^« 


Geben  wir  dem  Parameter  a  einen  von  a^  nur  unendlich  wenig 
verschiedenen  Wert  üq  +  da^  so  ergiebt  sich  eine  von  der  identischen 
nur  unendlich  wenig  verschiedene,    also   eine   infinitesimale  Transfor-  ^^^JgjJ" 
mation  der  Gruppe  zunächst  in  der  Form: 

^2  =  9>2(a?i,  a:,  . . .  a;„,  ao  +  (Ja)  =  ip^Qc,  a,)  +  ^^^^^  äa -] , 

Xn  =  9>«(^i,  x^"'Xn,ao  +  da)  =  g>n{x,  a^)  +    "^ ^^^J  ""'^  9a -\ , 

oder  wegen  (4)  in  der  Form: 

Xk  ^Xk-i ^— oa-i 

(*«l,2...n). 
Lio,  Differentialgleichungen.  19 
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Angenommen^  von  den  Coefficienten  von  da,  8a^  -  •  •  verschwinden  in 
diesen  n  Reiheneutwickelungen  alle  bis  zu  denen  von  doT^^,  so  kann 
man  da''  als  unendlich  kleine  Grosse  dt  benutzen  und  erhält  dadurch 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  in  der  Form: 

(5)  Xk  =Xk  +  IaK,  Xi"'Xn)dt'\ 

wo  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  sind  und  im  übrigen  unterdrückt  werden  dürfen.  Dass  diese 
Reihenentwickelungen  nach  gangen  Potenzen  von  dt  fortschreiten,  ist 
hier  nicht  unmittelbar  evident.  Man  erkennt  es  vielmehr,  wie  früher 
in  §  3  des  2.  Kap.  und  in  §  1  des  11.  Kap.,  indem  man  nach  einer 
Transformation  («)  der  Gruppe  eine  von  der  inversen  Transformation 
(je)  unendlich  wenig  verschiedene  Transformation  (i  +  d«)  der  Gruppe 
ausführt,  wodurch  sich  in  allgemeinerer  Weise  als  oben  die  infinitesi- 
male Transformation  ergiebt. 

Satz  1:  Eine  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher  auch 
eine  infinitesimale  Transformation. 

Wir  werden  wie  früher  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

<  =  ^1  +  6i  *<  +  -,  x^^x^  +  U6t  +  ...,  ...  x:^  x^+U  dt  +  "> 
und 

als  identisch  bezeichnen,  sobald  die  Incremente  l^d^,  \^öty'  -  •\ndt 
der  Veränderlichen  a:^,  x^*  "  Xn  bei  der  zweiten  sich  nur  um  einen 
Constanten  Factor  von  den  Incrementen  J^tf^,  Sjtf^,  •••5»*^  bei  der 
ersten  unterscheiden.  Die  Berechtigung  hierzu  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  dt  nur  eine  gegen  Null  convergierende  Zahl  sein  soll,  also 
mit  einer  Constanten  multipliciert  wieder  eine  solche  gegen  Null  con- 
vergierende Grösse  sein  wird. 

Der  Leser  wird  sich  erinnern,  dass  wir  früher  immer  für  den 
Nachweis,  dass  eine  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation 
besitzt,  eine  längere  Betrachtung  anstellten  (§  5  des  2.  Kap.,  §  2  des 
11.  Kap.).  Was  den  Beweis  für  n  Veränderliche  anbetrifiPt,  so  wollen 
wir  uns  damit  begnügen,  zu  sagen,  dass  er  im  allgemeinen  Falle  ganz 
ebenso  geführt  wird,  wie  in  den  Fällen  n  «=  2,  3.  Demnach  geben 
wir  den  Satz  als  bewiesen  an: 

Satz  2:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  paanveis 
inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  infinitesimale  Trans- 
formation. 
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Nunmehr  gehen  wir  einen  entgegengesetzten  Weg :  Wir  nehmen  Comtr.  e. 
an.  nicht  eine  Gruppe,  sondern  eine  infinitesimale  Transformation  sei  aus  e.  inf 
gegeben: 

(6)  iCi'  =  a:i  +  |id^  +  — ,  x^'^Xi  +  l^dt  +  '",  -0;/=^^» +  gn*^  + •-. 
Wir  werden  eine  eingliedrige  Gruppe  construieren,  welche  eben  diese 
infinitesimale  Transformation  besitzt. 

Zu  dem  Zweck  integrieren  wir  das  simultane  System: 

in  den  n  -f-  1  Veränderlichen  x^,  x^  -  -  -  Xn  und  t.  Ein  solches  System 
integrieren  heisst,  etwa  ^/,  rr/  •  •  •  Xn  als  Functionen  von  t  be- 
stimmen ^  sodass  sie  diese  n  Gleichungen  (7)  identisch  erfüllen.  Wie 
bekannt,  lassen  sich  über  die  Anfangswerte,  welche  x^^  x^  •-  ^  Xn  für 
^  =  0  haben,  noch  Voraussetzungen  treflfen.  Wir  wollen  die  Anfangs- 
bedingung Torscb  reiben ;  dass  sich  x^,  x^  -  - '  Xn  für  ^  <»  0  auf  die  als 
Integrationsconstanten  zu  betrachtenden  Grössen  x^y  x^  '  -  '  Xn  redu- 
cieren.  Alsdann  ergeben  sich  gewisse  n  Integralgleichungen  von 
der  Form: 

(8)  ^'—  *l(^l)^8---^«^0,      X^'=Oi{Xi,X^'"Xn,t)'" 

Xn^  *„(a:i,iCg--  'Xn,i\ 

Diese  Gleichungen  stellen  nun  auch  eine  Transformation  der  Ver- 
änderlichen Xi,  x^  ' ' '  Xn  in  die  neuen  Veränderlichen  x^',  a;,'  •  •  •  Xn 
dar.  Da  sie  noch  t  enthalten ,  so  haben  wir,  weil  wir  t  beliebig  als 
Constante  annehmen  können,  hiermit  00^  Transformationen  erhalten« 
^  as  0  giebt  insbesondere  die  identische  Xt  «»  Xf 

Wir  behaupten,  dass  diese  00^  Transformationen  (8)  eine  Gruppe 
bilden.  In  der  That  erkennt  man  dies  durch  näheres  Eingehen  auf 
die  Integration  des  simultanen  Systems  (7):  Zunächst  besitzt  (7)  n  —  1 
von  einander  unabhängige  und  von  t  freie  Integrale: 

^l(^l)  X^     "  '  Xn),     •  •  •     Sln^i(Xi,  X^  '     -  Xn')' 

Um  ein  letztes,  t  enthaltendes  Integral  zu  finden,  wird  man  yermöge: 

Äi (a?/  •  •  •  a?»')  =  Ci,    •  •  •     a„_i (a;/  •  •  •  Xn)  —  Cn-i 
etwa   x^,x^  • '  *  Xn    als  Functionen  von   ar/  und   den  Constanten   Cj, 
c^' ' '  Cn~i  darstellen  und  sie  danach  aus 

eliminieren.  Dann  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x^  und 
den  Gonstanten  Ci,c^---c„.i  und  eine  Quadratur  giebt  ein  Integral 
von    der   Form  jP(a;/,  r^ ,  c^  •  •  •  c„-i)  —  t     Wenn    man   hierin   wieder 

19* 
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CifC^' '  •  Cm-i  durch  ßj,  ^2,  -  •  •  ^2»_i  ersetzt^  so  erhält  man  das  gesachte 
Integral  in  der  Form: 

W(Xj^',  iCg'  •  •  •  Xn)  —  t 

Da  sich  für  ^  «=  0  die  Variabeln  a^',  x^'  •  --  Xn  auf  a:^,  a;g  •  •  •  rr»  redu- 
cieren  sollen,  so  sind  die  gesuchten  Functionen  (8)  die  Auflösungen 
der  n  Gleichungen: 

Äi  (xi,  x^  • ' '  Xn)  =  Äj  (rcj ,  a:^  •  •  •  a;„), 

£1^{X^,  X^  '      •  Xn)  »=  ÄgC^l »  ^2  *  •  •  ^n), 


(9) 


ä„_i(ä;/,  a?2'  •  •  •  ä;«')  =  Ä;,_j(a;i,  x^'  "  Xn)j 

\  W(X^\  X^  '-  Xn)  —  t  —  W^Ca^i,  iP^  •  •  •  iTn) 

nach  a?i ;  a?}  *  *  -  ^/n  • 

Dass  diese  Auflösungen  nun  eine  Gruppe  von  oo^  Transformationen 
darstellen,  erkennt  man  wie  in  dem  Falle  n  »»  2  (vgl.  §  4  des  2.  Kap«): 
Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameterwerten 
t  und  f  ist  äquivalent  der  Transformation  mit  dem  Parameterwert 
t  -{•  f.  Insbesondere  ist  also  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen 
(t)  und  (—  t)  äquivalent  der  sich  für  ^  »s  0  ergebenden  identischen, 
sie  sind  also  zu  einander  invers. 

Dass  die  Gruppe,  die  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 
(7)  ergiebt,  auch  die  vorgelegte  infinitesimale  Transformation  (6)  ent- 
hält, ist  ohne  weiteres  klar,  denn  die  Entwickelungen  von  x^,  x^  "-  Xn 
nach  Potenzen  von  t  fangen  nach  dem  Maclaurin^schen  Satze  und,  da 
nach  (7): 

ist,  mit  den  Gliedern  an: 

xi  —  a;*  +  Ikix^,  iCj  •  •  •  Xn)i  -\ , 

geben  also  für  i=^  St  eine  infinitesimale  Transformation,  welche  mit 
der  vorgelegten  in  den  Gliedern  erster  Ordnung,  auf  die  allein  es  hier 
ankommt,  übereinstimmt. 

Theorem  24:    Jede  infinitesimale  Transformation 

^l   =  a^i  +  6l(^l  •  •  •  a;«)*^  H ;    •  •  •  ^«'  =  Xn  +  tn(x^"'Xn)dt'\ 

gehörty  wenn  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 
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dt 


mit  der  Anfangsbedingung ^  dass  sich  x^^  x^'  -  -  -  Xn  für  t  =  0  auf 
x^jX^"  '  Xn  reducieren  sollen,  in  der  Form: 
Äi(j?i'  •  •  •  a?«')  =  Äi(a?i  •  •  •  Xn), 

^2(0;/  .  •  •  Xn)  =  ^2(^1  •  •  •  ^n), 


Ä«_l(a;/  •  •  •  Xn)  =  £ln-l(0Ci  '"Xn)f 

Wix,' . . .  X,:)  -  t  =  W(x, . . .  X.) 
oder,  nach  x^  *  •  -  Xn   aufgelöst  und  nach  t  entwickelt: 

Xk    =  Xk  +  it  (SC^  -  '  Xn)t  -i 

(A  =  l,2...«). 

Hiernach  und  nach  Satz  2  ergiebt  sich  wie  in  den  Fällen 
n  =  2,  3  das 

Theorem  25:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur 
eine  infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation gehört  umgekehrt  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transfor- 
mationen. 

1.  Beispiel:    Die  n  Gleichungen  Beispiele. 

x^  =  ax^,    X2  =  ax^f    •  •  •    a;/  =  aXn 

stellen  offenbar  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.  Ihre  identische  Trans- 
formation ergiebt  sich  für  a  =  1,  ihre  infinitesimale  für  a  =  1  +  d^ 
in  der  Form: 

Xi'  =  Xi  -{-  X^ät,      X^  =  X2  -{-  X^dt,      •  •  •      Xn   =  ^«  +  XnSt, 

sodass  li  ^  a?!,  •  •  •  1«  ^^  rc»  ist  und  das  simultane  System  hier  lautet: 
dx,'  ^  dx^  =...:=  !^f^  =  dt 

1  S  n 

Es  giebt  integriert  unter  der  Bedingung^  dass  sich  x^,  x^  -  *  *  Xn  für 
t  =  0  auf  x^,X2'  * '  Xn  reducieren: 

Xi  =  ^^S    ^2  "™  ^2^}     '  •  *     a;«  =  iCnC* 
als  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe.    In  der  That  sind  dies  die 
obigen  Gleichungen   mit   dem   einzigen  Unterschiede^  dass   statt    des 
Parameters  a  der  Parameter  ^ »» lg  a  benutzt  ist. 

2.  Beispiel:    Die  n  Gleichungen 

^/=  ^\  +  {^^  '-  ^l)*^7       •  •  •      ^n'  •=  Ä^n  +  {^X  —  X^dt 
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stellen  eine  infinitesimale  Transformation  dar.  Wir  suchen  die  end- 
lichen Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Sx 
soll  die  Summe  aller  x^^x^'  -  -  Xn  bedeuten.  Wir  haben  das  simultane 
System  zu  integrieren: 

da;/ 
_; -r^^dt  (*=i.2...») 

oder 

dxk  =  i^Jx'  —  Xk)dt    (*  =  1, 2 . . . »). 

Hiernach  ist,  wenn  alle  diese  n  Gleichungen  summiert  werden: 

dZx  =  (n  -  1)  £x  '  dt 
oder: 

^'=(»-i)dt 

Dies  giebt  integriert: 

Ux' =  c(^''-'K 

Setzen  wir  diesen  Wert  in: 

dXi  =  {Ux  -  x.yt 
eiU;  so  kommt: 

dXk^(c€^''-^^'—Xk)dt. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  für  Xk\  Sie  giebt  nach 
bekannter  Regel  integriert: 

Nun  haben  wir  die  Constanten  c,  y^,  yg  •  •  •  y«,  von  denen  übrigens  eine 
überzählig  ist,  so  zu  wählen,  dass  allgemein  Xk  sich  f ür  ^  =»  0  auf 
Xk  reduciert.     Wir  haben  also  die  Relationen: 

a^*=— ^ hy*ö  ';    Xk  =  -  +  Yk. 

Mithin  liefert  die  Elimination  der  Gonstanten: 

Xk=2Jx^~:^  +  [xk-—)e-^ 


oder  auch: 


Xk  ='—  {{^'  -  1)  £x  +  nxk) 


(*  =  1,  2  .  •  .  n). 

Man  überzeuge  sich  davon,   dass   diese  n  Gleichungen  wirklich  eine 
Gruppe  darstellen. 

3.  Beispiel:   Gesucht  werden  die  endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 


Eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen.  295 

X^  *=  il?!  +  (^1  —  X^Sty     X^  =  il?2  4"  (^2  —  X^dt, 
^i=^3  +  (^8  —  x^)dt,    xi  ^x^-^ii 
erzeugten    eingliedrigen  Gruppe   in    vier  Veränderlichen.     Hier  lautet 
das  zu  integrierende  simultane  System: 

dxl  «=»  {X'l  —  x[)di^ 
dx^  ==  {x^  —  x^)dtj 
dx^  =  {x^  —  x^)dt^ 
dx^  =  dt. 
Die  letzte  Gleichung  giebt  integriert: 

x^  ^*™  x^  ~|~  r« 
Eingesetzt  in  die  drei  ersten  Gleichungen  giebt  sie: 
dxi  «=  {x^  —  ir^  —  t)dt, 
dx^  =  (a;/  —  0?^  —  t)dt^ 
dx^  =  (a;/  —  x^  —  t)dt. 
Hierin  spielt  der  Anfangswert  x^  die  Rolle  einer  Constanten.    Es  sind 
dies  drei  lineare  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

d3C^  /  . 

dt  ~  ^  —  a?^  —  r, 
die  nach  bekannter  Methode  das  Integral  liefert: 
x'  =  x^  +  t+l  +  Const.  e*. 

Die  Gonstante  ist  so  zu  bestimmen^   dass  sich  x   für  ^ «»  0  auf  x  re> 
duciert^  also  gleich  x  —  x^  —  1  zu  setzen.     Sonach  kommt: 

und  also  einzeln: 

a?/  =  a?4  +  ^  +  1  +  (^1  "-  ^1  —  l)ß'> 
ajg'  =  a:^  +  <  +  1  +  (^i  —  ^4  —"  l)^j 
^s'  =  ^4  +  ^  +  1  +  (^3  —  ^4  —  l)eS 

X^  ^^*  X^  ~]~  V« 

Diese  Gleichungen  stellen^  wie  es  sein  muss^  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar.     Denn  setzt  man  noch  an: 

<  ==<  +  *'+  1  +  (x/  -  x;  -  l)e^, 

•  <  =  x:  +  1f+\  +  K  -  »;  -  l)e^, 

x''  ^x:  +  t'  +  \  +  «  -  <  -  \y, 
xi'^xi-\-i 

und  eliminiert  hieraus  x^,  x^,  x^,  xl,  so  kommt: 

xl'  =  a;^  +  (f  +  f')  ^-  1  +  (ar^  —  x^  —  l)c'+''  u.  s.  w. 
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§  2.      Symbol    einer    infinitesimalen    Transformation    und    Beihen- 
entwiokelang  der  endlichen  Glelohungen  einer  eingliedrigen  Gruppe. 

Wir  Terzichten  auf  die  ausführliche  Auseinandersetzung,   welche 
wir  früher  bei  Einführung  des  Symbols   der  infinitesimalen  Transfor- 
mation gaben  (§  2  des   3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.),   an  dieser  Stelle, 
einM"kSin  ^^^^^  ^^^  eiufach  auf  das  Frühere  verweisen.    Als  Symbol   Uf  der 
'^^^-      infinitesimalen  Transformation: 

(*  =  1,  2  .  ■  .  n) 

benutzen  wir  das  durch  dt  dividierte  Increment,  welches  eine  beliebige 
Function  {(x^,  x^-  "  Xn)  bei  ihr  erfahrt: 

Tt  ^1  ä^  "^  ^«  aar,  "I  ^  ^'*  dx^' 

Wir  setzen  also: 

In  unseren  in  §  1  betrachteten  drei  Beispielen  haben  wir  demnach 
die  infinitesimalen  Transformationen  untersucht: 
cf     X         df    ,  ,  df 

ferner: 

und  schliesslich: 

(^.  -  ^4)  U-^  +  (^2  -  ^J  ;^,  +  (^3  -  -^4 )  a^^  +  ii^  • 

Indem  wir  auf  die  früheren  Bemerkungen  in  den  Fällen  n=»2, 3 
zurückdeuten,  heben  wir  nur  hervor,  dass  Uf  als  der  Differential- 
quotient einer  beliebigen  Function  f{x^,  x^  -  -  -  Xn)  nach  ^  für  ^  =  0 
aufgefasst  werden  kann,  wo  x^,  x.^  ^  -  -  Xn  die  durch  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  gegebenen  Functionen  von  t  bedeuten: 
Xk  =  ^k{Xi^  aJj  •  •  •  Xn,  t) 

(4r=l,2...n), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x^^x^-  -  -  Xa  reducieren. 

Insbesondere  ergiebt  sich  auch,  da  Uxk  ^^  ^k  ist: 

Einfüiiruiig         Die  Thatsache,  dass  eine  Gruppe  durch  Einführung  neuer  Variabein 
beiu  in  die  Vermöge    zweier   cogredienter   Gleichungensysteme   wiederum    in   eine 
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Gruppe  übergeführt  wird,  haben  wir  in  den  Fällen  n  =  2, 3  geo- 
metrisch anschaulich  begründet.  Wir  wollen  hier  einen  analytischen 
Beweis  geben,  der  für  jedes  n  gilt.  Ist  irgend  eine  eingliedrige 
Gruppe  vorgelegt,  so  kann  dieselbe,  wie  wir  fanden,  auf  die  Form 

Äi(ic/  •  •  •  Xn)  =  Sli{x^  •  •  •  a;«)    (.•  =  !•  ••«-!), 

W{x;  ^ . .  Xn')  =  W{x, . . .  o;.)  +  ^ 
gebracht  werden.     Setzen  wir  nun 

Ik   =  *A  (Xi  •  •  •  rCn),       Ik    -=  Ok{x^  •  •  •  Xn),        (4  =  1,2  •  •  ■  ») 

so  erhalten  wir  o£fenbar  Gleichuugen  von  der  Form 

^^i{%l    '  '  '  in)  =  Ä/(Ei  •  •  •  E«),         (.•  -  1  • .  ■  «  -  1) 

welche  ihrerseits  eine  Gruppe  bilden.     Also  gilt  der 
Satz  3:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe 

^i    =  9^1  (^1?  ^  •  *  •  ^«;  0>       '  •  '      a;/  =  <Pn  (Xi,  ÜC^"  '  Xn,t) 

vertnöge  zweier  cogredienten  Gleichungensysteme: 

El  =  *i(a:i,  x^"  Xn),     •  •  •    £,  =  O^iXi^,  x^-^-Xn), 

die  neuen  Veränderlichen  Ji,  Ja  •  •  •  U  tmd  ?/,  h  • '  •  In  ein,  so  stellen 
die  hervorgehenden  Gleichungen: 

wiederum  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Genau   so   wie   in  dem  Fall   n  =  2    lässt  sich   femer   der  Satz  Einftthrung 

netter  Yarla- 
beweisen :  beln  in  das 

Symbol  Uf. 

Satz  4:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe 

Xl  =  ^>X(X^"'  Xny  t),      ...     Xn    =  ^n{Xx  ^  '  X^,  t) 

anstatt  x^^x^-  -  -Xn  und  x^,  ajg'  •  •  •  Xn  durch  zwei  cogrediente  Gleichungen- 
systeme neue  Veränderliche  h)  h  "  '  in  ^nd  j/,  Jg'  •  •  •  £,'  ein,  so  geht 
das  Symbol 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  direct  in  das  Symbol 
Mf  der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  er- 
gibt sich  also: 

WO  natürlich  Ui^,  t/j,  •  •  •  Uin  in  den  neuen  Veränderlichen  £,,?,•••£, 
zu  schreiben  sind. 
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Hieran  schliessen  sich  unmittelbar  die  Sätze  : 

Satz  5:    Durch  Einführung  neuer    Veränderlicher  kann  man  jede 
eingliedrige  Gruppe  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  verwandeln^ 
und: 

Satz  6:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  x^,  x^--  -  Xn  Jcann  durch  pas- 
sende Wahl  neuer  Veränderlicher  j^,  Ea  •  •  •  J»  in  die  Gruppe  mit  der 
infinitesimaien  TransformaMon 

d.h,  in  die  Gruppe: 

El  ™^  Ei>    Es  '^^  Ea^     * ' '    E«— i  ™^  E»— ii    E»  =^  E»  t"  ^ 

verwandelt  u>erden. 
^^deri.^.'"        ^^®   ^*^^  nötigen  neuen  Veränderlichen  Ei ;  E2 '  * '  E«  nennen  wir 
""^Iqj^  canonische   Veränderliche  und   die  neue  Form   der  Gruppe   ihre  cano- 

nische  Form. 

Was  nun  schliesslich  die  Beihenentwickelung  der  endlichen  Glei- 
diungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  üf  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  anbetriflft,  so  dürfen  wir  uns  auch  hierbei  ganz 
kurz  fassen^  da  die  Begründung  nur  in  nebensächlichen  Dingen  von 
der  für  die  Fälle  n  =  2,  3  gegebenen  abweicht  (§  3  des  3.  Kap.,  §  3 
des  11.  Kap.).     Wir  erhalten  das 

Theorem  26:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Reihen- 
entwicJcelungen  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  ge- 
schrieben werden: 


Xi  =  Xi  -f- 
X^  ^=  x^  -\- 


«»'=  Xn  + 


Ux,-\-:^  U{Ux,)  + 


ux,  +  ^^u(jjx,:)  + 


und  jede  Function  f  von  «,',  a^'  •  •  •  x»  kann  dementsprechend  so 
entwickelt  werden: 

fiPi,  Xi  ••• «,)  =  /■(«,,  a;,  •••Xn)+Y  Wix^,  a:,  •••«,)  + 

+  ^U{Ufi?>.,x,--'X,))  +  .-.. 
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Beiqßid:    Man  soll  durch  Reihenentwickelung  die  endlichen  Glei-  Beispiel. 
chungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

erzengten  eingliedrigen  Gruppe  berechnen.    Hier  ist: 
TJx^  ^x^  —  x^^                   t/a?4  ^  1 , 
U{Ux,)  =  x,-x^+l,     U{Ux^)  =  0, 
UiU{Ux,))  =  x,'-xr+ly 


demnach : 

<=  ^1  +  Y  (^1 "  ^*^  +  (^1  —  ^4  + 1)  (r~2  +  iT2~  T  "^ — )  ' 

analog  0^2'  und  x^'  und  überdies: 

Summati on  liefert: 

^/  '^^  ^4  +  ^  +  1  +  (^1  —  ^i  +  1)^- 
(Vgl.  3.  Beispiel  des  §  1.) 

§  3.    Die  Bahnoorven  und  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe. 
Lineare  partielle  Differentialgleiehnng. 

Einige  Worte   über    die   geometrische  Deutung   der    Transformationen 
und  der  eingliedrigen  Gruppen  in  n  Veränderlichen  mögen  hier  Platz  finden. 
Wir  setzen  dabei  voraus,   dass   dem  Leser  der  Begriff  eines  Raumes  van  ^Aum  vou 
n  Dimensionen  bekannt  sei.     Jedem  Wertesystem  x^y  x^'  - '  Xn   entspricht    sionen. 
ein  Punkt  dieses  Raumes  mit  den  Coordinaten  x^ ,  rr^  •  •  •  a?n  und  umgekehrt. 

Eine  Transformation  der  Veränderlichen  x^^x^-'-Xn  in  neae  x^^  x^ '•- Xn 
vennöge 

Xi   ^=^  9>i{Xi^X2  •  •  •  Xn)y     •  •  •     Xn   =^  9»(^lJ  ^  '  '  '  ^n) 

ist  alsdann  eine  Überführung  aller  Punkte  des  Raumes  in  neue  Lagen, 
also  eine  gfeometrische  Operation.  Insbesondere  bildet  eine  Schar  von  00^ 
Transformationen : 

eine  eingliedrige  Gruppe^  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  dieser  Operationen 

durch  eine  eiuzige  Operation  aus  der  Schar  ersetzt  werden  kann.     Die  in-  ^?®™°*^J" 

finüesimäle  Transformation  der  Gruppe:  *  Tinf.  Tr? 

erteilt  den  Coordinaten  der  Punkte  (xi,x^  -  -  -  rr«)  die  Incremente 

6x1  =  ^^dt,     6x2  =  ^2^t,     . .  .  tfaJn  =  Sn^^ 

d.  h.  sie  ordnet  jedetn  Punkte  (a:,,  X2  •  •  •'äJ«)  eine  gewisse  infinüesimale  Fort- 
schreitungsstrecke : 
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mit  den  Prqjectionen  iidt-'-^n^t  auf  die  n  Coordinatenaxefi  zu. 

Der  geometrische  Beweis  für  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Satz  3  über  die  EinfüJirung  neuer  Vanaheln  in  die  Gruppe  ist  ganz  analog 
den   früher    für   die  Fälle    n  »»  2,  3    gegebenen  Beweisen  (ygl.  §  1  des 

3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.):  Jede  Transformation  der  Gruppe  stellt  im 
Ranme  von  n  Dimensionen  eine  Lagenänderong  aller  Punkte  dar.  Die 
Transformationen  einer  Schar  bilden  eine  Gruppe,  wenn  die  Aufeinander- 
folge zweier  dieser  Lagenänderungen  wiederum  eine  Lagenänderung  liefert, 
die  durch  irgend  eine  Transformation  der  Schar  bewirkt  werden  kann.  Die 
Einführung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  kann  nnn  als  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  in  den  Raum  von  n  Dimensionen  anfgefasst 
werden,  die  jene  Lagenänderungen  durchaus  unberührt  lässt,  also  auch  die 
Gruppeneigenschaft  nicht  vernichtet. 

Führt  man  auf  einen  Punkt  {x^  •  •  •  x»^)  oder  kurz  (x^)  nach  einander 
alle  Transformationen  der  Gruppe  aus,  so  gelangt  er  dadurch  in  oo^  neue 
Lagen  (arj ,  a^g  •  •  •  a^n)  oder  {x\  die  sich  aus  den  Gleichungen : 

•=^1  =  9i(^/  •  •  •  ^/»^  0?     •  •  •     ^n  =  9«(^i^  •  •  •  ^n^  0 

Baimcnnre.  ergeben.  Diese  cx>^  Lagen  bilden  eine  Cuitc,  die  Bdkncurve  des  Punktes  (x^). 
So  gehört  zu  jedem  Punkte  (x^)  des   Raumes  eine  Bahncnrve.     Ins- 
besondere erkennt  man  leicht,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz  7:   Ist  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  p^  ein  Punkt  auf  der  Bdkn- 
curve von  Pq,  so  hat  p^  eben  diese  Curve  auch  zur  Bdkncurve.     Eine  ein- 
gliedrige  Gruppe  des  n-dimensionälen  Baumes  besitzt  also  c»*»^^  Bahncurven. 
Der  Beweis  ist  genau  so  wie  in  den  Fällen  n  ='  2 ,  3.    (§2   des 

4.  Kap.  und  §  2  des  12.  Kap.) 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gruppe  auf 
einen  Punkt  p  einer  Bahncurve  ausgefllhrt,  so  geht  er  in  einen  Punkt 
(i))Ta  auf  derselben  Bahncurve  über.  Dies  gilt  für  alle  Punkte  der  Bahn- 
curve und  fdr  alle  Transformationen  der  Gruppe,  daher: 

Satz  8:  Jede  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet  aUe  Trans- 
formationen der  Gruppe. 

Insbesondere  ist  auch  sofort  zu  beweisen: 

Satz  9:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichmgen  einer  eingliedrigen  Gruppe^ 
so  kennt  man  auch  ihre  Bahncurven, 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  die  Bahncurven  zu  bestimmen,  wenn 
nur  die  infinitesimale  Transformation 

der  Gruppe  gegeben  ist,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  ein  Punkt  {x^,  x^  "-  Xn) 
vermöge  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  einen  benachbarten 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  d.  h.  dass  x^^x^-  -  •  Xn  auf  der 
Bahncurve  um  Incremente  dx^,  dx^  •  •  •  dXn  zunehmen,  die  proportional 
li,|j  •••  $«  sind. 
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Satz  10:  Die  Bähncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  ordnen  ihren 
Punkten  gerade  die  Eichtungen  zu,  welche  ihnen  vermöge  der  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  zugehören. 

Die  Bähncurven  sind  also  die  oo**"~*  Integralcurven  des  simultanen 
Systems: 

dx^  dx^  ^^n 

ii(^i  •  •  '^n)     ii(a^i  '"^j  "^       'cr^i  •  •  •  iC  J 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  cx>**— ^  Charakteristiken  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

Allerdings  haben  wir  bisher  über  die  Interpretation  u/nd  Integraäon 
derartiger  simultaner  Systeme  und  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  noch  nicht  gesprochen.  Wir  werden  dies 
hier  kurz  nachholen,  indem  wir  die  analytische  Theorie  dieser  Gleichungen 
als  bekannt  voraussetzen. 

Ein  simultanes  System:  simultanes 

System. 
/^QN  _dx, dx, ^  ^  ^^n 

integrieren  heisst  bekanntlich,  etwa  x^  -  \-  Xn  als  Functionen  von  x^  be- 
stimmen, sodass  sie  identisch  für  alle  Werte  von  x^  die  Gleichungen  (10) 
befriedigen.  Diese  Functionen  enthalten  noch  n  —  1  willkürliche  Con- 
stanten. Deuten  wir  x^^  X2  •  - '  Xn  als  Punktcoordinaten  in  dinem  Baume 
von  n  Dimensionen,  so  handelt  es  sich  also  darum,  gewisse  Cnrven  in 
demselben  zu  finden ,  nämlich  die,  deren  Bichtuugscosinus  proportional 
Sil  I2  •  •  •  1«  Sinei-  Geometrisch  erhalten  wir  diese  Integralcurven ,  indem  integrai- 
wir  von  einem  Punkte  ausgehend  der  ihm  jeweils  durch  das  simultane  ^^^^' 
System  zugeordneten  Richtung  folgen.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner 
Lage  im  Räume  geht  also  eine  Integralcurve  und  es  giebt  im  ganzen 
QQn— 1  Integralcurven.  Bekanntlich  nennt  man  eine  Function  u(xi  •  •  •  Xn) 
ein  Integral  des  simultanen  Systems  (10),  wenn  jede  Mannigfaltigkeit  integral. 
u  =  Const.  von  Integralcurven  erzeugt  wird,  wenn  also  jede  Integialcurve, 
die  durch  einen  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit  hindurchgeht,  ganz  in  der- 
selben enthalten  ist.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  (a?!  •  •  •  Xn)  der  Mannigfaltigkeit  u  =  Const.  gehende  Integralcurve 
daselbst  eine  Tangentialrichtung  (||,  I2  *  ' '  In)  besitzt,  welche  die  Mannig- 
faltigkeit u  «s  Const.  berührt,  wenn  also  identisch 

ist.  n  —  1  von  einander  unabhängige  Integrale  u^  •  •  •  t*n--i  des  Systems 
(10)  genügen  zur  Bestimmung  aller  cx>*""*  Integralcurven,  die  durch  die 
Gleichungen 

Wi  =  Const,     U2  =  Const.,     u»_i  =  Const. 

gegeben  werden.     Die  Gleichung 
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Ä(wi  •  •  •  u„-.i)  «-  0 

stellt  die  allgemeinste  Mannigfaltigkeit  dar,  welche  von  Integralcarven 
erzeugt  wird.  Demnach  ist  Sl(u^  -  -  -  Un—i)  die  allgemeine  Form  eines 
Integrals  von  (lO),  sobald  Wj  •  •  •  w«— i  irgend  welche  n  —  1  von  einander 
unabhttngige  Integrale  bedeuten. 

^Diff  t'^'  Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(11)  i7^^|,g  +  |,^^  +  ...+j,^  =  0. 

Löiung.  Sie  besitzt,  wie  man  weiss,  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen 
U|,U2  •-*  Un—i  und  jede  Lösung*  f  derselben  ist  eine  Function  von 
t/j,  Wg  •  •  •  w„__i  allein.  Nach  dem  Obigen  ist  jede  Lösung  von  (ll)  ein 
Integral  von  (10),  und  umgekehrt.  Natürlich  giebt  die  obige  Betrachtung 
keinen  strengen  Beweis,  sie  soll  nur  diese  bekannte  Thatsache  geometrisch 
erläutern.  Die  oo**~~^  Integralcurven  des  simultanen  Systems  (10)  nennen 
wir  auch,  eine  Bezeichung  von  Monge  im  Fall  n  =^  3  auf  beliebiges  n 
^riJiäk*  v®J^*llfi^ömeinemd,  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (1 1).     Jede  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 

»(^11^2  •••^»)  =  0, 
welche  von  oo**~"*  Charakteristiken  erzeugt  wird,  nennen  wir  eine  Integral- 
mannigfaltigkeit des  Systems  (10).     Für  eine  solche  ist 

vermöge  ao  =  0. 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zurück   zur  Betrachtung  einer 
eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veränderlichen. 

inTariante  Die  Frage,  wann  eine  Function  Sl(Xiy  x^  '  "  Xn)  bei  allen  Trans- 

Gruppe,    formationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe 

^1  "=  9^1(^1  ^  •  •  •  ^»?  0;    •  •  •    ^»' "  9«(^i>  ^2  • '  •  ^n,  t) 
invariant  bleibt,  also  eine  sogenannte  Invariante  ist,  erledigt  sich  sofort. 
Soll 

Sl{xj;  '  "  Xn)  '^  Sl(x,  '  "  Xn) 

sein  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  so  folgt  aus  Theorem  26 
des  §  2,  dass  für  jedes  t: 

ß(^i  '•'^n)  +  Y  USl{x, . . .  xn)  -j-  j^  U{ÜSl)  +  . . .  =  Sl(x^ . .  .a;„) 

sein  muss,   woraus  als  notwendige,  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch 
hinreichende  Bedingung  folgt: 

USl{Xj^  ''Xn)  =  0. 

Theorem  27:    Die  Invarianten    einer  eingliedrigen   Gruppe 
Uf  sitid   die  Lösungen   der    linearen  partiellen  Differential- 
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gleichung  üf^^O.  Jede  Invariante  ist  also  darstellbar  als 
Function  von  irgend  welchen  n  —  1  von  einander  unabhängigen 
Invarianten. 

Geometrisch  gedeutet  stellt  die  Gleichung  Sl  «=  Const.  eine  Schar  von 
cx>^  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  dar.  Ist  Sl  eine  In- 
variante, so  bleiht  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  für  sich  bei  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe  Uf  invariant.  Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  wird 
erzengt  von  oo**~~^  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichimg  Uf^^  0,  d.  h.  von  oo"""*  Integralcai-yen  des  simultanen  Systems 
(lO)  oder  also  von  oo*»""*  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe   üf. 

Wir  sagen  wie  früher,  eine  Gleichung  Giefchun*^ 

gestatte  eine  Transformation,  welche  die  Wertsysteme  {x^"  -  Xn)  in 
die  Wertsysteme  {x(  •  •  •  Xn)  überführt,  wenn  die  Transformation  jedes 
Wertsystem  {Xx'  "  Xn),  för  das  Ä  =  0  ist,  in  ein  solches  (a:/«  •  •  Xn) 
transformiert,  für  welches  ebenfalls  52 (o:/  •  •  •  Xn)  »»  0  ist,  mit  anderen 
Worten:  Die  Gleichung  Sl(Xi '  -  -  Xn)  '^  0  ist  bei  der  betreflFenden 
Transformation  invariant,  wenn  die  Gleichung  diese  nach  sich  zieht: 

Fragen  wir  uns,  ob  und  welche  Gleichungen  Sl{xx  --  *  x»)  '^  0  es 
giebt,  welche  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  ge- 
statten. Da  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  nach 
Theorem  26  des  §  2 

Ä(a;/.  .  .  Xn')  -  Ä(^  .  .  .  Xn)  +    l     ÜSI{X,  '"Xn)  +  :^   U{ü £1)  +  •  •  • 

ist  und  dies  also  gleich  Null  sein  soll,  sobald  Sl(xx"  -  Xn)'=^0  ist,  und 
zwar  für  jedes  t,  so  ergiebt  sich  als  eine  notwendige  Bedingung,  dass 
USl(Xi  •  •  •  ir»)  «=  0  sein  muss  vermöge  Sl{x^  . . .  a;»)  =  0.  Auch  ist 
dies  Kriterium  hinreichend. 

Das  Verschwinden  von  UH  vermöge  >$2  *»  0  kann  nämlich  auf 
zweierlei  Weisen  eintreten.    Es  ist  ja 

Es  ist  zunächst  denkbar,  dass  1^,  £2 "  *  1»  sämtlich  verschwinden 
vermöge  ß  =»  0.  Alsdann  ist  jedes  Wertsystem  {x^^-'X^y  welches 
die  Gleichung  i2  »>  0  erfüllt,  für  sich  invariant;  gleichzeitig  bleibt 
auch  die  Gleichung  i2  <»  0  invariant  Oder  aber  l^ ,  £2  * ' '  £»  ^®^~ 
schwinden  nicht  sämtlich  vermöge  52  «» 0.  In  diesem  Falle  bleibt 
nicht  jedes  Wertsystem  (aJi*'*a?»),  welches  i2  —  0  macht,  für  sich 
invariant,  sondern  wird  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  im 
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allgemeinen  in  neue  Wertsysteme  {x^  •  •  •  a?»')  übergeführt.  Sind  nun 
Sl^'  * '  Hn  ein  System  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

80  kann  bekanntlich  die  Gleichung  Sl  ^=^0,  die  ja  USl  <»  0  macht,  die 
Form 

77(Äi . . .  Än-i)  =  0 

erhalten.  Sie  bleibt  daher  invariant  bei  jeder  endlichen  Transformation 
unserer  eingliedrigen  Gruppe,  die  ja  auf  die  Form 

ß.(a?i'  •  •  •  a;nO  ■=  •».(a^i  •  •  •  ^»); 

reducibel  ist. 

Wir  erkennen  hiermit,  dass  das  Verschwinden  des  Ausdrucks 
USl  vermöge  i2  »»  0  nicht  allein  ein  notwendiges,  sondern  zugleich 
ein  hinreichendes  Kriterium  für  die  Invarianz  einer  Gleichung  A  <»  0  ist. 

Theorem  28:    Es  giebt  zwei  Arten  von  Gleichungen 
Sl{xy^  •  •  •  a:«)  =  0, 

welche  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  Uf  in  den  n  Veränder- 
lichen x^"  •  Xn  invariant  bleiben.  Entweder  bleiben  alle  Wert- 
systeme {Xj^-  "  Xn),  welche  .ß  =  0  machen^  für  sich  invariant 
oder  nicht  In  beiden  Fällen  ergiebt  sich  als  Invarianzhrite- 
riunty  dass  USl  =  0  sein  muss  vermöge  Ä  =  0. 

Geometrisch  gedeutet  haben  diese  beiden  Möglichkeiten  folgenden 
Sinn:  .$2  =  0  stellt  eine  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  dar. 
Soll  dieselbe  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invariant  bleiben,  so  muss 
diese  jeden  Punkt  (a;,  •  •  •  Xn)  derselben  wieder  in  Punkte  derselben  über- 
führen. Da  aber  der  Punkt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  immer 
nur  in  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeht,  so  folgt,  dass  die  invariante 
Mannigfaltigkeit  Sl  «^  0  im  allgemeinen  von  Bahncurven  erzengt  sein 
muss.  Nur,  wenn  kein  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  eine  Bahncurve  hat, 
d.  h.  wenn  alle  Punkte  der  Mannigfeiltigkeit  für  sich  invariant  bleiben,  ist 
dem  nicht  so.  Es  ist  dies  der  Fall,  in  welchem  alle  Punkte  (xi*  -  -  Xn) 
von  ,$2  as  0  die  Coefficienten  li  *  •  -  In  einzeln  gleich  Null  machen. 

Es  ist  naturgemäss,  zu  sagen,  dass  die  Gleichung  i2  «=»  0  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  £//*  invariant  bleibt,  sobald  die  Änderung, 
welche  üf  ihrer  linken  Seite  erteilt,  USldt,  vermöge  der  Gleichung 
selbst  auch  Null  ist,  d.  h.  sobald  USl  vermöge  A  <=  0  verschwindet. 
Unser  Kriterium  kann  daher  auch  so  ausgesprochen  werden  : 

Satz  11:  Die  Gleichung  Sl(x^  -  ->  Xn)  =  0  gestattet  alle  Transformor 
tionen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
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Grtippe  in  den  n  Veränderlichen  x^--  -  Xn  dann  und  nur  dann,  wenn  sie 
die  infinitesimale  Transformation  Uf  der  Gruppe  gestattet 

Wir  sind  nunmehr  zu  Ende  mit  der  Aufzählung  und  dem  Be- 
weise der  wichtigeren  mit  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veränder- 
lichen verbundenen  Sätze  und  können  dazu  übergehen^  in  ähnlicher 
Weise;  wie  dies  in  der  2.  Abteilung  für  den  Fall  n  «»  2  geschah,  die 
Beziehungen  der  eingliedrigen  Gruppen  zu  Differentialgleichungen  her- 
zustellen. 

Vorher  aber  wollen  wir  noch  eine  Bemerkung  über  eine  gewisse 
Beziehung  zwischen  zwei  infinitesimalen  Transformationen  einschalten, 
die  wir  schon  früher  an  einer  Stelle  flüchtig  berührt  habeu. 

§  4.     Deatung  der  Besiehung:  (J7F)^0. 

Führt  man  zwei  Transformationen,  8  und  T,  nach  einander  aus,  ^^^^' 
so  ist  es  im  allgemeinen  nicht  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  e^iiher 
dies  geschieht;  ST  ist  im  allgemeinen  verschieden  von  TS.    Wenn  ^^^^^ 
man  z.  B.  in  der  Ebene  zuerst  eine  Rotation  und  dann  eine  Trans- 
lation ausführt,  so  ist  das  Ergebnis  ein  ganz  anderes,  als  wenn  man 
zuerst  die  Translation  und  darauf  die  Rotation  ausgeübt  hätte. 

Die  Aufeinanderfolge    zweier  infinitesimaler  Transformationen  ist  ^^^\ 
allerdings  gleichgültig,  da  wir  bei  diesen  nur  die  unendlich  kleinen  ■jJ5^®?^J°j;^ 
Grossen  niedrigster  Ordnung  berücksichtigen:  Die  Function  /'wird  von  ^J^^nen 
Uf  in  /"+  Ufdt  verwandelt,  diese  weiterhin  von  Vf  in: 

f+Ufdt  +  r(f+  Ufdt)8t 
oder  also  in  f-{-  Ufdt-\-  VfSty  denn  das  mit  StSt  behaftete  Glied 
ist  zu  unterdrücken.     Vertauschen  wir  Uf  und  Vf  mit  einander,  so 
ergiebt  sich  ebenderselbe  Wert. 

Dem  ist  nicht  stets  so,  wenn  zwei  endliche  Transformationen 
S  und  T  der  von  Uf  und  Vf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  nach 
einander  ausgeführt  werden.  Die  erste  Transformation  8  verwandelt 
eine  Function  f  allgemein  in: 

die  zweite  T  dagegen  in: 

/=/-+!  F/'+^F(F/')  +  --- 

(vgl.  Theorem  26  des  §  2).  Um  also  die  Function  f  zu  erhalten,  in 
welche  f  vermöge  der  Aufeinanderfolge  ST  übergeht,  haben  wir  T 
auf  f  auszuführen,  also  zu  bilden: 

Lie,  Differentialgleichnnffen.  2U 
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Aber  wegen  des  obigen  Wertes  yon  f  ist  hierin  zu  setzen: 

f=f+Lxjf^^^U{Uf)  +  -', 

V{Vf')  =  Vijf)  +  •  •  •, 

J 

sodass  sich  ergiebt: 

f  =  f^Luf^^^jj{TJf)  +  --- 

Hierin  haben  wir  nur  die  Glieder  geschrieben,  welche  in  t  und  x 
YOin  0.;  1.  und  2.  Grade  sind.  Lassen  wir  die  unbequemen  Klammem 
weg  und  ordnen  wir  die  Glieder  anders,  so  kommt  offenbar: 

r-:^  f+  \-  (tuf+  trn  +  ^{t'uuf+2ttruf+T'rvn  + 
+  ~-^{fiuuuf+dt^tVUUf'^-dtz^rvuf+r'rvrf)'i'''' 

und  die  Gesetzmässigkeit  leuchtet  ein. 

Wenn  wir  aber  nun  umgekehrt  auf  f  zunächst  T  ausführen ,  so 
geht  f  über  in  f^  Wird  dann  erst  S  ausgeübt,  so  ergiebt  sich  eine 
Function  /*,  die  offenbar  ganz  analog  wie  f  gebaut  ist,  nur  dass  ü 
und   V  und  ^  und  t  darin  zu  vertauschen  sind.     So  kommt: 

+  7-i-AT''vvrf+^tHurvf+Stt*uuvf+t'uuün+-. 

1    *    A    *    «5 

Wir  fragen  uns  nun,  wann  f  und  /  für  alle  Parameterwerte  t, 
T,  d.  h.  für  alle  Transformationen  iS,  T  der  beiden  Gruppen  üfy  Vf 
einander  gleich  sind,  wie  auch  die  Function  /'  gewählt  sein  mag. 
Zunächst  stimmen  die  erhaltenen  Werte  in  den  Gliedern  nuUter  und 
erster  Ordnung  in  t^  x  überein.  Die  Differenz  der  Glieder  zweiter 
OrdouDg  hat  den  Factor: 

VUf—  UVf. 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  der  Klammerausdruck  {VU),  den  wir 
in  §  3  des  10.  Kapitels  in  n  Veränderlichen  entwickelt  haben. 

Als  erste  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  5T=  TS  ist,  ergiebt 
sich  also: 

(E/F):_-:0. 
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WeDn  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt  ist^  so  ist  nun  auch  f'zE^f. 
Es  stimmen  dann  nämlich  die  Glieder  nullter,  erster  und  zweiter  Ord- 
nung in  t,  X  überein.     Die  Differenz  des  Gliedes  dritter  Ordnung  ist 

^■^(ruüf—uürf)  +  ^~f(rruf-urvfy 

Sie  ist  Null,  weil  wegen  {Ur)  =  0  überall  VU  durch  UV  ersetzt 
werden  kann.  Dasselbe  gilt  für  die  Differenzen  der  Glieder  höherer 
Ordnung. 

Satz  12:  Die  endlichen  Transformationen  S,  T  zweier  von  Uf  und 
Vf  erzeugter  eingliedriger  Gruppen  sind  dann  und  nur  dann  mit  ein- 
ander vertauschbar:  iST=  TSy  wenn  der  Klammerausdruck 

{UV)-:E^U{Vf)—  7{Uf)  =  0 
ist 

Wie  schon  bemerkt,  ist  die  Reihenfolge  zweier  infinitesimaler 
Transformationen  für  das  Ergebnis  stets  gleichgültig,  solange  man 
die  unendlich  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung  nicht  berücksichtigt. 
Wir  wollen  nun  insbesondere  aber  Uf  und  Vf  vertauschbar  i^^^ne^h^^^l^' 
wenn  jede  endliche  Transformation  der  von  Uf  erzeugten  Gruppe  mit  ^rf. 
jeder  der  von  Vf  erzeugten  in  der  Beihenfolge  vertauschbar  ist,  d.  h. 
wenn  die  Beziehung  {UV)^:£0  besteht. 

Wenn  Vf^  Uf  wäre,  so  würden  S,  T  endliche  Transformationen 
derselben  eingliedrigen  Gruppe  sein.  Da  {UU)e^O  ist  für  jedes  Uf 
so  folgt,  dass  zwei  Transformationen  ein  und  derselben  eingliedrigen 
Gruppe  stets  mit  einander  vertauschbar  sind.  Dies  Resultat  hätten  wir 
übrigens  auch  aus  Theorem  24  des  §  1  ohne  weiteres  entnehmen 
können. 

1.  Beispiel:  Sei  Beispiele. 


so  ist: 


Vf  eine  infinitesimale  Ähnlichkeits-  ^y'^^\ 

transformation     vom    Anfangspunkt  ^^!\^        \^ 

aus.     Es  ist  demnach  bei  der  Auf-  ^^'^^     \  \ 

einanderfolge  einer  Rotation  um  den  ^^^        __. \ — — J^'"^^', 

Anfangspunkt    und    einer    Ähnlich-    (^^"^"'^  1  1 

keitstransformation     vom     Anfangs-  ^^  **■ 

punkt   aus  die  Reihenfolge   beider  gleichgültig.     In  der   That  erhellt 
dies  auch  sofort  geometrisch.     (Fig.  28.) 

20* 


w^^-»|f  +  .!J, 

yf-  4'.+^% 

(£"0--!'|-^  +  -'i- 

-«  +  »11  =  0- 

1  infinitesimale  Rotation, 

rpjST(p/rs 

(A9)T 
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2.  Beispiel:  Wir  wollen  alle  eingliedrigen  Gruppen  in  zwei  Ver- 
änderlichen X,  y  aufsuchen^  die  mit  den  Translationen  längs  der  y-Axe 
vertauschbar  sind.    Hier  ist  das  bekannte 


während 

gesucht  wird.     Es  ist: 


^l  —  dy' 

CJJV\  =  ^  1^  J_  ^^  ^f 


dydx    "^  dy  dy 

Soll  dies  Null  sein  für  jedes  f^  so  müssen  $  und  fi  frei  von  y  sein: 
Mit  der  eingliedrigen  Gruppe  von  Translationen  -^  sind  also  alle 
eingliedrigen  Gruppen 

vertauschbar.     Zu   diesen  Gruppen  gehört  unter  anderen  die  Gruppe 

der  Translationen  a  k—  +  h  -J^    ^^^ch    einer    gewissen   Richtung   hin, 

ferner  die  Gruppe  der  affinen  Transformationen  x  J^ ,   die   der  pro- 

jectiven  Transformationen  von  der  Form  x-J-  '\'  x-J-  u.  a. 

Wir  erinnern  daran,  dass  die  Relation  (trF)^O  in  zwei  Ver- 
änderlichen schon  in  §  3  des  6.  Kapitels  (Satz  6)  aufgetreten  ist, 
und  bemerken,  dass  sie  in  analoger  Weise  in  »  Veränderlichen  im 
nächsten  Kapitel  wieder  vorkommen  wird.  Wir  werden  alsdann  Ge- 
legenheit nehmen,  den  Zusammenhang  mit  der  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  gefundenen  geometrischen  Deutung  der  Relation  in  einer 
Anmerkung  aufzudecken. 


Kapitel  15. 

Lineare  partielle  Differentialgleichungen  Af=0,  welche  eingliedrige 

Gruppen  gestatten. 

Von  jetzt  ab  entwickeln  wir  eine  ähnliche  Theorie,  wie  im  7.  und 
8.  Kapitel:  Wir  werden  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
betrachten,  welche  alle  Transformationen  gewisser  eingliedriger  Gruppen 
gestattet,  und  die  daraus  sich  entwickelnden  Theorien  gelegentlich 
auch  in  Zusammenhang  mit  den  sogen.  Jacobi'schen  Multiplicatoren 
der   Differentialgleichung  bringen,  —  alles  aber  unter  Voraussetzung 
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beliebig  vieler  Veränderlicher.  Doch  werden  wir  mehrere  Male  die 
Betrachtungen  für  den  Fall  dreier  Yariabeln  specialisiereU;  um  sie 
möglichst  anschaulich  zu  machen. 

§  1.     Lineare  partielle  Differentlalgleiohiingen,  welche  endliohe 
Transformationen  gestatten. 

Es  sei  vorgelegt  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

wo  «1,  «2  •  •  • "«  gegebene  Functionen  von  x^,  x^'-'Xn  bedeuten  und 
die  linke  Seite,  da  sie  die  Form  eines  Symbols  einer  infinitesimalen 
Transformation  hat,  auch  durch  das  Zeichen  einer  solchen  ausgedrückt 
werden  lann.    Wir  wollen  sie  Af  nennen,  sodass  die  Gleichung  lautet: 

4/-  =  a,  /^  +  a,  1^  +  .  . .  +  «,  ^  =  0, 
'  *  dx^    '     *  cx^    '  *      *  dx^ 

Wie  bekannt,  besitzt  sie  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen f^^^o^,  02  • '  •  ^n—i  und  jede  andere  ihrer  Lösungen  ist  eine 
Function  dieser.  Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Differential- 
gleichung Äf  =«  0  durch  Angabe  n  —  1  von  einander  unabhängiger 
Lösungen  derselben  völlig,  nämlich  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor, 
der  sich  fortheben  lässt,  bestimmt  wird.  Denn  es  ist  ja  jedes  -4cd4  =  0 
und  also  können  wir  aus  den  n  —  1  Gleichungen: 


••+«.|^  -0, 

den  Schluss  ziehen,  dass  sich  a^,  a^  •  •  •  a«  zu  einander  verhalten  wie 
die  (n  —  l)-reihigen  ünterdeterminanten  der  Matrix: 

d  x^       doc^  dx^ 


n-l 


dxi       dx^  dx^ 

Sie  sind  demnach  durch  (Oy^^  g^^'  ' '  ^n—i  bis  auf  einen  gemeinsamen 
Factor  völlig  bestimmt 

Die  betreffende  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af==0  hat 
daher  die  Form 
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dw, 

dflOt                     dcDi 

'öx^ 

dx^                dx^ 

da,. 

Sflöj                              309j 

dx. 

dx^                dx^ 

^®«  — 

1  acön-l            ^'»n-1 

dx. 

aa:,     '         aa;„ 

CXi 

df      _    df 

dXf                dx^ 

Eiuführuug 
neuer  Ver- 
ftnaerlicher^/*, 


in  J/=0. 


Wir    wollen    auf   unsere    lineare    partielle    Differentialgleichung 
«  0  eine  Transformation  ausführen,  indem  wir  neue  Veränderliche 


x^ 


i,  ^2     ■  ■  ^n    vermöge  der  n  Gleichungen: 

Xk    =  9*(^l?  X^'"Xn)  (*  =  1,  2  .  .  .  //) 

einführen.     Dadurch  geht  Af  über  in: 


^f^- 


^^1    ^   +    ^^2 


Cf 


.   +   •••   +   AXn 


cf 
dxj 


(vgl.  §  2   des  14.  Kap.).     Die   neue   Differentialgleichung  lautet  also: 

Äfi 


^  dxi     '  ^  ^Ä-j     ' 


+  ^a.,'^  =  0, 


worin  natürlich  -4a:i'=  -^^j^,  •  •  jIj?«'  =  -49),  durch  ar/,  a:/  •  •  •  a:„'  aus- 
zudrücken sind.  Für  jede  Function  /'  besteht  demnach  vermöge  der 
n  Gleichungen  Xt  =  ^k  die  Relation 

identisch.  Insbesondere  ist  also,  wenn  co  eine  Lösung  von  Äf=^0 
ist,  mit  Äa^O  auch  Äa  ^  0,  sobald  co  in  den  neuen  Veränder- 
lichen X   geschrieben  wird.     Daher: 

Satz  1:  Führt  man  in  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=^0  in  den  Veränderlichen  x^"  *  Xn  nette  Veränderliche  x/-  •  •  x^  ein, 
so  geht  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  Af  =  0  durch  Einführung 
der  neuen  Variabein  in  eine  Lösung  der  neuen  Differentialgleichung  über. 
Erhalten  dabei  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  cDj(a;)-"a)„_i(a:) 
von  Af^^  0  die  Formen  ^i(x')  •  •  •  än^i{x),  so  erhält  Af=  0  in  den 
X  die  Form 

'        -^  —  dxi  dXf  dx 1  dx^ 


0. 


»'n-l 


Wenn  nun  insbesondere  die  transformierte  Differentialgleichung 
Äf=^0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  q  wieder  die  ursprüng- 
liche Form  hat,  wenn  also 
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ist,  80  hat  A'f  =  0  offenbar  die  n  —  1  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  ©^(a;')  •  •  •  (On^i(x),  die  aus  a>i(a?)  •  •  •  cjn-x(x)  einfach  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  überall  x'  statt  x  schreibt.  Da  nun  auch 
^i(x')  '  - '  c5n—i{x')  n  — 1  von  einander  unabhängige  Lösungen  von 
Äf=^0  sind,  so  müssen  diese  Functionen  von  jenen  sein,  d.h.  es 
besteben  n  —  1  Identitäten  von  der  Form: 

5,(j?i'  •  • .  Xn)  =  Sli (a>i(a;')  •  •  •  e)„-.i(a;')) 

(.  =  1,2. ..«-!) 

oder  also,  es  bestehen  vermöge  der  Transformation  Xk  =  fpk{?o)  gewisse 
n  —  1  Relationen  von  der  Form 

(Oi{x^  •  •  •  ^«)  =  ß»(oi(^')  •  •  •  G},._i(:r')) 

(t  =  1,  2  .  .  .  n  -  1) 

oder,  nach  den  Gi{x)  aufgelöst: 

(1)  G}.(a?i'  •  •  •  Xn)  =  FiC»!  (X)'"  (On-i  (x)) 

(i  =  l,2..-n-l). 

Jede  Lösung  €o{x)  von  Af=^0  wird  dann  durch  die  Transformation 
Xk  "=  (fhix)  wieder  in  eine  Lösung  von  Af^^O  übergeführt,  nur  ist 
überall  x'  statt  x  geschrieben. 

Wenn  andererseits  n  —  1  solche  Relationen  (1)  bestehen,  so  hat 
A'f  =  0  die  Lösungen  (o^ (x)  •  •  •  a>n—i (^')>  ^-  ^'  -^T  ^^^^  ^^^  ^^f  einen 
unwesentlichen  Factor  q  die  Form  von  Af  =  0  haben,  nur  dass  überall 
x'  statt  X  geschrieben  ist 

Wir  können  also  sagen: 

Satz  2:  Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  betvahrt 
dann  und  nur  dann  bei  Einführung  neuer  Variahein  ihre  Form  bis  auf 
einen  unwesentlichen  Factor,  wenn  diese  Transformation  jede  Lösung  von 
Af^^O  wieder  in  eine  Lösung  von  -4/^=0  überführt. 

Hiernach  ist  es   gerechtfertigt,  zu  sagen:    die  Differentialgleicliungly^^^^^ 
Af=0  gestattet   eine  vorgelegte  Transformation ,  sobald   diese   Trans-    ^^i7gt. 
formation  ihre  Lösungen  unter  einander  vertauscht. 

Geometrisch  gedeutet  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  die  Transfor- 
mation Xk  =  9jt('3!'i  •  •  •  Xn)  im  Räume  (x^  -  •  -  Xn)  die  Punkte  einer  jeden 
Charakteristik  co^  ===  Const.,  •  •  •  (On—i  *=  Const.  von  Äf=0  wieder  in  die 
Punkte  einer  ihrer  Charakteristiken  ttberftthi-t,  kürzer  gesagt,  die  Charak- 
teristiken unter  einander  vertauscht. 


Beispiel:    Sei  Beiipici 

Führen  wir  die  neuen  Yeränderlicheu 


Af^x   ^-^  +  X   ^^-  -  ^■'  +  '^''  1/-  =  0 
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ein.  so  kommt: 

oder: 

'  ^  cxi     *      ^  dx^  x^  dx^ 

Also  bewahrt  Af  bei  Einführung  der  neuen.  Veränderlichen  seine 
Form.  (Insbesondere  ist  hier  q  =  1.)  Daher  führt  unsere  Trans- 
formation jede  Lösung  in  eine  ebensolche  über.  Dies  lässt  sich  veri- 
ficieren:  -4./'=0  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

dx^        dx^  x^  dx^ 


Xi  Xj  iCj    -|-  .r, 

und  dies  giebt  integriert  zunächst: 

'  =  Const. 
Ausserdem  ist: 

Integriert: 

^i^  +  ^3^  +  ^8*  =  Const. 

Deuten  wir  x^f  x^j  x^  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten^  so  stellt: 

-'-  =  Const. 

X, 

die  Ebenen  durch  die  x^-Axey 

^1   +  ^2^  +  ^3*  *=  Const. 

die  Kugeln  um  den  Anfangspunkt  dar.     Ihre  cx>^  Schnittkreise   sind 
die  Charakteristiken  von  Af=0.    Die    angewandte   Transformation: 

Xi  —       a?2)     x^  —  Xu     x^  —  x^ 

aber  ist  eine  Rotation  um  die  0:3- Axe  mit  der  Amplitude  -^.    Offenbar 

vertauscht  sie  die  Charakteristiken  unter   einander.    Die  allgemeinste 
Lösung  der  Differentialgleichung  Af^^O  lautet: 

Offenbar  wird  sie  von  der  Transformation  wieder  in  eine  Lösung 
verwandelt. 
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§  2.     Kriterium  dafür,  dass  Af'^  0  eine    eingliedrige  Gruppe    Uf 

gestattet. 

Es  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Af^O 
vorgelegt  und  es  sei  Uf  die  infinitesimale  TraDsformation   einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  x^^x^-  -  -  Xn.     Die  endlichen  Gleichungen   dieser 
Gruppe  lauten  (nach  Theorem  26,  §  2  des  14.  Kap.): 

(2)    ^  .x,'  =  x,  +  J-Ux,  +  ^UUx,  +  -" 

(*  =  l,2...»i). 

Wir  werfen  die  Frage  auf,  tvann  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Af  =  0  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
gestattet. 

Es  mögen  o^ ,  co^  -  *  *  g>a— i  ^  —  1  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen der  Gleichung  Af=  0  sein.  Nach  den  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen  gestattet  Af^^O  die  allgemeine  Transformation 

(2)  der  Gruppe  Uf  dann  und  nur  dann,  wenn  jedes  o,-,  geschrieben 
in  den  neuen  Veränderlichen  a;/  •  •  •  Xn,  die  Form  hat: 

(Oi(Xi    '  •  •  Xn)  =    Wi{<Oi(Xj^  •  •  •  Xn),    '  '  '  (»a-l(a?i  '  '  '  Xn)) 
(.  =  1,  2  .  •  ■  n  -  1). 

Es  lässt  sich  aber  die  linke  Seite  nach  Theorem  26  entwickeln  nach  t, 
sodass  kommt: 

(Oi{Xj^  '"Xn)+Y  ^®'(^i  •  •  •  ^»)  H =  Wi(<Oi(x)  •  •  •  a>«_i(a;)). 

Da  eine  solche  Relation  identisch  bestehen  soll  für  jedes  t,  so  folgt 
zunächst  als  notwendige  Bedingung,  dass  die  U&i  die  Form  haben: 

(3)  UiDi  =  ß,(cDi  •  •  •  ©„-i) 

(<=l,2...n-l). 

Dies  Kriterium  ist  aber  auch  hinreichend^  denn  nun  ist  auch 

** — ^  P  o  ** — ^  P  o 

1  •'  1  ^ 

d.  h.  ebenfalls  eine  Function  von  ©i  •  •  •  ©„— i  allein,  u.  s.  w. 

Satz  3:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  gestattet 
alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  dann  und  nur  dann, 
wenn  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  (Oj^-"  a)«-.i  der  Differen- 
tialgleichungen Belationen  erfüllen  von  der  Form: 

Ucoi^Sli{oj^  •  • .  a>„--i) 

(i==l,2...»-l). 
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Wie  im  Falle  zweier  Veränderlicher  (§  2  des  6.  Kap.)  liegt  offenbar 
auch  hier  in  n  Veränderlichen  die  Redeweise  nahe:  Die  Differential- 
gleichung Af=  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  sobald 
U<Oi  ••'  Ijcon-i  sämtlich  wieder  Lösungen,  also  Functionen  von  ©i  •••  ©«— i 
sind.     Daher  können  wir  Satz  3  auch  so  aussprechen: 

Satz  4:  Die  Differentialgleichung  ^/*=0  gestattet  die  eingliedrige 
Gruppe  Uf,  sobald  sie  ihre  infinitesimale  Transformation  Uf  selbst  mlässt. 

Beispiele.  1.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

^/•=JZ  +  A''  +  //  =  o 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe: 

denn  Af  besitzt  das  Lösungensystem: 

uud  es  ist: 

Auch  geometrisch  ist  dies  einzusehen,  denn  die  Charakteristiken  von 
Af=  0  sind,  wenn  x^^  x^^  x^  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bedeuten, 
alle  Geraden 

Xy  —  x^  =  Const.,    ^1  —  ^3  =  Const,, 

d.  h.  alle  Geraden  parallel  der  Geraden 

^1  ^  ^2  ''^  '^^' 

Die  von  den  Charakteristiken  erzeugten  Flächen  sind  also  Cylinder- 
flächen.  Offenbar  werden  dieselben  von  jeder  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf,  nämlich  von  den  Ähnlichkeitstransformationen 
vom  Anfangspunkt  aus,  in  ebensolche  übergeführt. 

2,  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Ar  ^f  ^f  n 

Af^i  Xo^  —  x.  .     —  0 
gestattet  dieselbe  eingliedrige  Gruppe: 

^/'»=0  besitzt  nämlich  die  Lösungen: 

<^i  =  ^i^  +  ^2^      «2  =  ^3 
und  es  kommt: 

UcDj^  ^  2x^^  +  2x2^  ^  2©,,     J7oj  ^:  iCg  ^  ©2 . 

Interpretiert   man   die  Differentialgleichung    Af=^0   geometrisch,   so 

iindet  mau,   dass  ihre  Charakteristiken  die  Kreise   sind,  deren  Mittel- 
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punkte  auf  der  arj-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu  dieser  Axe  senk- 
recht sind.    Jede  ähnliche  Vergrösserung  Yom  Anfangspunkt  aus  führt 
jeden  derartigen  Kreis  in  einen  ebensolchen  über. 
3,  Beispiel:     Sei 

Af^x,  1^-  +  a^  |/-  +  ^  +  1^  =  0 
'  '  cx^    '      *  dx^    '    dx^    '    ox^ 

die  Diflferentialgleichung.  Sie  gestattet  alle  Transformationen  der  Gruppe: 

Tr/._        df     ,  df 

^' —  ^lä^'^^^ä^' 

denn  das  zu  Af  =  0  gehörige  simultane  System : 

dx^        dx^        dx^        dx^ 
Xi  X,  1  1 

liefert  die  Lösungen: 

und  es  ist: 

f7(ö|  ^  0,     Um^  ^  0,     U(o^  ^  1. 

Der  Satz  3  kann  praktisch  nur  dann  angewendet  werden,  wenn  Kriterium 
ein   System  Lösungen   von  Af=0   schon  bekannt  ist.     Es  ist  nun^/='odie 
leicht,  ein  Kriterium  von  solcher  Form  zu  gehen,  dass  es  anwendbar  ist,  gestattet. 
auch  wenn  man  keine  Losung  der  vorgelegten  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung kennt     Wir  erinnern  an  das  analoge  Verfahren  im  Falle 
M  =  2  (§  2  des   6.  Kap.).     Wir  bilden  wie  damals  den  Klammeraus- 
druck (UA).     Derselbe  hat,  da 

1  *  1  * 

ist,  die  Form  (vgl.  §  3  des  10.  Kap.) : 

(UA)  EE  U{Af)  -  A(üf)  E^  Jj  (Ua,  ~  ^|.)  ^  • 

1  * 

Gesetzt  nun,  Af^^O  gestatte  die  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  es 
seien  cj^  -  -  -  (On—i  ein  System  von  (n  —  1)  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  von  Af=0.  Nach  Satz  3  ist  dann  jedes  Uaju  wieder  eine 
Lösung,  also  A(U(Di)^0.  Wenn  wir  in  unsere  vorstehende  Formel 
f^(Oi  setzen,  so  kommt  daher,  indem  auch  Acoi^O  ist: 

1  * 

(1  =  1,2...  wl), 

d.  h.  (Dl  •"  (On—i  sind  auch  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  f 
der  linearen  partiellen  Diifferentialgleichung: 
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die  sich  kürzer  auch  so  schreibt: 

{Vf,Af)^0. 
Nach  einer  zu  Anfang  des  §  1  gemachten  Bemerkung  kann  sich  mithin 
{UA)  nur  um  einen  Factor  von  Af  unterscheiden,  es  ist  daher  für 
jedes  f\ 

(4)  iUÄ)  =  Q{x,>^-Xn)Af. 

Wenn  nun  umgekehrt  zwischen  Uf  und  Af  eine  solche  Beziehung 
(4)  für  jedes  f  identisch  besteht,  so  gestattet  auch  Af^^O  die  in- 
finitesimale Transformation  Uf.  Denn  dann  giebt  (4),  ausführlich 
geschrieben: 

UiAf)-A(üf)  =  QAf, 

für  f^  (Oij  da  AiQi  ^  0  ist: 

^(J7a>,)  =  0, 

d.  h.  Ucni  ist  mit  o,-  eine  Lösung  von  Af  =  0. 

Theorem  29:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
üf  dann  und  nur  dann,  wenn  eine  Relation  von  der  Form: 

ü{Af)  -  A{Uf)  =  9(^1  •  •  •  ^n)Af 
oder,  kürzer  geschrieben,  von  der  Form: 

(UA)  =  q{Xj^  •  •  'Xn)Af 

identisch  besteht  für  alle  Werte  von  f. 

Verificieren  wir  dies  bei  unseren  drei  obigen  Beispielen. 
Büispieie  X  Beispiel: 

Ar ^f    i    ^f    i    ^f       c\ 

^^  =  ä^  +  ä^  +  a^  =  ^' 

jjf^xJ-^  +  x,lf-  +  x,^> 

liier  ist,  wie  die  Ausrechnung  sofort  zeigt: 

ilJÄ)  =  -Af, 
also  p  ^  —  1. 

2.  Beispiel: 

Af'EH  x^  ~-  —  x.-^  =  0, 


Es  kommt  hier: 


^^=  ^i  dx,  +  ^^  äi;  +  ^3  ^ 
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also  p  ^  0. 
3.  Bei^iel: 

Augenscheinlich  kommt  hier  ebenfalls: 

{UÄ)  =  0. 

In    den    beiden   letzten  Beispielen  ist  {1}A)^0,     Daraus  folgt,  ^^^J^^^^ 
dass  in  diesen  Beispielen  auch  umgekehrt  die  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung   TJf  =  0   die   eingliedrige   Gruppe   Af  gestattet.     (Man 
vergleiche  §  3^  6.  Kapitel.)    Prüfen  wir  dies: 

^.  Beispiel:     Hier  lautet  die  neue  Differentialgleichung: 

^f^-S  +  '^^ü  +  ^S-^ 

und  die  infinitesimale  Transformation: 
Uf=iO  hat  die  Lösungen : 

X^  «C| 

(Ol  z=  — ,       COq  =  — 

und  es  ist: 

A  1  09, 

d.  h.    Uf=^0   gestattet    in  der  That  Af.     Geometrisch    gedeutet  im 
Räume  (x^j  x^j  x^)  hat  U/*«=0  die  Geraden  durch  den  Anfangspunkt 
zu  Charakteristiken.    Af  ist  eine  infinitesimale  Rotation  um  die  0:3- Axe. 
Sie  führt  natürlich  jede  dieser  Geraden  in  eine  ebensolche  über. 
3.  Beispiel:    Die  neue  Differentialgleichung 

hat  in  x^,  x^y  x^^  x^  die  drei  Lösungen: 
Sie  soll 


a?!  

(Dl  =  —  ,       ©2  =  0:3  ,      ©3  =  3:4  . 
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gestatten.     In  der  That  ist  hier: 

Am^^^O,     Aa^^l,    Ao^^l. 

Der  soeben  an  zwei  Beispielen  betrachtete  Specialfall  ( UA)  ^  0 
kann,  wenn  der  Symmetrie  halber  statt  Af  das  Zeichen  Vf  benutzt 
wird,  so  in  einem  Satze  ausgesprochen  werden: 

Satz  5:  Ist  der  Klammerausdruck  {UV)  identisck  NuU,  so  ge- 
stattet die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Uf=0  die  eingliedrige 
Gruppe  Vf  ebensowohl ,  als  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
F/*  =  0  die  eingliedrige  Gruppe  XJf, 


Geom.Deu-  Die  Relation  (Z7F)^0  bedeutet,  wie  wir  wissen  (Satz  12,  §  4  des 

^tung  von  j^    Kap.),   dass  jede   endliche  Transformation  S  der  eingliedrigen  Gruppe 

TJf  mit  jeder  endlichen   Transformation   T  der  eingliedrigen   Gruppe    Yf 

yertauschbar  ist.     Die  Charakteristiken  von  Uf=iQ  sind   die  Bahncurren 

der  Gruppe    üf^    die   Charakteristiken    von   Vf^^O    die   Bahncurven    der 

Gruppe  Yf.  Betrachten  wir  nun  eine  der  ersteren 
Charakteristiken  \  (Fig.  29).  Es  sei  p  ein 
Punkt  derselben.  Führen  wir  auf  ihn  eine 
Transformation  S  der  Gruppe  TJf  aus,  so  geht 
er  in  einen  anderen  Punkt  {p^  =  ifi)^  ^^^  \ 
über.  Wird  alsdann  eine  Transfonnation  T  der 
Gruppe  Yf  ausgeführt,  so  geht  p^  in  einen 
Punkt  (p/)  =  {p^  T  der  durch  p^  gehenden 
Charakteristik  Tc^  von  Yf=^'0  über.  Wechseln 
wir  die  Reihenfolge  ST  in  TS^  so  wird  p  zu- 
nächst in  einen  Punkt  (p')  =  {p)  T  der  durch  p 
gehenden  Charakteristik  h^  von  Uf=  0  und 
dann  vermöge  Ä,  weil  ST  =  TS  ist,  notwendig 
nach  Pi  gelangen.  Es  muss  also  jp/  auch  auf  der  durch  p  gehenden 
Charakteristik  fe/  von   7/"  =  0  liegen. 

Hiemach  ist  klar,  dass  jede  endliche  Transformation  T  der  Gruppe  Vf 
die  ganze  Charakteristik  \  in  die  Charakteristik  h^  von  Uf  =  0  über- 
führt, d.  h.  dass   Uf  ==  0  die  Gruppe   Vf  gestattet  und  umgekehrt. 

Damit  haben  wir  eine  anschauliche  Begründung  unseres  Satzes  5  ge- 
funden. 


Fig.  29. 


§  3.    Af=0  gestatte  mehrere  infinitesimale  Transformationen. 

Jetzt  nehmen   wir  an^   die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestatte  zwei  infinitesimale  Transformationen   Uf  und  Vf, 

Nach  Theorem  29  des  vorigen  Paragraphen  ist  dann  etwa: 
iUÄ)~QÄf,    {VÄ)  =  6Af. 
Hieraus  können  wir  nun  einen  merkwürdigen  Schluss  ziehen.    Wir  haben 
in  §  4  des  10.  Kapitels  die  sogenannte  Jacobi'sche   Identität  kennen 
gelernt;  und  diese  wollen  wir  jetzt  anwenden.    Danach  ist  nämlich: 
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iiür)A)  +  ((VA)  U)  +  iiAÜ)V)  =  0, 

also  nach  Obigem: 

((ür)A)  +  (CA,  U)  +  (-  qA,  V)  =  0. 

Es  ist  aber,^da  tf  und  p  von  f  frei  sind: 

(tf  ^,  J7)  -  -      a(A  U)-Ua-  Af, 

{-QA,V)^.-Q{AV)+VQ.Af 
oder  also: 

{<sA,  V)  r-  ~OQAf—Ug-  Af, 

sodass  die  Identität  entsteht: 

{iUV)A)  --  Ue  ■  Af—  Vq  ■  Af 

l~{Jj0-Vq)Af 
Hieriu  ist  IJe  —  Vq  eine  Function  r  von  x^'  -  -  x^,  sodass  kommt: 

({ÜV)A)=xAf 
(UV)  ist  ebenso   wie   Uf  und   Vf  eine  infinitesimale  Transformation.  Klammer- 

Ausdruck 

Unsere  Relation  sagt  also  nach  Theorem  29  aus,  dass  die  DiflFerential-  ^j^eier  inf. 
gleichung  Äf^^O  auch  die  infinitesimale  Transformation  (UV)  gestattet.    vi/  =  o. 

Theorem  30:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Äf^=^0  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
Uf  und  Vf,  so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transfor- 
mation (UV). 

Wir  haben   also  ein  Mittel,  um  aus  zwei   infinitesimalen  Trans-  ^,^j!i*?^f 

'  neuer  inf. 

formationen  Uf,  Vf  der  Gleichung  Af=0  eine  neue  (UV)  derselben  J^oTuh 
ohne  Schwierigkeit  abzuleiten.  Es  darf  nicht  überraschen,  dass  dies  "kannten" 
überhaupt  möglich  ist,  denn  kennt  man  z.  B.  zwei  endliche  Trans- 
formationen S,  T,  welche  -4/^=0  gestattet,  so  lässt  diese  Gleichung 
auch  ihre  Aufeinanderfolge  ST,  ferner  ST^,  TS,  T~^iST u.a.m.  zu,  also 
eine  ganze  Anzahl  neuer  Transformationen.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation Uf,  Vf  definiert  aber  cx>^  endliche  Transformationen.  Aus 
diesen  endlichen  lassen  sich  neue  zusammensetzen,  die  nicht  notwendig 
von  Uf  oder  Vf  erzeugt  werden,  unter  anderen  nach  unserem  Theorem 
auch  alle,  die  der  eingliedrigen  Gruppe  (UV)  angehören. 

Doch  liefert  das  in  Theorem  30  gegebene  Verfahren  nicht  not- 
wendig stets  wirklich  neue  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung 
Af=0.  Man  bedenke  nämlich,  dass  nach  Theorem  29  des  §  2  die 
Gleichung  Äf=0  mit  Uf,  7/*  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form 

aUf+hVf+XAf 
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gestattet,  wenn  a,  6  Constanten,  A  eine  beliebige  Function  von  x^-'-Xn 
bedeuten;   denn  es  ist 

(aUf+bVf+  XAf,  Af)  =  {aq  +  6<y  -  Ak)Af 
und  aQ  -^-hö  —  Ak  eine  Function  von  x^-  ^ '  Xn.     Wenn  wir  also  den 
Klaminerausdruck  {UV)  bilden  und  finden,  dass  er  die  Form 

aüf+hVf+  XAf  (a,  b  =  Const.) 

hat,  so  werden  wir  die  infinitesimale  Transformation  (JJV)  gar  nicht 
als  eine  neue  betrachten. 

Wenn  nun  aber  {JJV)  nicht  diese  Form  hat,  so  benutzen  wir 
{TJV)  als  neue  infinitesimale  Transformation  TT/*  der  Gleichung -4./*=  0 
und  können  nach  Theorem  30  durch  Bildung  der  Klammerausdrücke 
{ÜW)y  {VW)  eventuell  zu  neuen  infinitesimalen  Transformationen 
gelangen,  welche  nicht  die  Form 

aUf+lVf+  cWf+  kAf  {a,6,c  =  Con.t.) 

haben,  a.  s.  w. 

Beiipiei.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Af=  ^JL^^^=Q 
'        dx^  ^^  dx^    "^  dx^ 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

^f-    ^'*  ^  +  (^*  —  *»  +  ^»)  U,   +  (^l'^«  +  '^l'h—  «2«j)  ä^  7 

denn  es  ist,  wie  die  Ausrechnung  lehrt: 

{TJA)  =  -Af,    {VÄ)  =  —  2x^Af. 
Wir  bilden  nun 

Wf^{ÜV)  =  x^^t  +  x^lf-^  +  {x,x,  +  x,x,-x,x,)lf-^- 

Diese  infinitesimale  Transformation  ist  neu.     Dass  Af^^O  dieselbe, 
wie  es  sein  muss,  gestattet,  ergiebt  sich  aus: 

{WÄ)^--2x,Af. 

Wir  "können  nun  {UW)  und  {VW)  bilden.    {UW)  giebt  nichts  neues, 
denn  es  ist: 

{UW)=  Wf, 

Aber  es  kommt,  da  offenbar 


rf=wf-\-ix,~x,)§l 


und  {WW)^0  ist: 
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xf^{yw)^{{x,-x,)l^^,wf) 

Aach  diese  infinitesimale  Transformation  Xf  lässt  Af  =  0  invariant, 
denn  es  ist: 

u.  s.  w.  Es  wird  zweckmässig  sein;  statt  der  beiden  umständlichen 
Transformationen  Vf  und  Wf  die  einfache  Wf  —  Vf  und  Wf  zu  be- 
nutzen. Unsere  Gleichung  gestattet  also  die  folgenden  infinitesimalen 
Transformationen : 

U,f{=Wf--Vf)={x,-x,)^, 

UJ{=  Xf)  =  (xi  —  x^)  (x,  -  ^s)  |£  -  (^1  —  ^3)  (P^2  —  ^3)  -^ 


u.  s.  w. 

Man  kann  also  mit  Hülfe  des  Theorems  30  aus  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gleichung  Af  »■  0  unter  Umständen 
weitere  ableiten.    Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  so  r  infinitesimale '•^^'-Ttf. 

'  von  Af  =  0. 

Transformationen 

ü^f,      U,f,     •••      Urf 
gefunden,  sodass 

(U,A)r.iLl,Äf,    {U,A)  =  X,Af;    ■••     (lJrA)~krAf 
ist. 

Zwischen    diesen    infinitesimalen    Transformationen    werden    nun 
möglicherweise  Relationen  bestehen.    Zunächst  nehmen  wir  als  selbst- 
verständlich  an,    dass   keine    der   Transformationen    selbst   die   Form 
QÄf  hat,   denn  dann  wäre  sie  eine  triviale  Transformation  der  G^fe*-^Trf*To!r' 
chung  Af^^O,   da  diese  jede  infinitesimale  Transformation  gAf  ge-    ^/=« 
stattet.     Es  wird  danach  zwischen  Af  und   Uif  keine  Relation 

lAf+(iUJ=^0 

bestehen,  in  der  A,  ft  Functionen  der  x^'  -  •  x^  bedeuten.  Unter  den 
infinitesimalen  Transformationen  U^f  •  •  •  Urf  wird  vielleicht  keine, 
eventuell  aber  auch  wenigstens  eine,  sagen  wir  U^f,  existieren,  die 
Jceine  Relation 

XAf+^,UJ+fi,UJ=0 

Lie,  Differentialgleichungen.  O^ 
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Urf  vielleicht  auch  eine,    U^fy  vor- 


erfallt.     Alsdann  ist  unter  U^f 
banden,  die  keine  Relation 

erfüllt,  u.  8.  w.,  kurz  wir  werden  annehmen  dürfen:  Unter  U^f "  '  Urf 
seien  q  infinitesimale  Transformationen  U^f  •  •  •  U^f  vorhanden,  welche 
Tceme  Relation  von  der  Form 

in  der  A^,  fi^  •  •  •  fi^  Functionen  der  x^-  "  Xn  oder  Constanten  bedeuten, 
erfüllen.  Dagegen  drücke  sich  jede  der  übrigen  Uo^if*--  Urf  durch 
Äf  und   Ulf'  •  •  Uqf  aus: 

(5)  U^f=u,,,  UJ+  Ui^,U,f+  . . 


+  W,-^  Uaf  +  ViAf 


WO  die  Uixy  m,-2  •  •  •  w»pj  ^i  gewisse  Functionen  von  aj^  •  •  •  a?«,  eventuell 
auch  nur  Constanten,  sind.  Diese  Relationen  lassen  sich  natürlich 
immer  aufstellen:  Man  entscheidet  durch  Determinantenbildung,  wie 
viele  der  Transformationen  U^f-"  Urf  keine  derartige  Relation  er- 
füllen.    Ist  nämlich  allgemein:  ... 


W^%.^  +  ^^^  + 


und 


Äf 


_„    df.. 


df 


«»  äs;  +  «« ä^  + 


SO  untersucht  man  die  Unterdeterminanten  der  Matrix : 


«1  «2 

Sil  bl2 

621  622 

in  Ir2 


gm 
fem- 


Angenommen,  es  verschwinden  alle  mehr  als  (q  -|-  l)"gK6<i"g^ö  XJnter- 
detertdinanten,  dagegen  nicht  alle  (p  +  l)-gliedrigen,  so  besteht  zwischen 
den  zu  ihr  gehörigen  p  +  1  Ausdrücken  aus  der  Zähl  der  Äf^Uif-'-  Urf 
keine  Relation  und  die  übrigen  drücken  sich  durch  diese  aus.  Würden 
jene  q  4-  1  Ausdrüol;^  nicht  auch  4/!.yi.  sich  enthalten,  so  drückte  sich 
Af  durch  diese  aus.  Ver;noge  der  betreffenden  Relation,  liepse ;  sich 
dann  einer  der  q -{'  1  Ausdrücke  durch. die  übi^igen  und  4/*UQd.a(>mJt 
auch  jeder  Ausdruck  Uf  durch  jene  q  übrigen  und  Äf  dargt^ljen. 
Demnach   können  wir   immer   erreichen,   dass   zwischen  Af  und 


Af  '==  0  gestatte  mehrere  iDfinitesimale  TraDsformationen.  323 

etwa  Ulf'"  üqf  keine  Relation  besteht,  wahrend  die  U^\f"  •  ürf 
die  rein  algebraisch  za  berechnenden  Formen  (5)  haben: 
(5)  U^f=UitUJ+  Ui,ü,f+  . .  •  +  Ui,U,f+  vUf 


(/  =  !,«.. .r  —  ^). 


Wir  werden  nnn  zeigen,  dass  die  m,i-  •  •  Wi^;  wenn  sie  nicht  ii^r^^n®^,*^^ 
Constanten  sind,  Lösungen  unserer  Gleichung  Af  =  0  sein  müssen.        i^^^^ 

Da  nämlich  Uif"-  Urf  sämtlich  von  Af'^O  gestattet  werden,**^«^^*-Trf, 
so  ist  jeder  Ausdruck  Ujcd,  sobald  to  eine  Lösung  von  Äf^=  0  ist,  geatattet. 
ebenfalls  eine  Lösuug  (Satz  3,  §  2).    Seien  nun  o^  -  •  •  a>n_i  ein  System 
Lösungen  der  Gleichung  u4/*=  0,  so  ist  jede  Lösung  von  Af=  0  eine 
Function  derselben,  also  auch  jedes  JJjiDk  eine  Function  von  a>i**-On— i. 

Wir  setzen  in  (5)  f  gleich  (»x,  (d^  -  *  -  con^i.     Dann  kommt,  da 

-4©!  ^  A(o^  ^  •  •  •  ^  0 
ist: 


(6) 


Es  sind  dies  n  —  1  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen  UityUn'-'Ui^, 
Alle  Goefficienten,  sowie  die  linken  Seiten  sind  Functionen  der  Lö- 
sungen a^'"  On^i.  Sicherlich  sind  nicht  alle  (»-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  dieser  Gleichungen: 

ül<Di        J/gß)!        ...         U^COi 
Ui(0^        Ü^G}^       . . .         Uq(0^ 


Ui(On—l  TJ^(Onr-\  •  .  .  UqWn-^l 

gleich  Null,  denn  sonst  gäbe  es  q  Functionen  A^,  Ag  •  •  •  A^,  sodass: 

K  ^1*^1        +  h  ^2^1        +  •  •  •  +  ^?  UgCDi        ^_0 , 


Ai  ?7iCD„_i  +  Ag  f7ja>n-i  H h  ^^  O^^On-i  =  0 

wäre,  d.  h.  sodass  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

^iüJ+k,ü,f+"'  +  l,U,f^O 
dieselben  Lösungen  coi  •  •  •  ©„—i  wie  Af^=^0  hätte,  ihre  linke  Seite 
sich  also  (vgl.  §  1)  von  Af  nur  um  einen  Factor  unterscheiden  könnte, 
d.  h.  gegen  die  Voraussetzung  eine  Relation  zwischen  Af  und  Uif"  Uqf 
bestände.  Da  also  sicherlich  eine  9-reibige  Determinante  der  Matrix 
von  (6)  nicht  identisch  Null  ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (6), 

21* 
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deren  Zahl  n  —  1  hiernach  sicher  auch  ^  q  ist,  nach  Un,  «,-2  •  •  •  t«,^,  auf- 
losen. Da  alle  Coefficienten  und  die  linken  Seiten  aber  Functionen 
von  »1  •  •  •  ®ii— 1  ^^^>  sö  folgt:  Auch  Ua,  Wt«  •  •  •  u,-^  sind  Functionen  der 
Lösungen  o)^  •  •  •  On— i;  d.  h.  sie  sind  ebenfalls  Lösungen  der  Gleichung 

Theorem  31:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Äf'^O  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen Uify  U^f'^'  TJrf  und  bestehen  zwischen  diesen  und  Af 
einige  lineare  Relationen^  so  Jcann  man  immer  diese  Relationen 
aufstellen  und  danach  durch  Auflösung  derselben  gewisse  Uf, 
etwa  U^if  •  •  •  Urfj  durch  die  übrigen  U^f  "  •  U^f  und  Af  aus- 
drüchen: 

U,^if=  Un  UJ  +  t*;2  CT,/-  +  .  .  .  +  Ui,  U,f  +  v,Af 
(.  =  1,2.. .r  —  (.), 

während  zwischen  Uif-^U^f  und  Af  keine  lineare  Relation 
besteht  Alsdann  sind  die  Coefficienten  Un^Ua  -  •  •  f^^,  wenn  sie 
sich  nicht  auf  Constanten  reducieren,  Lösungen  der  Gleichung 
Af^O. 

Wir  wollen  noch  einen  etwas  anderen  Beweis  hierfür   erbringen. 
Aus  den  Relationen 
(5)  U^f=  UiiUJ+  w,2  UJ+"-  +  M,e  U^f  +  ViAf 

(.•  =  l,8...r-(i) 

folgt,  wenn  wir  den  Elammerausdruck  (U^iA)  bilden: 
(ü^iA)  =  Uii(U,Ä)  +  Ui^iU.A)  +  •  •  •  +  u,if(U^Ä)  - 

—  Auii  •  Ulf  —  Aui2>  U^f —  Aui^  '  Uqf —  Avi  •  Af. 

-4/'=0  gestattet  nach  Voraussetzung  U^f* 

iü,Ä)  =  l,Af,    iU,Ä)  =  k,Af,    ■ 
Demnach  kommt: 

l^iAf^  (uiili  +  «i,-2^  H h  Ui^k^) . 

—  Auii '  Ulf  —  Auii '  U^f  — Auig '  U^f  —  Avi  •  Af 

oder  geordnet: 

(A^i  —  un^i  —  w.-2^2  — Wie^e  +  ^^0  •  ^f  + 

+  Aun  '  Uif+  Aui2'UJ+-"  +  Aui^,  -  U^f=  0. 
Es  ist  dies  eine  lineare  Relation  zwischen  Af  und  U^f,  Ü^f-'  U^f, 
deren  Coefficienten  gewisse  Functionen  der  Veränderlichen  x^^x^-^Xn 
sind.  Nach  Voraussetzung  existiert  aber  keine  lineare  Relation  zwischen 
Af  und  Uifj  U^f' '  '  UQf    Die  gefundene  Gleichung  kann  also  nur  so 


—  Aui^  • 

^/- 

-  Avi 

•  •  Urf,   d. 

h.  es 

ist: 

■iUrA) 

=  XrAf. 

Af- 

—  Aui^- 

U,f- 

■  AVi 
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bestehen^  dass  ihre  Coefficienten  einzeln  Null  sind.  Demnach  ist  der 
Coefficient  von  Af^  der  uns  übrigens  nicht  weiter  interessiert,  gleich 
Null  und  ausserdem: 

Auix^Oy    Aui^^Qj    •••     Aui^'^O. 
Diese  Gleichungen  aber  sagen  nichts  anderes  aus,  als:  Uhj  Ui2  -  -  •  Ui^ 
sind,   wenn   sie   keine   Constanten   werden,   Lösungen   der   Gleichung 
Af=0,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Beispiel:     Wir  fanden  in  dem  Beispiel  zu  Theorem  30,  dass  die  Boispioi. 
Gleichung 

'         CXi    '    ex,    '    ox^ 
die  infinitesimalen  Transformationen  gestattet: 

Uff  ^  (Xi  —  x^) -^^, 

Uif  ^^  a;,*  ^  +  «i*  j^  +  (xiXj  +  «(Tg  —  XiXs)  j^ , 

UJ  =H  {x^  -  x^  («,  —  a^s)  ^  —  (»,  -  a:,)  {x^  -  «s)  ^  • 

Offenbar  besteht  zwischen  Af,  JJ^f  und  V^f  keine  lineare  Relation, 
denn  es  ist  ihre  Determinante: 

111 


I 


Xj  X^  QO9        ~~  \j» 

0    Xj  —  x^    0 

Wohl  aber  lassen  sich  TJ^f  und  JJJ  durch  Af^  TJ^f  und  V<J  aus- 
drücken. (Hier  ist  also  n  «=  3,  r  «=«  4,  9  =  2.)  Um  dies  methodisch 
zu  machen,  werden  wir  aus 

dx^  ^  dx^  ^  dx^  —  ^f' 

die  Grössen  -r-^,  ^r-^,  -tt-^  berechnen.    Es  kommt: 

dxi  Xi  —  «g     '    '    rci  —  «g      ''        Xi  —  iCg     * 


f^«/^, 


-^=  __ 

dx^  ar,  - 
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Setzen  wir  diese  Werte  ia  U^f  und  U^f  ein,  so  kommt: 

ü,f=x,x,Äf+  ix,  -  X,)  U,f+  ^^^=^  U,f, 

U,f=  -  x,ix,  -  X,)  Af+  {X,  -  X,)  U,f+  (^.-«.X»r+a^-a».)  uj. 

Nach  unserem  Theorem  31    müssen   also  hierin  die  Coefficienten  von 
UJ'  und  Uif  Lösungen  von 

Af=  ^  -4-  -^  4-  -^  =  0 
sein.     In  der  That  sind  Xi  —  x^y  x^  —  x^  Lösungen  und  ^-^ -^  und 

^J   ^3 

v^i  —   »M  1  -1"    > 3^  j^jg  Functionen  derselben  ebenfalls  Lösungen. 

Xf        x^ 

Wie  schon  im  Laufe  des  ersten  Beweises  unseres  Theorems  31 
bemerkt  wurde^  ist  die  Zahl  Q'^n  —  1.  Dies  ist  aber  auch  so  klar : 
Zunschen  Af  und  n  beliebigen  Ausdrücken  ü^f,  U^f-  •  •  Unf  besteht  stets 
eine  Belation: 

denn  ist: 


^f^2 


«* 


dx,' 


1 

df 


^'f^^^^ik 


1 


so  liefert  die  Relation ,  indem  sie  in  n  Gleichungen  zerfallt,  weil  sie 
für  jedes  f  bestehen  soll;  zur  Bestimmung  von  Mn  /e^s  *  -  -  f^n  und  fi  das 
Gleichungensystem: 

(7')  ftjl*  +  f^iUk  H f-  l^nLk    =  (Ittk 

(*  =  1,  2  .  .  .  «). 

Ist  zunächst  die  Determinante 

Sil       »21       •  •  •       %nl 

I    6i2       §28       •  •  •       512    I  _-  Q 
i I 

bin      b2ii      •  •  •       bn»   • 

SO  lassen  sich  fti  •  -  *  fi/i  aus  (7')  berechnen  in  der  Form 

und  zwar  sind  dann  die  Qk(pCi  •  •  •  Xn)  ganz  bestimmte  Functionen  von 
Xi'"Xn.  Diese  Werte  erfüllen  die  Gleichung  (7)  identisch.  Ist  nun 
zweitens  die  Determinante  Null^  so  nehmen  wir  ft  ^  0  an  und  können 
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f*i  •  •  •  f*n  solche  Werte  erteilen,  dass  (T')  erfüllt  wird.  In  diesem  Falle 
besteht  schon  zwischen  TJ^f-  •  •  ünf  allein  eine  Relation: 

Jedenfalls  muss  also  zwischen  n  -|-  1  Symbolen  in  n  Veränder- 
lichen, stets  eine  lineare  Relation  bestehen,  und  daher  ist  in  unseren 
obigen  Entwickelungen  sicher  9  ^  n  —  1. 

§  4.     Geometrische   Ableitnng   des   Ergebnisses,   seine   Umkehrong 

und  Verwertung. 

Unser  Theorem  31  kann  auch  auf  anschaulichem  Wege  gedeutet 
werden,  wenn  man  von  der  geometrischen  Interpretation  der  Veränder- 
lichen Gebrauch  macht.  Wir  wollen  dies  für  den  Fall  w  =  3  durch- 
führen.   Es  bedarf  dazu  jedoch  einiger  Vorbemerkungen. 

Wir  betrachten  einen  Punkt  (rr,  y,  z)  des  Raumes  (indem  wir 
a?i,  x^y  x^  jetzt  grösserer  Übersichtlichkeit  der  kommenden  Formeln 
halber  mit  x^  y,  z  bezeichnen).  Wir  wollen  ihm  drei  infinitesimale 
Fortschreitungsstrecken  d^s,  djS,  S^s  zuordnen,  deren  Projectionen  auf 
die  X'kxQ  SqXj  d^x^  d^x  seien  u.  s.  w. 

Diese  drei  Strecken  liegen  nach  einem  bekannten  Satze  der  ana- 
lytischen Geometrie  dann  und  nur  dann  in  einer  Ebene,  wenn 

*o^   *oy   *o^  i 

S^x    S^y    d^z\  =  0 

d^x    S^y    d^z 
ist. 

Drei  infinitesimale  Transformationen 

^^f—  ^h  +  '^^j^  +  ^h 

ordnen  dem  Punkte  {Xy  j/,  z)  drei  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken 
d^Sy  ä^s,  d^s  zu,  und  zwar  sind  die  Projectionen  der  ersten  d^s  auf 
die  X'Axe: 

adt,     ßdt,     ydt 

u.  s.  w.  Die  drei  Fortschreitungsstrecken  liegen  also  dann  und  nur 
dann  für  jeden  Punkt  {Xj  y,  z)  in  einer  Ebene,  wenn  die  Determinante 

a      ß      y 

gl     ^i     ?!     --:0 

I2      ^:i      &a 
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ist.  Offenbar  lassen  sieh  auch  dann  und  nur  dann^  wenn  diese  De- 
terminante identisch  verschwindet,  drei  Functionen  (i,  fi^y  (i^  von  Xj 
y,  z  angeben,  sodass 

^Af-\-fi,U,f-\-lHUtf=0 
ist.     Also: 

^tuS°*e?nw'         ^**^  *•    ^^   infinitesimale    Transformationen  Af^   U^fy   U^f  im 
"°w^nf"*^"*^^^  (a;,  y,  xr)  ordnen  einem  Punkte  allgemeiner  Lage  dann  und  nur 
RnnmeB    ^^^  FortsckreitungsstrecJcen   in   einer  Ebene  m^  wenn  sswischen  ihnen 
irgend  eine  lineare  Relation 

liAf+(i,ÜJ+(i,UJ=0 
besteht,    ft,  fti,  ftj  bedeuten  hierbei  drei  nicht  versdiwindende  Functionen 
der  Veränderlichen, 

icit^gdes         ^^   ^^®8^   ^^^®  lineare   partielle .  Diflferentialgleichung  Af'^0  in 
^fö^r^^V^^^®^  Veränderlichen  x,  y,  g  vor.     Sie  besitzt  oo*  Curven  des  Raumes 
^^^'    (x,  y,  0)  als  Charakteristiken.    Dieselben  werden  durch  zwei  Gleichungen 
q>{x,  y,  0)  «=  Consi,     ^ (a:,  y,  z)  =«  Const. 
definiert.     Af  kann  als  eine  infinitesimale  Transformation  aufgefasst 
werden.    Als  solche  ordnet  sie  dem  Punkt  p  allgemeiner  Lage  (x^  y,  0) 
eine  infinitesimale  Fortschreitungsstrecke  d^s  längs  der  durch  jp  gehenden 
Charakteristik  Z^^  zu.     Af  =  0  gestatte  zwei  infinitesimale  Transfor- 
mationen U^f  und  U^f.    Wir  wollen  zunächst  annehmen,  es  bestehe 
keine  Relation  zwischen  ihnen  und  Af,  d.  h.  nach  Satz  6  sollen  IJJ^ 
und  U^f  dem  Punkte  jp  infinitesimale  Portschreitungsstrecken  Sy^s  und 
8^s  zuordnen,   welche  nicht  zusammen   mit  d^s  eine  Ebene,  sondern 
eine  wirkliche  räumliche  Ecke  bestimmen. 

Jede   beliebige  Fortschreitungsstrecke  Ss   lässt   sich   dann   nach 
dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  in  Componenten  längs  d^^s,  d^s^ 
8^s  zerlegen,  sich  also  darstellen  in  der  Form: 
(8)  ds  =  v8qS  -|-  u^d^s  +  u^S^s, 

wo  r,  Mj,  Ug  Functionen  des  Ortes  (z,  y,  z)  sein  können. 

Af  erteilt  p  eine  Fortschreitung  S^s  längs  Tc^  mit  den  Componenten 
8^x,  tf^y,  8qZ  nach  den  drei  Axen.  Die  Charakteristik  k^  wird  etwa 
durch  die  Gleichungen 

g>{x,y,z)  =  a,    jl;{x,y,z)  =  b 
dargestellt.     Es  ist  dann: 

\fp\x)d,x  +  (p\y)8,y  +  q>Xz)d,z  =  0, 


(9) 

Ulf  führt   alle  Punkte  p   von  k^   in    die  Punkte   einer   benachbarten 
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Charakteristik  Jc^  über.     Sind  d^x^  d^x,  d^x  die  Projectionen  von  djS 
auf  die  Äxen,  so  muss  also  mit 

auch 

(p{x  +  d^x,  y  +  ^ly,  ^  +  S^z)  =  Const.  =  a  +  d^a 

sein.     Ähnliches  gilt  für  ^  =  6  und  wir  haben  also: 

Da  endlich  0^/*  cMe  Punkte  p  von  i^  in  die  Punkte  eivier  anderen  be- 
nachbarten  Charakteristik   Ic^   überführt   vermöge   der   Fortschreitung 
S^s  mit  den  Projectionen  8^Xy  d^y^  ö^Zj  so  ist  analog: 
tp{x)8iX  +  (p\y)8^y  +  q>{z)8^z  =  d^a, 
t\x)8^x  +  ^'{y)8^y  +  !(''(^)<J8^  «=  «Jg^- 
tf,a,  di6  und  ö^dy  d^b  müssen  unveränderlich  längs  der  ganzen  Curve 
Jcq  sein.     Da  nach  dem  Obigen  die  Determinante 

*o^     SoV     SqZ 
d^x    d^y     SyZ    =i=0 
d^x    S^y     ö^z 
ist,  so  folgt  aus  (9),  (10)  und  (11),  dass  auch  die  Determinante 

ist. 


(11) 


=^0 


Wir  wollen  annehmen,  -4/*=0  gestatte  auch  die  infinitesimale 
Transformation  Uf.  Diese  erteilt  dann  den  Punkten  p  von  Jc^  solche 
Fortschreitungen  8s  mit  den  Projectionen  dx,  tfy,  dz,  dass  Jc^  in 
eine  andere  benachbarte  Charakteristik  Je 

g)  Bss  a  +  Sa,    ^  =  &  +  tf6 
übergeht.     Wie  gesagt,  ds  lässt  sich  zerlegen  in 


(8) 

und  es  ist  also: 

(13) 


Es  kommt  also 


ds  =  VÖqS  +  «i*jS  +  1*2*2^ 

äx  =*  vSqX  +  u^d^x  +  Wjdga?, 
Sy  =  vd^y  +  u^S^y  +  u^d^y, 
dz  «=»  vSqZ  +  Wi*i^  +  t*2*2^- 


+  9>'(y)(v*oy  +  *'i*iy  +  ^^sy)  + 
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d.  h.  nach  (9),  (10)  und  (11): 

Stj;  =s  db  giebt  analog: 

u^S^b  +  u^ä^b  =  Sb. 
Wegen  (12)  sind   diese  beiden  Gleichungen  nach  u^  und  Wj  auflösbar 
und  es  ergiebt  sich,  da  da,  S^a,  d^a  und  6b,  ä^b,  S^b  längs  der  ganzen 
Charakteristik  Jcq  unveränderlich  sind^  dass  auch  u^   und  u,  längs  JCq 
constant  sind. 

Die  Fortschreitung  ds  führt  also  dann  und  nur  dann  jede  Cha- 
rakteristik Jcq  in  eine  benachbarte  über,  wenn  u^  und  u^  längs  I'q 
unveränderlich,  d.  h.  entweder  überhaupt  unveränderlich  oder  aber 
Functionen  von  %  ^  allein  sind. 

Ist  nun 


so  ist  auch 
Femer  ist 

Sf^x  =  adt,     SiX  =  ^idt,     d^x^l^dt 

u.  8.  w.    Daher  kommt  nach  (13): 

|:  Jtia  +  Uili  +  Jtgli, 

Also  ergiebt  sich,  wenn  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  5"^;  y^;  ä^ 
multipliciert  und  danach  addiert  werden: 

Uf=vÄf+H,U,f+u,U,f, 
WO  Uly  U2  Functionen  der  Lösungen  %  if;  von  Äf=  0  sind. 

Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  unser  Theorem  31  für  den  Fall 
n  =  3,  9  =  2. 

i^tun   dei         ^^^  wollen  uoch  kurz  die  andere  Möglichkeit  besprechen,  dass 
Theore™ Y^^/^  "**  0  zwci  infinitesimale  Transformationen  Uif,  P,/*  gestattet,  deren 
Q^i.  '  Fortschreitungsstrecken   ä^s,  ä^s   mit   der   Fortschreitungsstrecke  d^s 
längs  Jcq  eine  Ebene  bestimmen.     In  diesem  Falle  ist  d^s  zerlegbar  in 
zwei  Componenten  längs  ÖqS  und  d^s,  also  etwa: 
(14)  d^s  ^  vdo«  +  ^'^i^ 

oder: 

S^x  ~^vSqX  +  uS^x 
u.  s.  w.  oder  auch: 

§2  =  va  +  ußi 
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u.  s.  w.^  d.  h.  endlich: 

ü,f=vÄf+uUJ. 
Femer  ist  nach  (9),  (10)  und  (11)  wegen  (14): 

d.  h.  u  ist  constant  längs  Tc^,  also  eine  Losung  von  Af=0  oder 
überhaupt  eine  Constante.  Damit  wäre  unser  Theorem  31  auch  für 
n  SS  3,  9  «=  1  bewiesen. 

Die  hier  entwickelten  mehr  geometrischen  Beweise  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n-  übertragen.  Wir  haben  sie 
ausführlich  entwickelt,  um  ihre  Übertragung  auf  den  allgemeinen  Fall 
eines  n-dimensionalen  Baumes  dem  Leser  zu  erleichtern  und  die  Schlüsse 
in  wünschenswerter  Strenge  zu  ziehen. 

Wir   wenden   uns  jetzt  wieder  den  analytischen  Entwickelungen^"*^®^^"*"« 
zu  und  zwar  für  beliebiges  n.    Es  ist  sehr  leicht,  die  ümkehrung  des^^®^'®"*'' ^^ 
Theorems  31   des  vorigen  Paragraphen  zu  beweisen.     Wir  behaupten 
nämlich^  dass,  wenn  Äf^^^O  die  infinitesimalen  Transformationen  üif, 
Uif'"  r/^/*  gestattet y  alsdann  auch  die  infinitesimale  Transformation: 

Uf=u,UJ+  u,UJ+  . . .  +  u,U,f+  vAf 

die   Gleichung   Af^^O    invariant    lässt,    sobald   Wj,  Wg  •  •  •  w^   irgend 

welche  Functionen  der  Lösungen  von  Af^^O  sind,  während  v  eine 

ganz  beliebige  Function  der  Veränderlichen  Xi"  *  Xn  bezeichnen  darf. 

Nach  Theorem  29  des  §  2  ist  ja: 

{ü,A)  =  X,Af,.^^{U,A)  =  X,Af 
und  also  kommt: 

{UA)  =  (u,X,  +  u,X,  +  • . .  +  u^X,)Af- 

—  Au^ '  Ulf —  AUf, '  Uqf  —  Av  •  Af. 

Da  aber  u^,  Ug  -  *  -  ^q  Functionen  der  Lösungen,  also  selbst  Lösungen 
oder  Constanten  sein  sollen,  so  ist  -4%  ^  0,  •  -  •  4u^  ^  0,  und  es 
bleibt: 

{UA)  =  (WjAi  +  WjAg  H \-UgX^  —  Av)  •  Af=  k  -  Af, 

d.  h.  nach  Theorem  29  gestattet  Af^^^O  die  infinitesimale  Transfor- 
mation TJf 

Satz  7:  Gestattet  die  lineare  partieUe  Differentialgleichung  Af=^0 
die  infinitesimalen  Transformationen  Uif*''  ü^f,  so  gestattet  sie  auch 
jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

Uf=u,UJ+'-'  +  u,U,f+vAf, 

sobald  nur  Wj  •  •  •  w^  Lösungen  von  Af'^O  oder  auch  Constanten  sind, 
wahrend  v  eine  beliebig  gewählte  Function  der  Veränderlichen  beamtet. 
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^ftt™*"*  Nach    den   Entwickeliingen   des  vorigen   und  dieses   Paragraphen 

werden  wir  aus  der  Kenntnis  einiger  infinitesimaler  Transformationen 
Ujf  der  Dififerentialgleichung  Af «»  0  und  einiger  Losungen  tOi  der- 
selben folgenden  Nutzen  ziehen  können: 

Erstens:  Jedes  {UjUi)  ist  wieder  eine  infinitesimale  Transformation 
von  Äf=0,    (Theorem  30.) 

Zweitens:  Jedes  UjiOi  ist  eine  Losung  von  Af  =  0.  (Satz  3 
des  §  2.) 

Drittens:  Jede  Relation  zwischen  den  Ujf  und  Af  giebt,  in 
passender  Weise  aufgelost',  als  Coefficienten  Losungen  von  Af=0, 
(Theorem  31.) 

Indem  man  in  dieser  Weise  möglichst  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen und  Lösungen  von  Af=0  zu  bestimmen  sucht,  findet 
man  schliesslich  —  da  diese  Processe  ein  Ende  haben  müssen  — 
eine  gewisse  Anzahl  von  Losungen  ©j,  ©^  •  •  •  ©,  der  Gleichung  Af=  0 
und  eine  gewisse  Anzahl  von  infinitesimalen  Transformationen  Uif, 
U^f'"  Urf  der  Gleichung  von  der  Eigenschaft,  dass  jedes  UjOi  eine 
Function  von  ©^  •  •  •  ©^  allein  ist,  ferner  jede  Klammeroperation  {UjUi) 
nur  eine  infinitesimale  Transformation  liefert,  die  nichts  wesentlich 
neues  giebt,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

(Ujüt)  =  «i(a)i  ...a,,)UJ+---  +  Ur(m,  •  ■  •  o,)  Urf-\-  vAf, 

und  drittens  die  Relationen,  welche  die  Uf  durch  Af  und  solche  üf 
ausdrücken,  zwischen  denen  keine  lineare  Relation  mit  Af  besteht, 
als  Coefficienten  der  letzteren  Uf  nur  Functionen  von  ©^  ■  •  •  ©,  be- 
sitzen. 

Sind  Ulf'  •  ^  Uf,f  diejenigen  der  Uf,  welche  mit  Af  keine  lineare 
Relation  erfüllen,  so  können  wir  die  übrigen  gefundenen  Uf  ganz 
bei  Seite  lassen,  denn  aus  U^f'**  U^f  setzt  sich  nach  Satz  7  ein  be- 
kanntes Uf  welches  -4/'=0  gestattet,  in  viel  allgemeinerer  Weise 
zusammen  in  der  Form: 

Äi(©i  ...©,)  UJ'\ h  ßj(©i  ■  •  •  ©9)  U^f+  v{xi .  • .  Xn)Af 

Wir  werden  also  nur  die  infinitesimalen  Transformationen  U^f-  -  *  U^f 
und  die  Lösungen  ©^  •  •  •  ©,  berücksichtigen. 

Satz  8:  Kennt  man  einige  infinitesimale  Transformationen  und  einige 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af'==^0,  so  kann 
man  immer  durcfh  ausführbare  Operationen  erreichen  y  dass  man  eine 
Anzahl  infinitesimaler  Transformationen 

und  eine  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Lösungen  ©i  •  •  •  ©,  der  Glei- 
chung -4/*=0  kennt  von  der  Art,   dass  erstens  zwischen  Uif'-'  U^f 
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und  Af  keine  linea/re  BekUion  besieht,  zweitens  jedes  üjWi  eine  Function 
von  (D^  "  '  (Oq  allein  und  drittens  jeder  Klammeratisdruck  (UjUi)  von  der 
Form  ist: 

«*i(oi  •  •  •  »«) E^/-| h  M^i  '"^q)  W+  ^(^1  •  •  •  ^n)Af. 

Wir  brechen  hiermit  die  Untersuchung  des  Integrationsproblems 
einer  Gleichung  -4/*=0,  welche  bekannte  infinitesimale  Transforma- 
tionen gestattet;  ab^  um  diese  Betrachtung  an  einer  späteren  Stelle 
zu  verwerten. 

§  5.    Die  Multiplioatoren  einer  Gleichung  Af'^O, 

Wir  wollen  jetzt  noch  auf  den  Zusammenhang  eingehen,  welcher 
zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gleichung  Af  ^^  0 
und  den  Jacobi'schen  Multiplicatoren  derselben  besteht.  Dabei  be- 
merken wir  vorweg,  dass  die  Ent Wickelungen  dieses  Paragraphen  in 
der  Folge  nicht  benutzt  werden,  also  eine  blosse  Einschaltung  bilden. 

Vorgelegt  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 
in  n  Veränderlichen  a?!,  a;^  •  •  •  a?n.     Es  seien 


n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  derselben,  durch  welche, 
wie  wir  wissen  (vgl.  §  1),  die  Gleichung  Af^^^O  vollständig  be- 
stimmt wird. 

Multiplicator  M  des  simultanen  Systems  ^S^von 

dx,^dx, äx^  ^^^'' 

oder  der  äquivalenten  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

heisst  jede  Function  M  von  x^,  x^  *  *  -  Xn,  für  die  MAfdie  Functional- 
determinante  der  beliebigen  Function  f  und  irgend  welcher  n  —  1  von 
einander  unabhängiger  Lösungen  a)^  •  •  •  o^^i  der  Gleichung  Af  =  0 
hinsichtlich  x^^x^*  >  •  Xn  ist 

Wir  wollen  die  gebräuchliche  abkürzende  Bezeichnung 


/  f    Ol    ©2  •  • "  ^n\ 

\X^     X^      X^  '  '  '  Xfi' 


für  diese  Functionaldeterminante 
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df 

dx. 

df 

cx^ 

dx^ 

dx^ 

.  .  . 

1 A  _  i.        . 

dx^ 

... 

!__•     1 

(15) 


MÄf 


< 


-)■ 


benutzen.     Alsdann  lautet  die  Definitionsgleichung  des  Multiplieators: 

'  /*  Oj    COg  •  •  •  fOn—l 

Hierin  bedeuten,  wie  bemerkt,  d^  -  •  •  o)».i  irgend  ein  System  Lo- 
sungen der  Gleichung  Af  =  0.  Benutzen  wir  an  Stelle  derselben  ein 
anderes,  etwa  m^y  ö^  •  •  •  i^»— i;  so  erhalten  wir  einen  im  allgemeinen 
anderen  Multiplicator  M,  für  den 

(16)  ,-7.._//-5x«. 


^^wlier*  ^®**     ^^^  ^^^  ^^  Verhältnis  -gr  eine  Lösung  von  Äf=0  oder  nur 

Mnltipli-       .  ^         ,        ,       .  ,  ,     ,    .    , 

catoren.  eiue  Constante  ist,  lässt  sich  leicht  zeigen: 

Da   in   der   Definitionsgleichung   (15)    des   Multiplieators  M  die 

Function   f  arbiträr  sein  soll,   so  müssen  die  Coefficienten  von  ^ — 

rechts  und  links  übereinstimmen.    Links  ist  dies  der  Coefficient  Majt, 
rechts  eine  Unterdeterminante.     Danach  ergiebt  sich,  dass 

Ma^  y  Ma^  •  •  •  -äfo» 
die  (n  —  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


ex. 


dx^ 


dm^ 


n-l 


"n-l 


dxi  dx^ 


^«1 

dx^ 


dx^ 


sind.     Es  ist  also: 


(17) 


^1    \X^  X^.  .  .     Xn    /  *«    \X^  X^.  ,  .     Xi     J 
1     /fl>i  ©2  .  .  .  ©n— 1\ 

n    \X^   Xa  •  .  •   Xff^—\/ 


Analog  ergeben  sich  solche  Ausdrücke  aus  (16)  für  M.    Demnach  ist, 
wenn  wir  die  letzten  Ausdrücke  benutzen: 
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(18) 


M 


/CO,  CD,  ..  .  a)^iy 


iDdem  wir  voraussetzen,  dass  Oi  •  •  •  cDn—i  etwa  hinsichtlich  ic^  •  •  •  ir„_i 
von  einander  unabhängig  sind,  was  dann  auch  für  ä^-  -  •  ö>„_i  gilt, 
öj  *  •  •  cö„-.i  sind  gewisse  von  einander  unabhängige  Functionen  der 
Losungen  o^  •  •  •  <On-i ,  und  nach  einem  bekannten  Satze  über  die 
Functionaldeterminante  ist  also: 

/öj  ©2  •  •  •  ö>n— 1\  __  /a>i  ©2  .  .  .  O«— A       /©i  ©2  .  .  .  ©Ä-l\ 
Va?!    iTj  •  •  •  ^n— 1^  ^*öl  fl>2  •  •  •  ^«—1''      Va^i   rCg  .  .  .    ^«      / 

sodass  sich  (18)  reduciert  auf 
M 


/©i  ©2 . . .  ©„_l\ 

\©j  ©2  •  .  •  (On—U 


Die  rechte  Seite  hierin  ist  aber,  da  ©j  ...  ©„_i  Functionen  von  ©^ ...  ©«_i 
sind,  ebenfalls  eine  Function  von  ©^ ...  ©»-i;  d.  hl  eine  Lösung  von 
Afs^^O  oder  eine  Constante.  Indem  man  ©^  ...  ©n— i  in  zweckmässiger 
Weise_als Functionen  von  ©^  ...©n^ji  wählt,  kann  jnan  pjBFenbar.erreichen,' 

dass  -^  jede  beliebige  Lösung  Von  Af^^O  darstellt; 

Der  Multiplicator  steht  nun  —  und  deshalb  kommen  wir  auf  ihn  ^«•»'n™«°- 

*  ^  hang  zwi- 

zu  sprechen   —  in  sehr  enger  Beziehung  m  den  infinitesimalen  Troms-^^''^^^^^ 
fonnatianen  Uf,  tcelche  Af^^^O  gestattet,  von  ^=6. 

Es  mögen  Uif^  U^f . . .  ün—if  n  —  1  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Gleichung -4/*  =  0  sein,  und  zwar  söir  zwischen  ihnen  und 
J./*  keine  lineare  Relation  bestehen.     Ee  sei  allgemein: 

.  ^/- 5.x  g+i,,g:+;::->i,»^;:  .■,■:.:.:: 

(y-i,a...n-i). 
Wir  beweisen  in  einer  späteren  Note  (vgl.  Satz  10  diese»  Paragraphen), 
dass  es  stets  n  —  1  derartige  infinitesimale  Transformationen  der  Glei- 
chung Af^^  0  giebt.    Hier  wollen  wir  diesen  übrigens  sehr  einfachen 
Beweis  der  bessern  Übersicht  halber  übergehen.. 

Wir  behaupten  nun,  dass  der  reciproke  Wert  der  Determinante 
a^  ttj       .  .  ♦       a» 

1    6n— 1,1  •  6«-**l,«-    •»•       5» — l,'« 

ein  Multiplicator  der  Gleichung  Af=0  ist. 
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Zunächst  ist  diese  Determinante  nach  den  getro£Fenen  Voraus- 
setzungen sicher  nicht  identisch  Null.  Wir  multiplicieren  sie  mit  der 
Determinante 


dx. 

dx,     • 

•      ö*« 

8x, 

a-. 

a», 

••     ax. 

««-1 

3x, 

0 

0 

1 

und  erhalten  nach  der  bekannten  Productregel  offenbar 
I     ÄfOy^  Äm^       . . .       ÄG^n^t  a«      I 

,      Di©!  UiG>^         ...  üid^-i  li,         j 

I 

!    ü«— l«!        üi»— lOj       ...        C/»-iOI,— 1        $»—1,1 

Da  aber  0|  . .  .  id«.i  Losungen  sind,  so  ist  Aa^^^Oy  ...  ilcii,.i  ^  0. 
Die  erste  Horizontalreihe  enthält  also  lauter  Nullen  bis  auf  das  letzte 
Glied  Om  und  es  kommt: 

TJ^fOi         J7jiD^      ...       Uifo^-i 


Weil  Äf'^O  die  infinitesimalen  Transformationen  ü^f...  Unreif  ge- 
stattety  so  ist  nach  Satz  3  des  §  2  die  vorstehende  Determinante  eine 
Function  Sl  der  Losungen  <o^ . . .  o«.i,  sodass  sich  ergeben  hat: 


5il  bi« 

fet  bä 

:S«— 1,1  I«— i,a 


6i»— i,». 


0 


ex, 
0 


da». 


1 


:a.A(oi...e»-i). 


Die   zweite  Determinante   hierin   ist   die  Functionaldeterminante    Ton 
a>«.i  nach  a?i  . . .  x..i  und  darf,  wie  wir  schon  einmal  bemerkten. 


CD 


verschieden  von  Null  vorausgesetzt  werden  (sodass  auch  o.  ^  0  ist). 
Demnach  haben  wir: 
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"n  Va?!  rCjj . . .  a:„— 1/  "i 


»^(«1  •  •  •  «n-i) 

...  .  •  .       .  ^  .      .  .  * 

*n— 1,1    S«— 1,2  •  •  •  ^«— 1,^ 


Die  linke  Seite  aber  ist  Dach  (17)  ein  Multiplicator  von  Af=0,  die 
rechte  Seite  also  auch.  Da  nun  ein  Multiplicator  mit  einer  Lösung, 
wie  ia(oi  •  •  •  ön-i),  multipliciert  wieder  einen  Multiplicator  giebt,  so 
ist  in  der  That  bewiesen: 

Theorem  32:     Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung: 


öx„ 


n —  1  infinitesimale  Transformationen: 

Ujf=  Sil  y^;  +6>2  äi.  +  •  •  •  +  ^'^  ä^ 

0  =  i,a...n-i), 
welche  zusammen  mit  Af  keine  lineare  Relation 

erfüllen,  in  der  die  fi  Functionen  von  x^-  -  -  Xn  oder  Constanten 
sind,  so  ist 

«1        «2      .  . .      a„ 

j  .  feil  bl2         •  •  •         bl» 

§n— 1,1  5n— 1,2  •  •  •    §n— l,n 

ein  Multiplicator  der  Gleichung  Af=0. 

Dieses  Theorem  ist  die  directe  Verallgemeinerung  des  Theorems  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  für  beliebig  viele  Veränderliche,  denn  unser  Jacobi'scher 
Multiplicator  reduciert  sich  für  w  =  2  auf  den  Euler'schen  Multiplicator. 

Unser  Theorem  giebt  auch  eine  schone  anschauliche  Deutung  des     oeo- 
Multiplicators,  ahnlich  der  für  n  =  2  in  §  1  des  9.  Kapitels  gegebenen.D™ut*ung**d*e9 
Wir  wollen  dies  für  n  =  3  zeigen,  und  wir  bemerken  dabei,  dass  sich  ^atow!' 
diese  Deutung  auch   auf  beliebiges  n  unter  Benutzung  des  Begriffes 
eines  n-dimensionalen  Raumes  ausdehnen  lässt. 

Es  seien  also  x,  y,  0  die  drei  Veränderlichen  und 

'  dx    y         dy    *         dz 

eine  lineare   partielle  DiflFerentialgleichung,   welche  die  beiden  infini- 
tesimalen Transformationen 

Lie,  Differentialgleiohongen.  22 
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gestattet,  von  denen  Vorausgesetzt  wird,  dass  sie  mit  Af  keine  lineare 
Relation  eingehen,  sodass  also  die  Determinante 

X    Y    Z 

ii  Vi   ti  ^No 

Sa     ^2     £2 

ist.  Nach  unserem  Theorem  ist  der  reciproke  Wert  dieser  Deter- 
minante ein  Multiplicator  von  Af^^O.  Sie  hat  nun  auch  eine  geo- 
metrische Bedeutung:  Uif  und  U^f  nämlich  erteilen  dem  Punkte 
Poi^fVf^)  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  d^s,  S^s  mit  den 
Projectionen 

ii9t,    Tii^t,     t,dt, 

auf  die  Axen.  Auch  Af,  als  infinitesimale  Transformation  aufgefasst, 
erteilt  dem  Punkte  p^  eine  Fortschreitungsstrecke  S^s  mit  den  Pro- 
jectionen • 

XSt,     Y6t,    ZSt. 

Diese  drei  Fortschreitungen  d^s,  dj^s,  ö^s  bilden  nach  §  4  eine  räum- 
liche Ecke  und  bestimmen  daher  ein  Parallelepiped ,  dessen  Inhalt 
nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie  eben  jene  obige  Deter- 
minante ist,  allerdings  noch,  multipliciert  mit  dt\  Der  Multiplicator 
ist  demnach,  bis  auf  dfiy  gleich  dem  reciproken  Werte  des  Inhaltes 
jenes  Parallelepipeds. 

Diese  geometrische  Deutung  wollen  wir  nun  gänzlich  von  der 
Annahme  infinitesimaler  Transformationen  befreien.  Zunächst  denken 
wir  uns  die  Charakteristik  Aq  des  Punktes  jp^  gezogen.  S^s  führt  Pq 
in  einen  benachbarten  Punkt  p^,  d^s  in  einen  benachbarten  p^  über. 
Auch  die  durch  p^  und  jpg  gehenden  Charakteristiken  Jc^  und  Ic^  ^^^^^^ 
wir  uns  gezogen.  Die  vierte  Ecke  des  von  p^y  p^,  p^  bestimmten 
Parallelogramms  sei  p^  und  die  hindurchgehende  Charakterisik  h^.  Da 
SqS  Tangente  an  JCq  ist,  so  ist  unser  Parallelepiped  zwischen  jene  vier 
Charakteristiken  Jcq,  k^^  Jc^,  k^  eingelagert  (Fig.  30).  Wenn  wir  über- 
haupt alle  Charakteristiken  ziehen,  welche  von  den  Seiten  des  Pa- 
rallelogramms PoPiPsPt  ausgehen,  so  erhalten  wir  eine  unendlich  dünne 
von  Charakteristiken  erzeugte  Röhrenfläche.  Wir  bemerken  nun,  dass 
wir  statt  dieser  Röhrenfiäcbe,  deren  Querschnitt  ein  Parallelogramm 
ist,  jede  andere  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich  dünne  Röhren- 
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fläche  benutzen  können^  um  einen  Multiplicator  auf  geometrischem 
Wege  zu  erhalten.  Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  in  der  Ebene  des 
Parallogramms  PoPiP^Pi  eine  beliebige  unendlich  kleine  durch  Pq 
gehende  geschlossene  Curve  c  an  und  ziehen  alle  Charakteristiken, 
welche  durch  die  Punkte  von  c  hindurchgehen.  Sie  bestimmen  eine 
Rohrenfläche,  deren  Querschnitt  in  der  Ebene  PoPiP^Pi  die  Fläche 
der  Curve  c  ist.  Nehmen  wir  auf  Jcq  an  Stelle  von  p^  einen  anderen 
Punkt  ^0  an,  so  haben  wir  daselbst  auch  den  Punkten  p^,  p^,  p^  ana- 


Fig.  80. 


Pig.  31. 


löge  Punkte  Pi,  P29P9}  indem  j9q  von  U^f  nB,ch  p^  geführt  wird  u.  s.  w., 
und  es  liegt  p^  auf  Jc^^  p^  auf  Ic^,  p^  auf  h^.  Die  Ebene  des  Parallelo- 
gramms ^0^1.^8  ^8  schneidet  die  neue  Böhrenfläche  in  einer  Curve  c 
(Fig.  31).  Es  ist  aus  der  anatytischen  Geometrie  bekannt  oder  kann 
auch  aus  den  Entwickelungen  des  §  4  entnommen  werden,  dass  sich 
der  Inhalt  des  Parallelogramms  ^^jp^  ^3  Pa  zu  dem  der  Curve  c  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen  genau  so  verhält  wie  der  des  Parallelogramms 
Pq  pi  p^  P2  zum  Inhalt  der  Curve  c. 

Wenn  man  also  nicht  das  VaxallelogrsLinm  Pq  p^  p^  p^ ,  sondern  eine 
beliebige  unendlich  kleine  Fläche  c  in  der  Ebene  desselben,  oder,  was 
an  der  Sache  nichts  ändert,  überhaupt  irgend  eine  beliebig  kleine 
Fläche  c  au  der  Stelle  Pq  zur  Grundfläche  des  Raumelementes  wählt, 
so  steht  das  neue  Raumelement  zum  ursprünglichen  Parallel epiped 
(mit  derselben  Kante  ÖqS)  hinsichtlich  seines  Inhaltes  in  einem  Ver- 
hältnis, das  längs  der  ganzen  Charakteristik  constant,  demnach  eine 
Function  der  Losungen  von  -4/'=0  ist.  Der  reciproke  Wert  des 
Inhaltes  des  neuen  Raumelementes  ist  folglich  gleich  dem  früheren 
Multiplicator,  multipliciert  mit  einer  Function  der  Lösungen  von  Af^==0. 
Bekanntlich  ist  aber  jeder  Multiplicator,  multipliciert  mit  einer  Function 
der  Lösungen  von  -4/'=0,  wieder   ein  Multiplicator    der  Gleichung, 

22* 
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und  so  erhält  man  andererseits  aus  einem  Multiplicator  alle  Multipli- 
catoren  von  Af^^Q.    Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  9:     Zerlegt  man  den  Raum  (x,  y,  d)  vermöge  der  oo'  Charak- 
teristiken der  Gleichung 

in  irgend  welcher  Weise  in  unendlich  viele  unendlich  dünne  von  Charakr 
teristiken  umschlossene  BShrenflächen  und  schneidet  man  an  der  Steüe 
(ip,  y,  z)  aus  der  betreffenden  Böhrenfläche  ein  Eaumdement 
von  der  auf  den  Charakteristiken  gemessenen  Länge 

yX^+  Y^+'Z^dt, 
deren  Projectionen  auf  die  Axen  gleich  Xdt^  Yöt,  ZSt 
sind,  heraus,  so  ist  der  recipröke  Wert  des  InJuiUes  dieses 
Raumelementes  bis  auf  die  unendlich  kleine  Grösse  df^  ein 
Multiplicator  der  Gleichung  Äf=  0,  und  umgekehrt  findet 
man  auf  diese  Weise  jeden  Multiplicator  der  Gleichung 
Af=0.  (Fig.  32.) 


Pig.  82. 


Beispiele.  jf.  Beispiel:     Wir  entnehmen  ein  Beispiel  hierzu  der  Kinematik. 

Angenommen,  der  Baum  sei  von  einer  incompressibelen  Flüssigkeit  er- 
füllt und  es  seien: 

dx dy        dz  ,, 

^  — ^  — ^  —  rtt 

die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  des  Flüssigkeitstheilchens 
{x,  y,  z)  in  der  Zeit  t  Wir  wollen  voraussetzen ,  die  Strömung  sei 
stationär,  d.  h.  die  Geschwindigkeitscomponenten  X,  Y,  Z  seien  nur 
Functionen   des    Ortes,   frei   also    von    der   Zeit   t    Dann   bilden   die 

Gleichungen 

dx        dy        dz 
~X^   Y^  Z 

für  sich  ein  simultanes  System  mit  der  zugehörigen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

Um  einen  Multiplicator  derselben  zu  finden,  betrachten  wir  irgend 
einen  unendlich  kleinen  an  der  Stelle  {x,  y,  z)  befindlichen  Quer- 
schnitt c  der  Flüssigkeit.  Durch  denselben  gehen  Strömungslinien 
(Charakteristiken  der  Gleichung  Äf^=0)  hindurch,  die  einen  Flüssig- 
keitsfaden bilden.  Da  die  Flüssigkeit  incompressibel  sein  soll,  so 
muss  die  Flüssigkeitsmenge,  die  in  der  Zeit  dt  durch  c  hindurchgeht, 
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längs  dieses  Fadens  constant  sein.  Sie  ist  aber  gleich  dem  Inhalt 
des  Querschnittes,  multiplieiert  mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit 
dty  also  multiplieiert  mit: 


und  daher  der  Rauminhalt  eines  nach  Satz  9  zu  construierenden  Rauni- 
elementes  mit  dem  Querschnitt  c.  Mithin  besitzt  nach  unserem  Satze 
die  Gleichung  Äf=^0  nur  solche  Multiplicatoren,  welche  längs  jeder 
Charakteristik  constant  sind,  insbesondere  also  den  Multiplicator  1. 
Wenn  sie  umgekehrt  den  Multiplicator  1  hat,  so  ist  jeder  andere 
Multiplicator,  da  er  aus  diesem  durch  Multiplication  mit  einer  Lösung 
von  Af^^O  hervorgeht,  längs  jeder  Charakteristik  constant  und  die 
Bewegung  die  gewünschte.  Damit  also  unsere  Gleichungen  eine  sta- 
tionäre Strömung  einer  incompressibelen  Flüssigkeit  darstellen,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dass  sie  den  Multiplicator  1  besitzen. 
Weil  die  Multiplicatoren  auch  definiert  werden  können  als  die  Lö-_ 
sungen  M  der  partiellen  Differentialgleichung 

dMX       dMY    .    dMZ  _ 
aoj    +     ay    "•"     de    ~^' 

so  ergiebt  sich  schliesslich  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung: 

a«  "*"  ay  "•"  dz  -^' 
die  in  der  Kinematik  in  anderer  Weise  abgeleitet  wird. 
^.  Beiqnel:    Die  Differentialgleichung 

'  dx    *         dy    *        dz 

definiere  die.oo*  Curven,  welche  eine  Schar  von  oo*  Ebenen  senkrecht 
durchschneiden.  Es  ist  sehr  leicht,  einen  Jacobi'schen  Multiplicator 
dieser  Gleichung  anzugeben.  Wählt  man  nämlich  den  in  unseren 
obigen  allgemeinen  Entwickelungen  mit  c  bezeichneten  Querschnitt 
irgend  wie  auf  einer  jener  <x>*  Ebenen  E,  so  ist  der  entsprechende 
Querschnitt  c  auf  der  unendlich  benachbarten  Ebene  E'  der  Ebenen- 
schar bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  von  vierter  Ordnung  gleich  c, 
da  c  selbst  von  zweiter  Ordnung  und  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Ebenen  E  und  E'  von  1  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  unterschieden  isi  Daraus  folgt,  dass  der 
Querschnitt  constant  ist  längs  der  ganzen  Röhrenfläche.  Mithin  ist 
nach  Satz  9  die  Grösse  1  :  ^Z«  +  F*  +  Z^  selbst  ein  Multiplicator 
der  vorgelegten  Gleichung. 
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3.  Beispiel:  Man  kann  sich  fragen^  unter  welcher  Bedingung  die 
Charakteristiken  der  Gleichung 

80  bescha£Pen  sind;  dass  eine  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich 
dünne  Röhrenfläche  überall  einen  Querschnitt  von  derselben  Grosse 
hat,  der  Querschnitt  dabei  senkrecht  zu  den  Charakteristiken  gedacht. 
Nach  Satz  9  hat  die  Gleichung  Äf^=0  in  einem  solchen  Falle  den 
Multiplicator  1:  ]/Z^  +  T^  +  Zl  Wenn  sie  umgekehrt  diesen  Mul- 
tiplicator  hat^  so  sind  die  Röhrenflächen  überall  gleich  stark.  Not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  ist  demnach,  dass 

1:1/X«+  Y^  +  Z^ 
Multiplicator  sei;  d.  h..  dass 

'  sei.     Beispiel  2  ist  ein  Specialfall  hiervon. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  Multiplicatoren  und  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gleichung  Äf=^0  gestattet,  in  einfacher  Weise 
einen  wichtigen  Satz  aus  der  Multiplicatortheorie  abzuleiten.  Wir  schicken 
zunächst  folgenden  Satz  voraus: 

Satz  10:  Eine  lineare  partieüe  Differentialgleichung  Af^=^0  in  n  Ver- 
änderlichen gestattet  sicher  n  —  1  infinitesimale  Transformationen  U^f"-  Un—if, 
welche  zusammen  mit  Äf  keine  lineare  Eelation 

iiÄf+  ti,UJ-] f-  (l„^i  Un-^if=  0 

erfüllen. 

Zum  Beweis  dieses  schon  früher  erwähnten  und  benutzten  Satzes  seien 
cji  •  •  •  oDn—i  ein  System  von  n  —  1  von  einander  unabhängigen  Lösungen 
der  Gleichung  Äf=0,  Sind  sie  etwa  hinsichtlich  aj,  •  •  •  rc»— i  von  ein- 
ander unabhängig,  so  können  wir  sie  als  neue  Veränderliche  zusammen 
mit  Xn  benutzen: 

(19)  li  =  wi»     ••'     E«-!  =  a)„-_i,     £,  =a:«. 

Die  Gleichung  Äf  =^  0  geht  dadurch  über  in 

Nur  für  diese  braucht  der  Satz  10  bewiesen  zu  werden,  denn  die  Trans- 
formation (19)  führt  jede  infinitesimale  Transformation  üfj  welche  Äf^^O 
invariant  lässt,  in  eine  solche  Uf  über,  die  $l/*«sO  invariant  lässt.  Nun 
gestattet  ofiTenbar  91 /'«=0  die  infinitesimalen  Transformationen 


und  zwischen  diesen  und  91 /*  besteht  in  der  That  keine  lineare  Relation. 
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^^-«.^  + 


,  df 


Yor.  Wie  wir  Dach  Satz  10  wissen,  gestattet  sie  gewisse  n  —  1  infini- 
tesimale Transformationen: 

a  =  l,2...n-l), 

welche  mit  Äf  keine  lineare  Relation  erRillen. 

Wenn  wir  nun  an  Stelle  von  x^-  -  -  Xn  irgend  welche  neue  Veränderliche 

(20)  Ei  —  AC^i"-'«»),     •••     ?x=/;(«i---a?«) 

benutzen,  so  geht  Af^'^0  in  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
K/'sBsO,  geschrieben  in  £i  *  *  *  IT»,  über.  Die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf*  • '  Un^if  gehen  gleichzeitig  in  gewisse  in  j^  •  •  •  j„  geschriebene 
infinitesimale  Transformationen  Ui/**  •  *  Un— i/*  über,  welche  SC/*«»  0  in- 
variant lassen  und  mit  %f  keine  lineare  Relation  erfüllen.     Sei: 


«^=«-.,'^-+•••+«--;,^ 

u,f=i,,4';  +  ...+i,-.3^. 

Es  ist  bekanntlich 

also: 

«*  =  Alk  -  «,  3^  +  •  •  •  +  «.g^^ 

und  analog 

&*=tr,s.=i,4^;+...+i„,^*, 

also  identisch' 

$11  Il2 


$«— 1,1   S«— 1,2   •  •  •   ln—i,i 


«11  Si2     *  *  *       §1« 


§n — 1,1   Sn— 1,2   *  •  '   bn—l,« 


as. 

Hx 

«S. 

^Xi 

dx. 

a«'. 

8«, 

«1, 

as„ 

as. 

3.f, 

c«» 

a.c,  1 
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vermöge  der  Gleichungen  (20).  Nach  Theorem  32  ist  die  linksstehende 
Determinante  der  reciproke  Wert  eines  Multiplicators  SR  von  K/*  =  0  und 
die  erste  rechtsstehende  der  reciproke  Wert  eines  solchen  M  von  ^4/*=  0, 
während  die  letzte  Determinante  die  Functionaldeterminante  von  ^i  *  *  -  £» 
hinsichtlich  x^^  *  -  Xn  ist.     Daher  kommt : 

(21)  2K  =  ^ 


\XlyX^"'Xj 


Der  allgemeinste  Multiplicator  von  ./!/*=  0  ist  gleich  itf,  multipliciert  mit 
irgend  einer  Lösung  von  .4/*=  0.  Da  vermöge  (20)  jede  Lösung  von 
Äf=0  in  eine  solche  von  %f=0  übergeht,  so  gilt  die  Formel  (21) 
für  irgend  einen  Multiplicator  M  von  Äf=0^  und  so  ist  der  Jacobi'sche 
Satz  auf  einem  neuen  Wege  bewiesen: 
MuitipUca-  Satz  11:     Ist  M  ein  Multiplicator  der  linearen  paHiellen   Differential- 

KintohnLugSfleichung  Af=0  in  den    Veränderlichen  a?i ,  iCg  •  •  •  a?» ,  und  fiikrt  man  in 
neuer  var.^^_.  Q   ^cffjfi^gß  ^fier  Transformation   an  Stelle  von  x^  -  •  •  Xn  neue   Ver- 
änderliche  Ji  •  •  •  Jn   ^iW;   so   besitzt   die   hervorgehende  DifferentiaUgleichung 
51/*  =  0  den  Multiplicator: 

M    

tvenn  dieser  Ätzdruck  in  Ji  •  •  •  Jn  geschrieben  wird. 

Eine  schöne  Anwendung  lässt  sich  von  diesem  Satze,  der  übrigens 
vermöge  der  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators  nahezu  selbstver- 
ständlich erscheint,  dann  machen,  wenn  man  annimmt,  eine  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  x^  -  -  -  Xn 

'  *  OX^     '  *  ox^ 

besitze  einen  bekannten  Multiplicator  M  und  gestatte  eine  bekannte  infini- 
tesimale Transformation 

sodass  nach  Theorem  29  des  §  2 

(22)  {UA)^X'Äf 

ist. 

Die  infinitesimale  Transformation   Uf  oder: 

(23)  Ji=^l  +  Sl^^       •••       In^Xn  +  inät 

führt  die  Gleichung  .4/'=  0  in  eine  Gleichung  31/*=  0  über,  die  wir  zu- 
nächst berechnen  müssen.     Es  ist 


«^=^f.|  +  --+^i-g 


Nun  aber  ist 
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Äl^M  =  ÄXk  +  Äi,öt  =  a*  +  Äiköt. 

Hier  sind  rechts  die  neuen  Veränderlichen  £  einzuführen.    (23)  giebt,  nach 
Xi' '  •  Xn  aufgelöst : 

wobei  in  Ij  •  •  •  I»  überall  i  statt  x  geschrieben  gedacht  wird.    Demnach  wird 

€tk{x)  =  «*(?)  —  StUai, 
also: 

Mk  =  «*(e)  +  (Ä^k  -  D-«*)  iJ/. 

Hierbei  wird  rechts  überall  x  durch  ^  ersetzt  gedacht.     Mithin  ist 

n 

oder  nach  (22): 

Der  Index  £  soll  natürlich  andeuten,  dass    überall  das  Zeichen  x  durch  i 
ersetzt  werden  soll.     Die  neue  Differentialgleichung  lautet  folglich 

wenn   jetzt    die    neuen   Veränderlichen    f i  •  •  •  E»   wieder  mit  x^  *  •  -  Xn   be- 
zeichnet werden.     Ferner  geht  M  über  in 

M  —  UMdt 

und    die   Functionaldeterminante    der    }C    hinsichtlich    der  x  lautet  bis   auf 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 


^+i^+k+-+'S"- 


\dxi        dx^ 

Nach  Satz  11  besitzt  mithin  die  Gleichung 

(1  -{'ldt)Af=^0 
den  Mnltiplicator 


M-^ 

UMdt 

1  + 

(11+ 

••+li)"' 

d. 

h. 

die 

Gleichung  Af=^ 

'  0  selbst  den  Mnltiplicator 

af- 

UMdt 

Hierin  sind  natürlich  nur  die  Glieder  nullter  und  erster  Ordnung  in  d^ 
Yon  Belang.  Wir  können  daher  diesen  Mnltiplicator  von  Af «»  0  auch 
so  schreiben: 

M-{uM  +  M{lk  +  ...  +  l^)  +  Ml}6t. 
Andererseits  besitzt  Af  =>  0  schon  den  Mtdtiplicator  M  selbst  und 
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wir  wissen,    dass   der.  Quotient   zweier  Multiplicatoren    eine   Lösung  oder 
eine  Constante  ist.     (Vgl.  Seite  334,  335.)     Daher  ist 

oder  also  auch 

eine  Lösung  von  Äf^=>0  oder  aber  eine  Constante. 
ei^eÄng         ^^^  ^^'*)  ^^  ^  ^^  Multiplicator  und 

auB  einem  o  /•  o  /• 

Mult.  und  Trf=  t      ^'     -L  .  .  .  -J-  fc       ^' 

einerinf.Tif.  ^/  ^^  d X^  ^  ^^"   Wx'^ 

eine  infinitesimale  Transformation  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
Af=^  0,  sodass 

{UÄ)  =  XÄf 
ist^  so  ist 

eine  Lösung  der  Qleichimg  Äf=0  oder  aber  eine  Constante. 

Die  Kenntnis  eines  Multiplicators  und  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gleichung  Äfcs^O  führt  also  unter  Umständen  zu  einer  Lösung 
dieser  Gleichung.  Dass  dem  so  sein  muss,  ergiebt  sich  kürzer  aus  der 
geometrischen  Interpretation.  Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  »  «»  3, 
so  ist  nach  Satz  9  der  Multiplicator  M  der  reciproke  Wert  des  Inhaltes 
eines  gewissen  zwischen  Charakteristiken  liegenden  Baumelementes,  bis 
auf  eine  Grösse  dfi.  Die  bekannte  infinitesimale  Transformation  Uf  von 
Äf=0  führt  diese  Charakteristiken  wieder  in  Charakteristiken,  das  Raum- 
element also  wieder  in  ein  solches  über  und  führt  somit  zu  einem  eventuell 
neuen  Multiplicator  von  u4/*=  0.  Der  Quotient  beider  Multiplicatoren  aber 
giebt  eine  Lösung  oder  eine  Constante.  Der  hier  angedeutete  geometrische 
Beweis  ist  oben  in  analytischer  Form  ausgeführt. 

Hierbei  wollen  wir  noch  hervorheben,   dass  die  Verwertung  der  geo- 
metrischen Deutung    des  Multiplicators    ohne   grosse  Mühe    auch    zu  dem 
sogen.  Principe  des  letzten  Multiplicators  und  den  übrigen  damit  zusammen- 
hängenden Multiplicatorsätzen  führt. 
Beispiel.  Beispiel:    Unser  Satz  12   soll  durch   ein  einfaches  Beispiel   illustriert 

werden.     Gegeben  sei  die  Differentialgleichung: 

Dieselbe  besitzt  einen  leicht  zu  findenden  Multiplicator.     Der  Multiplicator 
M  muss  ja  die  Gleichung  erfüllen: 

dxi      "^      dx^  dx^  ^ 


*)  Lie,   Allgemeine   Theorie   der   partiellen   Differentialgleichungen   erster 
Ordnung.     2.  Abhandlung,  Math.  Annalen,  Bd.  11  (1877),  Satz  16,  S.  608. 


Die  Maltiplicatoren  einer  Gleichong  Af  »  0.  347 

oder  ausgerechnet: 

^aigif.^aig^     v  +  Vlig^ 9 

Hiernach  giebt  es  einen  Ton  x^  freien  Moltiplicator,  der  die  Qleichnng 

erfüllt,  denn  dieser  Gleichung  wird  durch 

geoügt. 

Ferner  gestattet  Af^^O  die  infinitesimale  Rotation  um  die  rc^-Axe: 

da  ({7^)^0  ist.     Daher  ist  anch  nach  Satz  12: 


oder  also 


«i         a:, 


•27 

ein  Integral  von  Äf^^O.     Es  ist  dies  eine  Function  von    -  allein,  und 

in  der  That  ist  A—=:  0. 

«1 
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AewShnliche  Differentialgleichnngen  zweiter  Ordnung  in  x,  y, 
welcbe  eine  eingliedrige  Arnppe  gestatten. 

Im  6.  bis  8.  Kapitel  haben  wir  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  x,  y  betrachtet^  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  iu 
den  Veränderlichen  x,  y  gestatten.  Später^  im  13.  Kapitel,  haben 
wir  die  betreffenden  Theorien  in  neuer  Weise  dargestellt,  indem  wir 
die  Punkttransformationen  durch  Hinzufßgung  der  Transformationen 
des  Differentialquotienten  y  erweiterten. 

In  entsprechender  Weise  werden  wir  im  gegenwärtigen  Kapitel 
die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  »weiter  Ordnung  in  x,  y,  welche 
Transformationen  in  diesen  Veränderlichen  gestatten,  dadurch  behan- 
deln, dass  wir  diese  Transformationen  atoeimäl  erweitern^  d.  h.  die  Trans- 
formationen hinzunehmen,  welche  y  und  der  zweite  Differentialquotient 
y"  erfahren.  Dadurch  werden  die  sich  darbietenden  Probleme  auf 
schon  erledigte  Probleme  zurückgeführt. 
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Eine  gewöhnliche  Dififerentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  Xj  y 
definiert  oo^  Curven  der  Ebene  (x,  y).  Es  wird  sich  daher  zum  bes- 
seren Verständnis  empfehlen;  zunächst  Scharen  von  <x>^  Gurren  der 
Ebene  zu  betrachten^  welche  eine  Punkttransformation  gestatten. 

§  1.    Soharen  von  oo^  Curven  der  Ebene  und  Differentialgleiohimgen 
zweiter  Ordnung,  welche  eine  Funkttransformation  gestatten. 

«»**cui!^ra,         -^^^^  Schar  von  oo*  Curven   der  Ebene   (a?,  y)  wird  durch  eine 
^gg^^^^Gleichung  in   a?,  y  dargestellt,   welche  zwei  Parameter  a,  6  enthält: 

Natürlich  müssen  beide  Parameter  wesentlich  sein ,  d.  h.  es  muss  un- 
möglich sein,  io{x,  y,  a,  h)  auf  eine  Form  ^(rr,  y,  A(a,  &))  zu  bringen, 
denn  sonst   würde  unsere  Gleichung  in  Wirklichkeit  nur  einen  Para- 
meter l  enthalten,  also  nur  cx>^  Curven  darstellen. 
Liegt  nun  überdies  eine  Punkttransformation 

vor,  so  ist  es  denkbar,  dass  diese  jede  Curve  der  Schar  wieder  in  eine 
Curve  derselben  überführt,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Schar  die 
vorgelegte  Transformation  gestattet. 

Einige  Beispiele  werden  dies  erläutern. 
Beispiele.  1,  Beispiel:    Die  Schar  der  <x>*  Geraden  der  Ebene  gestattet  eine 

beliebige  Rotation  der  Ebene  um  den  Anfangspunkte  Einmal  ist  dies 
geometrisch  klar,  denn  die  Rotation  führt  jede  Gerade  wieder  in  eine 
Gerade  über.  Es  lässt  sich  aber  auch  analytisch  nachweisen:  Die 
Schar  der  oo^  Geraden  wird  dargestellt  durch 

y  — -  aa?  —  6  =  0, 
die  vorgelegte  Rotation  durch: 

a?!  «=  a?  cos  a  —  y  sin  a,    y^  =  a;  sin  a  -{-  y  cos  «. 
Stellen  wir  zwischen  x,  y  die  Beziehung 

y  ■—  ax  —  6  =  0 

her,  so  besteht  auch  zwischen  x^  und  y^  eine  lineare  Gleichung.  Es 
kommt  ja  zunächst  wegen  y  «=»  aa;  -|-  6: 

Xi  =  a;(cos  a  —  a  sin  a)  —  6  sin  a, 
Vi  *=  a?(sin  a  -{■•  a  cos  «)  +  6  cos  er, 

oder  also  nach  Elimination  von  x: 

a?j (sin  a  +  a  cos  a)  —  yi(cos  a  —  a  sin  a)  =  —  b  sin  a(sin  a-^-acosa)  — 
—  b  cos  a(cos  a  —  a  sin  a)  =  —  b. 
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d.  h.  vermöge  unserer  Rotation  geht  die  Gerade 

y  -—  ax  —  b  =  0 
in  die  Gerade 

sin  a  4-  a  cos  a  ^  /\ 

y [ , Xi 1 =  0 

^'         COS  a  —  a  Bin  a     ^         cos  a  —  a  Bio  a 
Über. 

2,  Beispiel:    Die  Schar  aller  oo^  Kreise  mit  gleichem  Radius  1 : 

(x-ay  +  (y-by  =  l 

gestattet  auch  eine  beliebige  Rotation.  Dies  ist  augenscheinlich,  da 
die  Rotation  jeden  Kreis  mit  dem  Radius  1  in  einen  gleichgrossen 
Kreis  überführt.  Es  lässt  sich  andererseits  auch  wie  im  ersten  Bei- 
spiel analytisch  verificieren. 

3,  Beispiel:    Die  Schar  der  oo'  Ellipsen  und  Hyperbeln 

deren  Axen  auf  den  Coordinatenaxen  liegen ;  gestatten  die  affine  Trans- 
formation: 

denn  diese  führt  den  Kegelschnitt 

in  den  Kegelschnitt 

über^  der  auch  der  Schar  angehört. 

Man  kann  fragen,    wie  man  cmcMisch  entscheidet,  ob  eine  Schar  von    Anaiy- 
oo*  Curven^  die  in  der  Form  vorliegt:  .     urium. 

m(x,y,a,  &)  =  0, 
eine  Transformation 

Xi'=(p{x,y\    yi  =  '^{x,y) 

gestaltet.  Man  wird  zu  dem  Zwecke  wie  in  unseren  Beispielen  diese  Trans- 
formation auf  eine  Curve  der  Schar: 

m{x,y,a,b)  =  0, 

für  die  a,  b  bestimmte,  aber  allgemeine  Zahlen  werte  haben,  ausführen, 
also  aas  der  letzten  Gleichung  x,  y  vermöge  der  Transformation  eliminieren. 
Dadurch  geht  eine  neue  m  x^^  y^  geschriebene  Cnrve  hervor,  die  auch  der 
Schar  angehören  soll,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

haben  muss,  wo  aj,  5j  gewisse  Zahlen  werte  bedeuten.  Diese  Zahlen  a^,  b^ 
müssen  gewisse  Functionen  von  a,  b  allein  sein,  etwa: 
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fl,  =  A(a,  h\     \  =  B{a,  h). 

UnBere  Carre  {a,  b)  wird  alsdann  in  die  Cuire  (a^,  bj)  der  Schar  fiber- 
geffihrL 

Wir  können  dies  offenbar  aach  so  aussprechen:     Die  TransfonnatioD 
von  X,  y,  a,  b  m  x^,  y^,  a,,  b^z 

muss  die  Gleichung 

ai[x,y,a,b)  =  0 

invariant  lassen,  d.  h.  sie  in 

fiberftlhren.     Daher: 

Eine  Schar  van  oo*  Curven 

m(x,  y,  a,  t)  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  TransfomuUum 

fremt   e»  möglich  ist,  zwei  Functionen  Ä(a,  b)   und  B(a,  b),  die  x^  y  nicht 
enthalten,  derart  anzugeben,  dass  die  Gleichung 

(o(x,  y,  a,  b)  =  0, 

aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  vier  Veränderlichen  x,  y^  a,  b,  die  Trans- 
formation 

B«i«tri«i.  Betrachten  wir  das  zuerst  benutzte  Beispiel:    Die  Schar  der  oo*  Geraden 

i»?^y  —  ax  —  6  =  0 
der  Ebene  gestattet  die  Rotation: 

ar^  =  a;  cos  «  —  y  sin  a,     y^  =  a:  sin  a  +  y  cos  a, 
denn  die  Transformation  von  x,  y,  a,  b  in  x^,  y^,  a^,  b^i 

a?!  =  jr  cos  «  —  y  sin  er,     y^  =  x  sin  a  +  y  cos  a, 
tiax  a  -\-  a  cos  «       ,    b 

;»    ^1 


008  a  —  a  Bin  a '        '         cos  a  —  a  sin  a 


führt  die  Gleichung  y  —  ax  —  6  =  0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor 
über  in  y^  —  a^^x^  —  d^  »=  0.     In  der  That  wird: 


,  ,  sin  «  -|-  a  co8  a  /  .      n 

Vi  —«1^1  —  6^  =  a;  sin  «  +  y  cos  «  —  ^^^^_^^^^  (a; cos a  —  y  sin «) — 

;  (y  —  aa;  —  b). 


cos  a  —  a  sin  a 
b  1 


cos  a  —  a  Bin  a         cos  a  —  a  sin  er 

Eine  Schar  von  oo*  Curven  der  Ebene 
a){z,y,a,b)  =  0 
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kann  auch  durch  ihre  Differentialgleichung  definiert  werden.  Eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  a;,  y  hat  ja  oo*  Inte- 
gralcurven,  und  umgekehrt  lässt  sich  jede  Schar  ©(a?,  y,  a,  6)  ==  0  als 
die  Schar  der  Integralcurven  einer  solchen  Differentialgleichung  auf- 
fassen. 

Wenn  wir  nämlich  die  drei  Gleichungen  bilden:  awSt*Ordn. 

(1)  cD(a;,  y,  a,  6)  =  0,     ^^  =  0,    5^  =  0, 

indem  wir  bei  der  Differentiation  die  Grösse  y  als  Function  von  x 
auffassen,  und  hieraus  a  und  b  eliminieren,  so  geht  die  Differential- 
gleichung 

hervor,  deren  Integralcurven  durch  die  Schar  co  ««  0  dargestellt  werden. 
Wir  wollen  nun  vermöge  einer  Punkttransformation 

neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  der  Curvenschar  co  =  0  ein- 
führen.    Sie  gehe  dadurch  fiber  in 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  a:,  und  y^: 

deren  Integralcurven  diese  Schar  giebt,  wird  erhalten  durch  Elimination 
von  a,  b  aus  den  drei  Gleichungen 

(1')  a,,ix„y„a,b)^0,    g-  =  0,     g^i^O, 

in  denen  bei  der  Differentiation  die  Grösse  y^  als  Function  von  rr, 
aufzufassen  ist. 

Andererseits  können  wir  auch  direct  in  (1)  die  neuen  Veränder-  EinfuhruDg 

^    ^  neuer  ver- 

liehen x^,y^  einführen.  Dadurch  geht  das  Gleichungensystem  (1)  über  in:  *^""^^®' 

Die  Elimination  von  a  und  b  aus  dem  Gleichungensysteme  (!"')  liefert 
dann  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


ä(«„,„^,^)-.o, 


in  welche  die  Gleichung  Ä  ==  0  durch  die  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen iTj,  y^  übergeht.  Aber  offenbar  deckt  sich  das  Gleichungen- 
system (1')  mit  dem  Gleichungensystem  (1"),  und  daraus  folgt: 
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Satz  1:  Nimmt  eine  Differentialgleichung  jstoeiter  Ordnung  zwischen 
Xy  y:  Sl(x,  y,  y\  t/')  =  0  vermöge  einer  Transformation 

^i  =  9>(«,  y),  yi  =  *(^,y) 

in  den  neuen  Veränderlichen  x^^  y^  die  Form  Sl^{x^y  j/i,  yi\  y/')  =  0 
an,  so  führt  diese  Transformation  die  Sdiar  der  Integrcdcurven  von  Ä  =  0 
in  die  der  Integralcurven  von  Äj  =  0  über. 

Hieraus  folgt  als  Zusatz: 

Satz  2:  Eine  Differentialgleichung  Sl(x,  y,  y,  y")  =  0,  deren  Inte- 
graicurven  durch  die  Gleichung  cnix,  y,  a,  6)  =  0  dargestellt  werden,  kann 
bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  der  Transformation 

^1  =  9>(^,  y\   Vi  =  *(a?,  y) 

dann  und  nur  dann  wieder  in  der  Form  Slix^,  y^,  y/,  y/')  =  0  ge- 
schrieen werden,  wenn  die  Schar  der  Integralcurven  ai  =  0  die  Trans- 
formcUiofi  gestattet. 

Wir  -werden   also  auch  dann   die  Redeweise  gebrauchen   können, 
dass  die  Differentialgleichung  Sl  ^=0  die  Transformation  x^  =  g>(x,  y), 
Vi  =  tQx^j  y)  gestatte. 
BeispieL  Beispiel:     Die  Differentialgleichung 

y"  =  0 
hat  die  Integralcurven: 

y  =  arr  +  6, 

d.  h.  die  Geraden  der  Ebene.    Diese  Geraden  werden  bei  der  Rotation 

rTj  «=  a:  cos  a  —  y  sin  a,    yj  =  a;  sin  a  +  y  cos  a 
unter  einander  vertauscht;  wie  wir  schon  in  früheren  Beispielen  her- 
vorhoben.    Es  ist  hier: 

/ dyi  dx  •  sin  a  -{-  dy  -  cos  « »in  of  +  y'  coa  a 

^^         da?!         dx  '  cos  a  —  dy  •  sin  a        cos  a  —  y  m  a' 

also . 

,  sin  a  -h  v'  cos  a 

//  ayi   cos  a  —  y  sin  a 

^'  da?j         dx  '  coB  a  —  dy  '  Bin.  a 

1  {(MBa--y  s'ma)' dy   cos a'\-{a[n a-^y  COB et)- dy -aina 

(cosa— y  sina)*  dx-coBcc  —  dysina 

L^ ¥^ =      ^:  _ 

(cosa — ysina)*     da;co8cf — dy-Bma         (cosa  —  y' sin«)* 
Die  aus  y'=  0  hervorgehende  Differentialgleichung  unterscheidet  sich 
also  von  yi"=  0  in  der  That  nur  um  einen  unerheblichen  Factor. 

Bei  unserer  Transformation 

(2)  x,  =  fp{x,y),    y^^^{x,y) 

ist: 
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^i   ~  da:,         dy        9'(a:)  +  y>'(y)  —  *^^'  y»  ^  ^^ 
und  also: 

/,  ^  dy/  ^    y  (ar)  +  y  y'(y)  __  dx(x,  y,  y  ) 
^*  drCi  dx,  dy 

Rechnet   man  dies   aus,   so  erhält  man,   indem  man  ^  ^=  y"  setzt, 
y/'  dargestellt  als  Function  von  x,  y,  j/',  y",  sagen  wir  etwa  so: 

y/'_0'(a;,y,y,y'). 
Um  nun  die  Differentialgleichung  zu  erhalten,  in  welche  die  vorgelegte 

ß(^;  Vf  y,  yl  =  0 
durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x^,  y^  vermöge  (2)  über- 
geht,  haben   wir   aus   der  vorgelegten  x,  y,  y,  y"  vermöge  der  vier 
Gleichungen 

(3)    a:i  =  9)(rr,  y),    yi  =  t(p^,y),    yi=x{x,y,y'\    yr  =  ^(a;,y,j/',y") 
zu  eliminieren,  mit  anderen  Worten:   Wir  haben  auf  die  Gleichung 

in  den  vier  Veränderlichen  x,  y,  y,  y"  die  Transformation  (3),  u^lche 
diese  vier    Veränderliche  x,  y,  y\  y'  in  x^,  y^,  y/,  y/'  überführt,   aws- 
zuiiben.  Wenn  dann  die  hervorgehende  Gleichung  zwischen  x^,  y^yi}  y\ 
sich  deckt  mit 

so  gestattet  die  Di/feren^ta^gleichung 

Si.{x,y,y,y")^(i 
die  J\«nÄ;rtransformation  (2). 

In  §  1  des  13.  Kapitels  haben   wir  schon  die  Transformation  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y': 

wo 

^  -v'W  +_yV(y) 
*  ~~  <p'W  +  y>'(y) 

ist,  betrachtet     Wir  bezeichneten  sie  damals  als  die  Transformation 

der  Linienelemente  {x,  y,  y)  der  Ebene  oder  als  die  Erweiterung  der 

Punkttransformation  (2).     Schärfer   wollen   wir  sie  jetzt  als  die  em- 

malige  oder  erste  Erweiterung  der  Punkttransformation  (2)   bezeichnen 

und  dementsprechend  die  Transformation  (3)  der  vier  Veränderlichen    zweite 

X}  yy  y'}  y"  ^^^  zweimalige  oder  zweite  Eru?eiterung   der   Punkttrans-^T^TY^^.^ 

formation  (2)  nennen. 

Lie,  Differentialglelohungen.  23 
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Wie  es  damals  vom  geometrischen  Standpunkt  als  selbstverstAnd- 
lieh,  aber  vom  analytischen  Standpunkt  nicht  so  sehr  als  selbstver- 
ständlich ersdiien,  dass  der  Wert  von  y^  nur  Xj  y,  y  enthält,  so 
können  wir  auch  hier  die  Thatsache  hervorheben,  dass  in  (3)  der 
Wert  von  y^"  nur  von  Xj  y,  y\  y\  nicht  aber  von  höheren  Differential- 
quotienten abhängt.  Wenn  also  in  der  Ebene  sstvei  Curven  sich  in 
einem  Punkte  (x,  y)  osculieren^  d.  h  daselbst  auch  dasselbe  y  und'  y" 
bf^tzen,  so  werden  sich  auch  die  vermöge  einer  Punkttransformation  (2) 
transformierten  Curven  in  dem  entsprechenden  Punkte  (x^  y^)  oscülieren, 
denn  sie  haben  daselbst  wegen  (3)  gleiches  y^'  und  y^\ 

Das  Ergebnis  dieses  Paragraphen  können  vnr  nunmehr  so  aus- 
sprechen: 

Satz  3:  Die  Differentialgleichung  eweiter  Ordnung  zwischen  x,  y: 

^i^>  y,  y';  y")  =  o 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Punkttransformation 

wenn  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  Veränderlichen  x,  y, 
y ,  y"  die  zweimalige  Erweiterung  dieser  Punkttransformation: 

^i  =  9(^,y);  »i  =  *(^,y);  Vi  —  j^^xi^^y^ylf 

yr=§|  =  ^(.;,y,y,y") 

gestattet. 

Wir  gingen  oben  davon  aus,  dass  die  Punkttransformation  x^'^g>  (rr,  y), 
^^  s=s  <^(a;,  y)  die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  untereinander 
vertausche,  also  von  einer  geometrischen  Vorstellung.  Führen  wir  irgend 
welche  neue  Veränderliche  ein,  so  können  wir  dies  als  Zugrundelegung 
eines  neuen  Coordinatensjstems  auffassen,  bei  der  alle  geometrischen  Be- 
ziehungen ungeändert  bleiben  (wie  in  §  1  des  3.  Kapitels).  Auf  diese 
Weise  erhellt  unmittelbar  der 

Satz  4:  Gestattet  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
in  X,  y: 

Ä(rr,y,y',y")  =  0 
die  Punkttransformation 

und  führt  man  in  die  Gleichung  sowie  in  die  Transformation  irgend  welche 
neue  Veränderliche  %,  ^  ein,  so  gestattet  auch  die  neue  Differentialgleichung 
in  j,  t)  die  neue  Transformation  der  Punkte  (g,  tji). 

§  2.     Zweimal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe. 

Die  Frage  nach  einem  Kriterium  dafür,  dass  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y  alle  Transformationen  einer 


Zweimal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe.  355 

eingliefdrigen  Gruppe  gestatte,  verlangt  zunächst,  wie  aus  den  Ent- 
wickelungen  des  vorigen  Paragraphen  hervorgeht,  eine  Betrdchtung 
aller  Transformationen,  welche  durch  eweimalige  Erweiterung  aus  den 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y  hervorgehen.  Diese 
Untersuchung  ist  der  in  §  2  und  3  des  13.  Kapitels  gegebenen  sehr 
ähnlich. 

Es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  der 
Ebene  {x,  y)  in  ihren  endlichen  Gleichungen  vorgelegt: 

(4)  a^i  =  9)(a?,y,a),    yi  =  *(a;,y,a). 

Wir  erweitern  die  allgemeine  Transformation  Ta  derselben^  indem  wir 
die  Transformation  berücksichtigen,  welche  %/  erfahrt  Die  dadurch 
hervorgehenden  Gleichungen: 

(5)  x^  =  fp{x,y,a)j    yi  =  *(a?, y, a),    y/— ^  =  x(a;,  y,y,  a) 

stellen,  wie  in  §  2  des  13.  Kapitels  bewiesen  wurde,  wieder  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  und  zwar  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transforma- 
tionen der  Linienelemente  x,  y,  y  dar.  Wenn  also  die  Reihenfolge 
der  beiden  Transformationen  Ta  und  Ta^  der  Gruppe  (4)  die  Trans- 
formationen ^;i(a,ax)  derselben  liefert,  so  ist  auch  die  Reihenfolge  der 
beiden  Transformationen  Ta  und  Ta[  der  Gruppe  (5),  die  den  Para- 
meterwerten a  und  a^  entsprechen,  äquivalent  der  Transformation 
Tx{fl^a^  der  Gruppe  (5),  die  zum  Parameterwert  k{a,a^  gehört,  d.  h, 
die  Gleichungen: 

(5)  x^  =  ^>{x,y,a),    y^^^{x,y,d),    yi=  t{x,y,y\a) 
und 

(5')   x^^ff>{x^,y,,a^,   2/2  =  *(i»,, yi, «0,   y/— z(^i;yi; yi';öi) 

liefern,  wenn  aus  ihnen  rCj,  y^,  y/  eliminiert  werden: 

(5")  a:2  =  9>(Ä?,y,A(a,ai)),  y^  =  ^{x,yyX{a,a^\   ya^xC^^y^yi^C«,«])). 

Erweitern  wir  nun  die  gegebene  Gruppe  (4)  zweimal,  indem  wir 
auch  die  Transformationen  von  y"  berücksichtigen,  so  ergeben  sich 
00*  Transformationen  in  x,  y,  y',  y"\ 

(6)  x,=ip{x,y,a),    y,  =  H^,y,a),    y^^  %(x,y,y\a), 

Wir  behaupten,  dass  auch  diese  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden. 

Zum  Nachweis  führen  wir  nach  der  Transformation  Ta",  die  zum 
Parameterwert  a  gehört,  die  zum  Wert  a^  derselben  gehörige  T«/'  der 
Schar  (6)  aus,  setzen  also: 

23* 
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(6')    a:,  =  g)(a;,,y,,a,),    y»  =  1^(«i, yi,  «i),    Vt'^  z(xi,yi,yi,\), 

und  eliminieren  nun  x^,  y^,  y/,  y/'  aus  (6)  und  (6').  Dabei  erhalten 
x^,  y^j  yf  die  Formen  (5").  Zu  beweisen  bleibt  also  nur  noch,  dass 
y/'  die  Form  erhält: 

y2'=  ^i^i  y,  y\  y\  ^K  «i))- 

Dies  ist  offenbar^  denn  es  ist  nach  (5')  und  (5"): 

»2'=  %{xu  Vu  y/;  «1)  =  x(^7  y,  y,  ^(«;  «i)) 

und 

^2  =  9(^1;  yn  «i)  =  9>i^y  y,  ^(ö,  öl)), 
also 

vermöge  unserer  Transformationen  (6)  und  (6'). 
Mit 

oder 

(7)  TaTa^  =^  Ti^a,a,) 

ist  demnach  auch 

Jf '/  rp   ff  rp  f 

Theorem  33:    Erweitert  man  eine  eingliedrige  Gruppe  mit 
paarweis  inversen  Transformationen 

^1  — 9(a;,y,a),   yi  =  H^,y,a) 

durch  Mitberücisichtigung  der  Transformationen  des  ersten 
und  zweiten  Differentialquotienten  y  =  ^,  y"  =  ^,  50  bilden 
die  erweiterten  Transformationen 

a^i  =  9(^» y; ö);  yi^H^>y7<^)>  yi'  =  z(^,y;y,«)» 

y;'^^{x,y,y,y',a) 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen. Giebt  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen 
der  ursprünglichen  Gruppe^  welche  den  Parameterwerten  a,  a^ 
entsprechen,  eine  Transformation  mit  dem  Parameterwert k{a,a^, 
so  gilt  dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der 
zweimal  erweiterten  Gruppe. 

Was  hier  von  den  inversen  Transformationen  gesagt  ist,  liegt  in 
den  Formeln  (7). 
Zweite  er-  Hicmach  ist  klar,  was  unter  der  zweiten  erweiterten  Gruppe  einer 

weiterte  Gr.  -r»      i  /.  -m  i  . 

Gruppe  von  Punkttransformattonen  der  Ebene  zu  verstehen  ist. 
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Natürlich  enthält  die  neue  Gruppe  die  identische  Transformation 

^1  =  ^;  yi  =  y;  yi=5^  — y.  yi  •-^^^y^ 

die  durch  Erweiterung  der  identischen  Transformation 

der   ursprünglichen   Gruppe   entsteht,    und  eine   infinitesimale   Trans-^^^^^^^'j^j 
formation.     Diese'  wollen  wir  bestimmen.  ^"^  Gruppe. 

Wir  wissen,  dass  die  erste  erweiterte  Gruppe  die  infinitesimale 
Transformation 

besitzt,  welche  durch  Erweiterung  aus  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

^  dx^^  dy 
hervorgeht,  indem 

ist.  (Vgl.  §  3  des  13.  Eap.)  Die  einmal  erweiterte  Gruppe  besitzt 
demnach  endliche  Transformationen,  deren  Reihenentwickelungen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe,  der  für  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation liefert,  die  Form  haben: 

^1— ^+6^H ,     yi=y  +  rit-\ ,     y/=y+V^H , 

wo  rf  obige  Bedeutung  hai  Indem  wir  diese  endlichen  Transfor- 
mationen noch  einmal  erweitern  woHen,  haben  wir  zu  berechnen: 


Hierin    sind   unter    ■—-,  ^  DiflFerentiationen    zu   verstehen,   während 

u  von  X 
wird.     Anstatt  durch  die  Reihe 


deren  y  als  Function  von  x  betrachtet,  also  5^  "=*  y  ?  ^  "=  y '  gesetzt 


zu   dividieren,    können    wir   mit   einer   gewissen   Potenzreihe   nach   t 
multiplicieren,  die  so  anfängt: 

Somit  kommt: 

y~~(f+%,  +  ...)(l-»,  +  ...)- 
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Nunmehr  wollen  wir  zur  infinitesimalen  Transformation  übei^ehen, 
also  t  unendlich  klein  annehmen,  etwa  gleich  dt.  Dann  ergiebt  sich, 
dass  sich  y"  änderfc  um  das  Increment: 

Infolgedessen  lautet  die  infinitesimale  Transformation  der  zweimal 
erweiterten  Gruppe: 

(8)  i7'r=6|^  +  ,|£  +  V|^4-V'^, 

wo  V  und  ly"  die  Bedeutungen  haben: 

^  dx         ^    dx  ^ 

^  dx        ^    dx  ^ 

oder  ausführlich  geschrieben: 

/       gl?    ,   /dri g£\    , d_^   /j 

'^—dx'^Xdy       dx)y       dyy 
und 

n —  dr[    ,    dn     '   I    ^V     ''       ./'  ßi    I    ^S    '\  — 

—  ä^*  "^  lä^äy  ""  dxv  y  ""  aiäy ^^  *  "^ 

+  \ay   di   ^ dyyjy    \di+  dyy)y  — 

—  aaj'^V^aojgy       aW^'^Vay«       ^dxdyjy         dy^y    ^ 

Man  wird  zur  praktischen  Berechnung  diese  ausführlichen  Formeln 
nicht  benutzen,  sondern  nur  die  Formeln  (9);  und  namentlich  wird 
man  ri  und  ri"  successive  und  nicht  r('  unabhängig  von  v(  aus- 
rechnen. 

Zu  beachten  ist,  dass  ri'  in  y'  linear  ist,  während  doch  ri  in  y 
qtiadrcUisch  ist.  Diese  Thatsache  ist  an  einer  späteren  Stelle  von 
Bedeutung.    (Vgl.  S.  375.) 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  5:  Ist 

'^f^if.  +  n^ 

die  infinitesimale  Transformation  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkt- 


(10) 
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transformationen  der  Ebene  (x,  y),  so  tvird  die  zweite  erweiterte  Gruppe 
dieser  Gruppe  erzeugt  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

wo 

^  —  dx       y  dx' 

"  __  dr[^  „  di_ 

^  dx        ^    dx 

ist.    Hierbei  ist  m  beachten,  dass  bei  der  Berechnung  von  rf  und  ri"  nach 
diesen  Formeln  während  der  Differentiationen  ncuih  x  die  Veränderliche 

y  als  Function  von  x  zu  betrachten,  also  -^  =  y,  -j-^  ^  -r^  =  y"  f^^ 

dx  CbX  dx 

setzen  ist. 

Da  hiernach  aus  der  Kenntnis  allein  der  infinitesimalen  Trans- j,^^®*J^ 
formation    Uf  der   ursprünglichen  Gruppe   die  von  JT'f  sich  ergiebt,  ^  ^^'  '^^' 
so   werden   wir   CT'/*  direct  die  zweite  Erweiterung  der  tnfinitesimalen 
Transformation  Uf  nennen. 

Wir  können   die   Formel   för   ij"   auch   wie   früher   in   §  3   des  xtLltun 
13.  Kapitels  die  für  ij'  auf  kürzerem,  aber  weniger  elementaren  Wege  ^^^^^^^ 
durch  Benutzung  eines  Satzes  der  Variationsrechnung  ableiten.    Indem 
wir  auf  die  betreffenden  Bemerkungen  an  jener  früheren  Stelle  zurück- 
verweisen, geben  wir  hier  nur  die  Formeln  dazu  an.     Es  ist  das  In- 
crement  Sri'  =  r[' St  von  y"  zu  berechnen.     Wegen  y"=  -y-  kommt: 


iy.« 


^dy  ,       9dy        ,  ,    Sdx 

dx  dt  ^      dt 


dt  dt  dx^ 

oder,   wenn  die  Reihenfolge  der  Operationen  d  und  d  geändert  wird: 

, dy         ,  ,     ,  dx 

dx  '  d  — dv  '  d  -r- 

dy    _  dt         "y     **  st 

dt  dx^ 

Nun  ist  8\/=iriSt,  dx^^^dt^  demnach  kommt: 

«"  =  ^  =  ^  _  ♦/'  ^ 
^   —dt    —  dx        ^    dx' 

also  in  der  That  die  zweite  Formel  (9). 

1.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Translation  Beispiele. 

soll  zweimal  erweitert  werden.     Hier  ist: 

1  =  0,   n  =  h 
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abo: 

Qod 

T^omit  i«t  TT'fz:.  Uf*    In  der  That,  Cy  eizeagt  die  emgliedrige  Gruppe 

fon  Trao^lationen: 

^1  —  ^,    yi  =  f  +  ' 
mid  hier  ist: 

« '  _  ^  _  ^  _  «r' 

«  "  „  1?L  _  ^  —  *.'' 
3^1  rfXj   ~  rfx  ~  3^  , 

d.  b.  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  lautet: 

^i  — ^,  yi  =  y  +  ^  yi^y,  fr=y" 

and  hat  offenbar  die  infinitesimale  Transformation 

2.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Rotation 

'  ^  cx   *       dy 

soll  zweimal  erweitert  werden.     Da  hier 

|  =  — y,    fl  =  x 
ifft;  SO  kommt: 

»»"      3F  -  »"  Ä  =  2!^»"  +  y'V  =  3yV'. 
Es  wird  also: 

U"f      .-ylC  +  xll  +  (l  +  y'^l^  +  S^y"^. 

Um  auch  dies  zu  verificieren,  erinnern  wir  an  das  Beispiel  des  §  1, 
in  welchem  wir  die  zweimalige  Erweiterung  der  von 

er%cugten  Gruppe  von  Rotationen: 

x^  «^  X  coB  t  —  y  sin  t,    y^  —  a?  sin  <  +  y  cos  t 

schon  ausgeführt  haben  (wenn  auch  ohne  die  Rechnung  so  aufzufassen). 

Danach  ist  bei  unserer  Gruppe: 

/        sin  ^  -l"  y  cos  t 
^^         oos  i  —  y  sin  t ' 

^*  (cos  «  —  y'  sin  ty  ' 
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Um  zur  infinitesimalen  Transformation  zu  gelangen,  haben  wir  t  un- 
endlich klein;  gleich  8t,  anzunehmen.     Es  ist  aber: 

cos  d^  —  ^  sin  d^  =  1  —  ySt, 
d.  h. 

coBdt-y'sindt  =  1  +  y'*^ 
bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  höherer  Ordnung,  und  somit  kommt: 
Vi  =•  (6t  +  y)  (1  +  y'dt)  =  y'  +  (1  +  ^»)St,         . 
Vx"  =  fO-  +  y'Sty  -  y"(l  +  3y  (»0  =  V"  +  3yy'*<, 
sodass  die  Incremente  von  y   und  y"  in  der  That  die  Werte  haben: 
8y'  ^r{dt={l  +  y'^)8t, 
8y"=fi''8t  =  3yY8t, 

die  sich  oben  direct  ergaben. 

3.  Beispiel:    Bei  der  infinitesimalen  Ähnlichkeitstransformation 


ist: 
also: 

sodass 


i  =  x,  n  =  y, 

tt dti  ffd^  ff 

IT'f n-^f  .1.  „    ^f  .."     ^f 


wird.     JJf  erzengt  die  eingliedrige  Gruppe: 

iüi— «e*,    yi^yef, 
bei  der: 

y^^dx,  ^ ^.dx    y' 

und 

y^^dx,- ^.ax   ^  y 

ist.   Die  endlichen  Gleichungen  der  zweimal  erweiterten  Gruppe  sind  also: 

x^^xef,   Vi^yify   y/  — y,   yr  =  y"c-'. 

t^=  8  t  giebt  in   der  That   die   oben   erhaltene   infinitesimale  Trans- 
formation 

^f=^rx  +  yTy-y  w 
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§  3.     Eriterinm  dafür,  dass  eine  Differentialgleiohimg  zweiter 
Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet. 

Nach  Satz  3  des  §  1  gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

die  Pnnkttransformation 

sobald  die  Gleichung  A  »=  0,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den 
vier  Veränderlichen  x,  y,  y,  y\  die  zweite  erweiterte  Transformation 
von  X,  y,  y,  y"  in  x^,  y^,  y/,  y/'  zulässt. 
Die  Differentialgleichung 

Slix,y,y',y")^0- 

gestattet  demnach  alle  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene^ 
sobald  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  Veränderlichen 
Xf  y,  y',  y",  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  zulässt,  deren  infinitesimale 
Transformation  ü"f  wir  im  vorigen  Paragraphen  berechnet  haben. 
Nach  Theorem  28,  §  3  des  14.  Kapitels,  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  fT'ß  vermöge  ii  =  0  ebenfalls  verschwinde.  Also 
hat  sich  ergeben: 
falteri^"  Theorem  34:  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
in  Xy  y: 

a(x,y,y\y')  =  0 

gestattet   alle   Transformationen  der  von   der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dann  und  nur  dann,  wenn  der 
Ausdruck 

vermöge  Ä  =  0  ebenfalls  verschwindet    Hierin  bedeuten  r(  und 
rf'  die  Ausdrücke,  welche  nach  den  Formeln 

„'  __  ^ -/  ^      -«"  =  ^  _  */'  ^ 

^  —dx       y  dx'     ^   —  dx        y   dx 
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0U  berechnen  sind,  in  denen  die  Differentiationen  nach  x  totale, 

^^^^  sl  "^  y''  ä  °"  y"  ^^*^  ^^"^**- 

Mit  Rücksicht   auf  Satz   11    des  §  3,    14.  Kapitel,^  erscheint  es 
naturgemäss,  zu  sageu,  ß  =  0  gestatte  die  infinitesimale  Trans formation^^«^^^- ^f 
Uf,  sobald  U"Sl  =  0  vermöge  ß  =  0  ist,  und  danach  unser  Theorem    J^^Sl" 
so  auszusprechen: 

Satz  6:    Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

gestaMet  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y,  sobald 
sie  ihre  infinitesimale  Transformation  eulässt. 

In  Theorem  34  haben  wir  die  Diflferentialgleichung  zweiter  Ord-  ^o^^de" 
nung  in  irgend  welcher  Form  vorgelegt  gedacht.  Wir  wollen  nun  ^^*®'*'^"' 
insbesondere  annehmen,  sie  liege  in  aufgelöster  Form 

y '  —  »(^;  y,  y)  =  o 

vor.     Alsdann  ist  zu  setzen: 

£l  =  y'—m{x,y,y) 
und   ü"Sl  wird: 

^  ^=-^e^-ns^-v  s^  +  v 

oder  wegen  der  in  §  2  angegebenen  Werte  (10)  von  rf  und  rf',  wenn 
wir  die  partielle  Differentiation  nach  x  oder  y  durch  angehängten 
Index  X  resp.  y  bezeichnen,  um  die  Formel  etwas  abzukürzen: 

Dies  soll  verschwinden  vermöge  Ä  =  0,  d.  h.  vermöge  y"  =  ©.  Wenn 
wir  also  hierin  y'  «=  m  setzen,  so  muss  der  hervorgehende  Ausdruck 
identisch  verschwinden.     Daher: 

Theorem  35:     Die   Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 
y"  =  ö (a?,  y,  y)  gestattet  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige 

Gruppe  %{x,  y)  gj  +  ''li^,  y)  j-,  wenn  der  Ausdruck 

(f)v  -  21.  -  3|»j^)o  -  6^y'»  +  (ijv,-  2U)y  *  + 
+  (2  »2«,  —  S«r)  y'  +  1J«.  —  5  gj  —  ij  g^  - 

ist  für  alle  Werte  von  x,  y,  y , 


\ 
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Dritte^orm         jj^^j  kaiui  dieseiü  Kriterium  eine  Form  geben ,  die  oft  ungleich 
Kriterium«. 2^eckmä88iger  ist     Die  Differentialgleichung: 

y'  -  «(^,  y,  y)  =  o 

ist  ja  äquivalent  einem  simultanen  System  in  den  drei  Veränderlichen 

z,  y,  y,  denn  es  ist 

/        dy         „ dy  f  /v 

das  äquivalente  System  lautet  also: 

^  «=  ^  c=     <^y 
1  "^  y'  "  «(a?,  y,  y ) ' 

Diesem  simultanen  System  in  o;,  j^,  y   wiederum  ist  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung: 

zugeordnet     Soll  also  unsere  ursprüngliche  Gleichung 
die  infinitesimale  Transformation 

gestatten^   so   kommt   dies   darauf  hinaus ,   dass   die  lineare  partielle 
Differentialgleichung  in  Xy  y,  y   allein: 

die  infinitesimale  Transformation 

also  die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation   TJf  gestatten 
muss.     Daher: 

Satz  7:    Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  ßweiter  Ordnung 
y''  =  ai(x,y,y) 
gestattet  äUe  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 
die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation  TJf,  nämlich  : 


tfulässt. 
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Man  kann  leicht  verificieren,  dass  dies  Kriterium   sich  mit  ^^^t^j^gl^^f 
früheren    deckt.     Af==-0   gestattet  ja   nach   Theorem   29   (§    2   des  |^J°^8« 
15.  Kap.)  die  infinitesimale  Transformation  ITfy  wenn 

{U'A)  =  lÄf 
ist.    Da  nun  f  willkürlich  ist^  so  zerfallt  diese  Relation  in  drei  einzelne, 

indem    die  Coefficienten  von   ^,   die  von  -^  und  die  von  ö,  ,   links 

dx'  oy  dy 

und  rechts  einander  gleich  sein  müssen.     Dies  liefert,  wie  sich  durch 

Ausrechnung  von  (JJ'A)  ergiebt,*  die  drei  Gleichungen: 

1?*  +  {ny  -  Sx)y  —  iyy'^—nx  —  ynv  =  ^y\ 

—  «(l?y  —  fcr  —  25y^)  —  km. 

Substituiert  man  den  aus  der  ersten  Gleichung  sich  ergebenden  Wert 
von  k  in  die  zweite  und  dritte,  so  wird  die  zweite  identisch  erfüllt, 
während  die  dritte  das  in  Theorem  35  angegebene  Kriterium  liefert. 

1,  Beispiel:   Die  Schar  der  oo*  Kreise  durch  den  Anfangspunkt      Beispiel«. 
x^  +  2ax  +  y«  +  26y  =  0 
gestattet  offenbar  die  infinitesimale  Rotation 

Wir  wollen  dies  zur  Einübung  unserer  Theorien  mit  Hülfe  der  er- 
haltenen Kriterien  nachweisen.  Um  zunächst  die  Differentialgleichung 
der  Kreisschar  zu  erhalten,  haben  wir  die  Gleichung 

a;«  +  2aa;  +  y2  +  2fty  =  0 
zweimal  zu  differenzieren: 

^  +  «  +  y^  +  ?>y  =  0, 
i  +  y^+yy"  +  6y'  =  o 

und  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  a  und  t  zu  eliminieren.  Dies 
liefert  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

a;*  +  y*  2a:    2y 

ic  +  yy'  1      y'     =0 

H-y'*  +  yy"    o    f 

oder  ausgerechnet: 

ß  =  («*  +  f)y'  -  2a;j/"  +  2yy'«  -  2a;y  +  2y  =  0. 
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Dieselbe  soll  die  infioitesimale  Rotation 

gestatten.  Dies  nachzuweisen,  benutzen  wir  das  Theorem  34.  Es  ist, 
wie  im  2.  Beispiel  zu  §  2  ausgerechnet  wurde,  die  erweiterte  infinite- 
simale Transformation: 

also 

?7"ß  =  -  y{2xy'  -  2y'»  -  2j/)  +  x{2yy"  +  2y^  +  2)  + 

+  (1  +  y')  (-  6a;y  «  +  Ayy'-2x)  + 
+  3yY>«  +  y«)  =  3y'ß, 

d.  h.   ?7"ß  ist  in  der  That  vermöge"  ß  =  0  auch  Null. 

2,  Beispiel:    Die    Schar    der   oo*   Geraden    der   Ebene    gestattet 
offenbar  die  Ahnlichkeitstransformation: 

TTr_      df    ,       df 

^f-'^Fi  +  yw 

Die  Differentialgleichung  der  Geraden  ist: 

ß  =  y"  =  0, 
während  nach  dem  3.  Beispiel  des  §  2: 

^  '—^  dx^y  dy       y    dy"' 
also 

?7"a  =  V"y"  =  —  y'  =  —  a, 

d.  h.  Null  vermöge  Ä  =  0  ist 

Wir  könnten  hier  auch  das  Kriterium  des  Theorems  35  anwenden, 
denn  es  ist  offenbar  jetzt  ci  e^  0  und  die  Bedingung  reduciert  sich  auf 

-  lyyr  +  in^  -  2|,,)y'*  +  (2,?^  -  U)y'  +  i?«  =  0, 

die  in  der  That  wegen 

I  =  a;,    ij  =  y 
erfallt  ist. 

Oder  endlich,  wenn  wir  Satz  7  anwenden  wollen,  ist  zu  setzen: 

^f—     dle'^y'dy' 


'  dx    *    ^   oy' 


und  in  der  That  kommt: 


i^U'A)^-IL-y''f^^-Af, 


d.  h.  ^/"«O  gestattet  ü'f. 


Krii  dafür,  d.  eine  Differentialgl.  2.  0.  eine  eingl.  Gruppe  gestattet.      367 

3,  Beispiel:   Die  Schar  der  oo*  Kegelschnitte 
ax^  +  6y*  -=  1, 
deren  Axen  die  Coordinatenaxen  sind,  gestattet^  wie  wir  gelegentlich 
bemerkten  (3.  Beispiel  des  §  1),  affine  Transformationen^  insbesondere 
die  infinitesimale: 

Die  Differentialgleichang  der  Kegelschnitte  ergiebt  sich;  indem  wir 

ax'  +  by^— 1=0 
zweimal  differenzieren: 

ax  +  byy  =  0, 

und  dann  a  and  b  eliminieren,  in  der  Form: 
a;*  y»  -  1 

X  yif  0—0 

1    y'  +  yy"     o 


oder 
Hier  ist: 


ß  =  xy^  +  xyy'  —  yy  =  0. 


b  arctg  — 


also: 

TJ"Sl  ^  a?(y'«  +  yy')  —  y  {2xy'  -y)-  2y"xy  =  —  Ä, 

sodass  in  der  That  TJ"Sl  «=»  0  ist  vermöge  Sl^^O. 

4.  Beispiel:    Die  Schar  aller  cx>^  logarithmischen  Spiralen  um  den 
Anfangspunkt: 

a;*  +  y*  ■=  ae" 
gestattet  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

Um  dies  zu  YerificiereU;  bilden  wir  ihre  Differentialgleichung 
und  die  zweite  erweiterte  infinitesimale  Transformation: 

^ f^-^'di  +  yTy^y  w' 

Offenbar  ist  ?7"a  =  Ä. 

Um    das   Kriterium    des   Theorems   35   anzuwenden  ^    haben   wir 
zu  setzen: 

wodurch  wirklich  die  Identität  des  Theorems  34  erfQllt  wird. 
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Um  das  Eriteriam  des  Satzes  7  zo  Terwenden,  setzen  wir 

Af=-  -^/  ^^'  ^CA,(?L_y.\lL 

"^^    -  bx^^   cy^\x         X*)  cy 
und 

'  ex    *    ^  cy^ 

sodass  sich  ergiebt: 

(U'Ä)\-^-  Af. 

§  4.     Ein  Beispiel  ans  der  FlSchentheorie. 
wuhtfn,  Yfir  verwerten  das  Obige  in  einem  Probleme  der  Fläckentheorie 

deren  geod.  ^ 


^'"iSTrrf"*^^'  fragen  nach  aUen  Flächen,  deren  cx>*  geodätisdie  Curven  eine  infini- 
ffeftfttten.  tegimole  TransfarmaUan  geskMen.    Dabei  bemerken   wir  vorweg,  dass 
dieser  Paragraph  überschlagbar  ist 

Die  Punkte  der  Fläche  seien  durch  zwei  Parameter  Xy  y  bestimmt, 
sodass  das  Qaadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche  die  Form  an- 
nimmt: 

ds^  =  F{Xy  y)dxdy, 

X  =»  Const.,  y  »»  Üonst.  sollen  also  die  Minimalcurven  der  Fläche  dar- 
stellen. Bequemer  ist  es,  lg  i^  »=  w(Xj  y)  an  Stelle  von  F  zu  benutzen, 
also  zu  setzen: 

(11)  d^^e'^dxdy. 

Nach  Gauss  werden  alsdann  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  be- 
stimmt durch  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

Wir  suchen  nun  die  Function  u){Xy  y)  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  eine  infinitesimale  Punkt- 
transformation gestatte,  d.  h.  dass  es  möglich  wird,  alle  Punkte  der 
Fläche  auf  ihr  um  infinitesimale  Strecken  zu  verschieben,  sodass  jede 
geodätische  Linie  wieder  in  eine  solche  übergeht.  In  den  Parametern 
o:,  y  sei  das  Symbol  der  betreffenden  infinitesimalen  Punkttrans- 
formation: 

Wir  wenden  nun  das  Kriterium  des  Theorems  35  an.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist 

dx^        dy  ^ 
oder  in  bequemerer  Bezeichnung 

zu  setzen,  sodass  sich  die  Bedingung  ergiebt: 


(12) 
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(Vv  —  2Sx  —  36yy')  (w^y'—Wyy^)  —  lyyy'^  + 

—  S  (M?«ty  -  Wxyy'*)  —  vi^xyy  —  WuvV^)  — 

Diese  Bedingung  soll  identisch  bestehen  für  alle  Werte  von  x,  y,  y. 
Da  I,  17  und  w  &ei  von  y  sind,  so  müssen  einzeln  die  Relationen 
bestehen: 

nxx  —  nx^x  =  0, 

2l?xy—      S«r  —       ixW^  +2fl:,Wy  —  iw^  —  1^W:cy  =  0y 
Vvy  —  2Sxy  —  2iyW:,  +     T^yW^y  +  Sw'xy  +  V^yy  =  0, 
5yy  —  ly^y  =  0. 

Dies  sind  vier  Bedingungsgleichungen  für  die  drei  Functionen  w?,  |,  1^. 
Die  weitere  Discussion  wird  darauf  hinauskommen^  diese  Bedingungen 
in  allgemeinster  Weise  zu  erfüllen.  Dabei  kann  man  drei  Fälle  von 
einander  trennen,  je  nachdem  |y  und  rjx  beide  Null  oder  nur  |y  oder 
rix  gleich  Null  oder  keins  von  beiden  Null  ist.  Nur  den  ersten  dieser 
drei  Fälle  wollen  wir  hier  behandeln*).  Er  lässt  sich  leicht  geometrisch 
deuten.     Wenn  nämlich  in 

"f^iH  +  n^ 

5  frei  von  y  und  i^  frei  von  x,  also  iy^i^x^O  ist,  so  heisst  das: 
die  Minimalcurven  x  =  Consi  werden  unter  einander  durch  Uf  ver- 
tauscht, ebenso  wie  die  Minimalcurven  y  =  Gonst.  Eine  Transformation 
aber,  welche  jede  Minimalcurve  der  Fläche  wieder  in  eine  Minimal- 
curve  überführt,  ist  bekanntlich  eine  conforme.  Diese  Überlegung 
lässt  sich  umkehren. 

Wir  fragen  demnach  nach  den  Flächen,  deren  geodätische  Curven  Flächen, 
durch  eine  inünitesimale  conforme  Transforfnation  unter  einander  ver-carven  eine 

*  l.^  J  Inf.  con- 

tauscht  werden.  forme  Trf. 

Setzen  wir  in  (12) 

gy  =0,     i2x  =  0, 

so  wird  die  erste  und  letzte  Gleichung  identisch  erfüllt,  während  die 
zweite  und  dritte  übergehen  in: 

dx"  "^  dxdx"^^  dx"     "^  ^  dxdy  ^  ^' 

d^'^J^Wy'^^dxdy'^^dy*     '^^' 

*)  Eine  eiDgehende  BehandluDg  des  allgemeinen  im  Texte  formulierten 
Problems  findet  sich  in  den  Math.  Annalen  Bd.  20  in  einer  Abhandlung  über 
geodätische  Curven  von  Sophus  Lie. 

Lio,  IHfferentlalgleiohangen.  24 
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Ihre  linken  Seiten  sind,  weil  |  nur  x,  i]  nur  y  enthält,  ToUstöndige 
Differentialquotienten : 

Integriert  kommt  also: 


dri    ,    u  dw    .        dvo  ,  y. 


(13) 

dy  "*"  *  dx  ~^  '^  dy 
Hier  können  nun  verschiedene  Fälle  eintreten,  indem  6  oder  i;  gleich 
Null  oder  weder  |  noch  ly  gleich  Null  ist  Der  Fall  |  ^  ij  ^  0  ist 
natürlich  ausgeschlossen,  denn  dann  würde  sich  ja  Uf  auf  die  Identität 
reducieren. 

Sind  I  und  i;  beide  von  Null  verschieden,    so  können  wir  eine 
passende  Function  von  x  resp.  von  y  als  neues  x  resp.  y  benutzen, 

nämlich   j  -^  und    /— ;  wodurch  die  Form  (11)  des  Quadrates  des 

Bogenelementes  nicht  wesentlich  geändert  wird,  sodass  |  und  fj  gleich  1 
gesetzt  werden  dürfen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit.  Als- 
d»in  giebt  (13): 

äi  +  ä^  =  *(y), 

Tx+d^  =  9>(^), 
woraus  folgt,  dass  ^(y)  =  9(0;)  =  Const.  =  c  sein  muss  und  also  w 

die  Gleichung 

dv3  j^  dw 

dx  "^  dy 

erfüllen  muss.     Wäre  f{Wy  x^  y)  =  Const.,  so  müsste  hiemach 

^  +  £/:  +  c-^=o 

sein.    Diese   lineare  partielle  Differentialgleichung  hat  die  Lösungen 

x  —  y  und  w  —  ex,  d.  h.  es  ist: 

l(x  —  y,w  —  ex)  =  0 

oder  also  w  hat  die  Form 

w  ==^  q(x  —  y)  +  ex, 
sodass 

c«'a=ec*<p(a;_y) 

ist.     Das  Quadrat  des  Bogenelementes  (11)  hat  somit  die  Form: 
(14)  ds^  =  c^'®(a?  —  y)dxdy. 
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Nun  sei  zweitens 

1  =  0,    ,=^0. 

Alsdann  können  wir  durch  Benutzung  Yon  /  — -  als  neues  y  erreichen, 
dass  1^  ^  1  gesetzt  werden  darf.     Daher  giebt  (13): 

^  =  *(y)  =  9(^)  =  c(=  Const), 
^  woraus 

^  =  cy  +  z(^)7 

folgt.  Das  Quadrat  des  Bogenelementes  (11)  wird  in  diesem  Falle 
also,  wenn  man  wieder  eine  beliebige  Function  von  y  als  neues  y 
einführt: 

(15)  ds"  =  X(x)  T(y)dxdy. 

Wenn  also  die  geodätischen  Linien  einer  Fache  eine  infinitesimale 
conforme  Transformation  gestatten  sollen,  so  muss  sich  das  Quadrat 
ihres  Bogenelementes  auf  die  Form  (14)  oder  (15)  bringen  lassen. 

Die  Form  (15)  ist  leicht  gedeutet :  Die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  der  Fläche  sind  in  diesem  Falle  ce^O,  f^i^XY,  gE^O. 
Bekanntlich  kann  man  das  Erümmungsmaass  der  Fläche  durch  e,  f,  g 
und  ihre  Ableitungen  ausdrücken.  In  dem  vorliegenden  Falle  ergiebt 
sich  dann  sofort,  dass  das  Erümmungsmaass  Null  ist.  Die  Fläche  ist 
also  developpabel.  Breiten  wir  sie  in  die  Ebene  aus,  so  gehen  ihre 
geodätischen  Linien  in  die  oo^  Geraden  der  Ebene  über,  und  diese  ge- 
statten offenbar  mehrere  conforme  Trai^sformationen  (Translation,  Ro- 
tation, Ahnlichkeitstransformation).  Es  ist  demnach  klar,  dass  jede 
developpabele  Fläche  zu  den  gesuchten  Flächen  gehört.  Dieser  Fall 
bietet  nichts  besonders  Interessantes. 

Die  Form  (14)  des  Quadrates  des  Bogenelementes  dagegen  kommt 
einer  bemerkenswerten  Flächengattung  zu.  Zunächst  gehören  hierher 
die  gelegentlich  schon  früher  besprochenen  Spiralflächetv  (§  5  des  ^^^^^ 
12.  Eapitels),  von  denen  wir  zeigten,  dass  sich  ihre  Erümmungslinien, 
Haupttangentencurven  und  Minimalcurven  durch  Quadraturen  bestimmen 
lassen.  Eine  solche  Fläche  entsteht  bekanntlich  durch  fortwährende 
Ausführung  einer  infinitesimalen  Spiraltransformation  auf  eine  beliebige 
Curve.  Unter  infinitesimaler  Spiraltransformation  verstanden  wir  eine 
infinitesimale  Rotation  um  eine  Axe,  verbunden  mit  einer  infinitesimalen 
Ahnlichkeitstransformation  von  dieser  Axe  aus.  Natürlich  ist  sie  eine 
conforme  Transformation.  Da  sie  die  Spiralfläche  in  sich  überführt, 
muss  sie  die  geodätischen  Curven  derselben  unter  sich   vertauschen, 

24* 
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denn  offenbar  führt  sie  notwendig  eine  geodätische  Curve  wieder  in 
eine  solche  über.  Demnach  gehören  die  Spiralflächen  zu  denen,  deren 
Quadrat  des  Bogenelementes  sich  auf  die  Form  (14)  bringen  lässt, 
insbesondere  also  auch  die  Rotatiousflächen  als  specieller  Fall  der 
Spiralflächen.  Es  ist  andererseits  auch  nicht  schwer  zu  erkennen, 
dass  jede  Fläche,  deren  Bogenelement  diese  Form  besitzt,  auf  eine 
Spiralfläche  abgewickelt  werden  kanu.  Darauf  gehen  wir  jedoch  nicht  ein. 
Wir  wollen  nur  noch  eine  interessante  Eigenschaft  unserer  infini- 
tesimalen conformen  Transformation 

ableiten.     Aus  (13)  folgt  nämlich  zunächst: 

ydw    t        dw         ,  ,  V         di  /  V         dri 


*)"(*)  +  hI  =  '''^y)  +  Ij  ■=  ^°"^*-  = "' 


Also  ist  auch 
daher: 

Nach  dieser  Vorbemerkung  wollen  wir  die  Änderung  berechnen,  die 
das  Bogenelement  durch  unsere  infinitesimale  Transformation  erföhrt. 
Es  ist  nach  (11): 

ds^  =  e^dxdy, 

also  die  Änderung  von  d^: 

dds^  =  d((^)  •  dxdy  +  e'"d{dxdy) 

=  ^tfM?  •  dxdy  +  (^{Sdx    dy  +  dx  -  dSy) 

oder,  da  die  Zeichen  8  und  d  in  ihrer  Reihenfolge  vertauscht  werden 
können: 

Sd^  =  €^Sw  •  dxdy  +  (^{ddx  -dy  +  dx-  ddy). 
Wegen 

erhalten  aber  w,  x,  y  die  Incremente: 

»—(ip.  +  n^)". 

dx  =  idt,     Sy^riöt, 
sodass  sich  ergiebt: 

oder  nach  (16): 
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Sds^  =  e^dxdy  •  adt, 
also  nach  (11): 

dds^^ads^'St 

oder^  da  dds^  =■  2ds  -  Sds  ist: 

d.  h.  durch  unsere  infinitesimale  conforme  Transformation  werden  alle 
Längen  auf  der  Fläche  nach  demselben  Verhältnis  geändert"^). 

§  5.     Bestimmniig   und   Integration   aller   Differentialgleiohnngen 
zweiter  Ordnung  in  x^  y^  welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe 

gestatten. 

Bisher  haben  wir  darüber  noch  gar  nichts  ausgesagt^  welchen 
Nutzen  man  aus  der  Kenntnis  einer  infinitesimalen  Transformation  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  Integration  derselben  ziehen 
kann.  Darüber  werden  wir  uns  jedoch  im  Laufe  dieses  nnd  des  oächsten 
Paragraphen  Klarheit  verschaffen.  Wir  werden  finden,  dass  man  stets 
in  einem  solchen  Falle  das  Integrationsgeschäffc  vermittelst  Quadra- 
turen darauf  zurückführen  kann,  nach  einander  zwei  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichangen  erster  Ordnung  zu  integrieren.  An  einer  späteren 
Stelle  werden  wir  zeigen,  dass  die  Integration  einer  dieser  beiden 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  erspart  werden  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  uns  eine  infinitesimale  Punkttrans- 
formation 

vorgelegt     |  und  rj  seien   also  bekannte   Functionen  von  Xj  y.     Wir 
fragen  nach  allen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 


*)  Vgl.  hierzu  die  FnsBnote  S.  260.  In  den  Oomptes  Rendas  ftir  1879  be- 
stimmte L^yy  die  allgemeine  Form  des  ßogenelementes  aller  anf  Spiralflächen 
abwickelbaren  Flächen.  Ferner  zeigte  Lie,  der  schon  in  Bd.  6  der  Math.  An- 
nalen,  1872,  die  geodätischen  Curven  der  Spiralfläcben  durch  eine  gew.  Difieren- 
tialgleichnng  erster  Ordnung  bestimmt  hatte,  dass  auch  auf  jeder  auf  eine  Spiral- 
fläche abwickelbaren  Fläche  die  Bestimmung  der  geodätischen  Curven  nur  die 
Integration  einer  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  verlangt.  Die  Bahn- 
curven  der  betreffenden  infinitesimalen  Transformation  auf  diesen  Flächen  sind 
nämlich  Isothermen,  also  durch  Quadratur  bestimmbar,  ebenso  wie  ihre  Ortho- 
gonalcnrven  (vgl.  Satz  5,  §  2,  Kap.  9).  In  dem  Goordinatensystem  dieser  Curven 
geschieht  alsdann  die  Bestimmung  der  geodätischen  Linien  durch  eine  einzige 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Darbouz  führte  alsdann  diese 
Gleichung  auf  eine  üicca^t'sche  Gleichung  zurück. 
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welche  die  von  üf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  gestatten.  Nach  Theorem  34 
(§  3)  muss  die  Gleichung  iß  «=»  0^  aufgefasst  lals  Gleichung  zwischen 
vier  Veränderlichen  Xy  y,  y',  y\  die  von  der  zweiten  erweiterten  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  gestatten.  Da  i^  natürlich  y"  selbst 
enthalten  soll,  so  können  |,  i^,  rf,  iy"  nicht  sämtlich  vermöge  Ä  =  0 
verschwinden,  denn  J,  ri,  r{  enthalten  y"  gar  nicht  Folglich  erhalten 
wir  nach  §  3  des  14.  Kapitels  die  allgemeinste  Gleichung  ß  =  0  der 
gesuchten  Art,  indem  wir  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen 
Uy  V,  to  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(17)  ü"f=ilf^  +  n%  +  v'4  +  v"if--o 

bestimmen  und  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen: 

F(u,  V,  w)  =  0. 
Es  handelt  sich  also  noch  darum,  drei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (17)  zu  finden. 
Da  I  und  ri  nur  Xy  y  enthalten,  vi  ausserdem  y  und  ri"  überdies  y' 
enthält,  so  ist  klar,  dass  es  eine  Lösung  u  von  (17)  giebt,  die  frei 
von  y  und  y"  ist,  und  eine  andere  v,  die  frei  von  y"  ist.  Die  erstere 
u  ist  Lösung  der  Gleichung 

also  die  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  die  andere  v  Lösung 
der  Gleichung 

während  die  dritte  Lösung  w  wirklich  y"  enthalten  muss. 

Zur  Bestimmung  von  u  dient  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

dx  dy 

deren  Integral  u  ist  Wie  sich  nach  berechnetem  u  auch  v  finden 
lässt,  haben  wir  in  §  5  des  13.  Kapitels  gezeigt.  Wir  fanden  damals, 
dass  sich  die  Grösse  v,  die  wir  damals  eine  Differentiälinvariante  der 
Gruppe  Uf  nannten  und  jetzt  präciser  als  eine  Differentialinvariante 
erster  Ordnung  bezeichnen  werden,  aus  einer  üicca^i'schen  Gleichung, 
welche  eine  bekannte  Particularlösung  besitzt,  durch  Quadraturen  be- 
stimmen lässi  Die  Gleichung  ist  deshalb  eine  Biccati'sche,  weil  rf 
quadratisch  in  y   ist. 
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Hat  man  so  u  und  v  gefunden,   so  lässt  sich  die  Grösse  Wj  diep^Jorenui- 
wir  eine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  der  Gruppe  Uf  nennen, *^q;^|*^' 
sehr  leicht  berechnen.  Zunächst  ist  a  priori  klar,  dass  die  Berechnung  ^'^pp®  ^Z- 
von   tv   höchstens    Quadraturen   erfordert,   denn   i^"  ist   linear   in   y\ 
(Vgl.  Formel  (10)  des  §  2.)     Wenn  man  also  aus  dem  der  Gleichung 
CrY=0  äquivalenten  simultanen  System 

dx  dy  dy^        dyT 

g  71  71  7J       ' 

von  dem  u  und  v  zwei  Integrale  sind,  etwa  die  Gleichung 

dx       dy^ 

£        V 
herausgreift  und  daraus  y  und  y   vermöge 

tt  =  rt^     V  =  b 

eliminirt,  so  erhält  man  für  f/'  eine  lineare  Differentialgleichung  zwischen 
y"  und  Xf  welche  ausserdem  die  Integrationsconstanten  a,  b  enthält. 
Weil  sie  linear  ist,  findet  man  ihr  Integral  W(y\  rc,  a,  6)  in  be- 
kannter Weise  durch  Quadraturen.  Wenn  man  dann  a  und  6  wieder 
durch  u  und  v  ersetzt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Lösung 

Ist  sonach  von  vornherein  klar,  dass  sich  to  bloss  durch  Quadra-  Best,  der- 

II«  -i  1  •  i»         j  -TTT  •  Beiben  durch 

turen  bestimmen  lassen  muss,  so  können  wir  auf  anderem  Wege  zeigen,  i>iffejrentia- 
dass  sich  w  durch  Differentiationsprocesse  allein  angd>en  lässt.    Wir  ver- 
fahren so:    Verstehen  wir  unter  a,  6  zwei  Gonstanten,  so  stellt 

V  —  au  —  6  =  0 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar,  welche 
bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invariant  bleibt,  denn  u  und  v  sind 
Lösungen  von  Wf  —  0,  und  also  ist  auch  v  —  au  eine  Lösung  von 
J7'y=  0.  Halten  wir  in  der  Gleichung  i;  —  aw  ~  6  die  Constante  a 
fest,  während  wir  die  Constante  6  variieren  lassen,  so  ergeben  sich 
oo^  bei  der  Gruppe  üf  invariante  Differentialgleichungen.  Jede  der- 
selben besitzt  eine  bei. der  Gruppe  invariante  Schar  von  oo^  Integral- 
curven,  insgesamt  liegen  also  cx)^  invariante  Scharen  von  je  oo*  Curven 
vor.  Natürlich  bleibt  auch  der  Inbegriff  aller  dieser  bei  der  Gruppe 
üf  invariant.  Dieser  Inbegriff  aber  besteht  aus  oo*  Curven,  und  diese 
Curven  erfüllen  eine  bei  der  Gruppe  üf  invariante  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.     Wir  erhalten  sie,  indem  wir  die  Gleichung 

v  —  ai«  =  6 

nach  X  total  differenzieren,  wodurch  das  variierende  i  herausfällt,  in 
der  Gestalt: 


\ 
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dv  du        ^ 

dx  dx 

oder  -ausföhrlich  geschrieben: 

Diese  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bleibt  also  bei  der  Gruppe 
Uf  invariant^  wenn  a  eine  Constante  vorstellt,  aber  eine  beliebige. 
Wir  kennen  demnach  cx>^  inyariante  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.    Wir  schreiben  sie  in  nach  a  aufgelöster  Form: 

dv    .  dv     .  .    dv     ,, 

du       du    , 
dx'^  dy^ 
oder  abgekörzt: 

Wix,y,y,y")-a^O. 

Da  sie  invariant  sind,  so  ist  also 

vermöge   W — a  =  0.     Nun  aber  ist 

U'\W-a)=ü''W, 

also  frei  von  a.  Mithin  ist  notwendig  U"W^O,  nicht  nur  Null  ver- 
möge W — a  ==■  0.  TT  ist  demnach  eine  Lösuug  von  ?7'Y=0  und 
zwar,  da 

(18)  w^'^'-y^^i— 

dx'^d^^ 
und  y7=^0  ist,  eine  Lösung,  die  \f  wirklich   enthält     Wir  können 

sie  also  als  die  gesuchte  dritte  Lösung  w  der  Gleichung  V'f  =  0 
benutzen. 

Wie  man  sieht,  erfordert  die  Berechnung  von  w  nur  Differentia- 
tionen. Ein  anderer  analytischer  Beweis  hierfür  wird  später  in  einer 
Note  gegeben  werden.    (Siehe  S.  399.) 

Nach  allem  diesen  hat  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x^  y,  welche  die  Gruppe  TJf  gestattet,  die  Form 

F(w,  v,  M?)  =  0 
oder 

w  — •  *(w,  v)  =  0, 
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WO  w  den   obigen  Wert  (18)  hat,  der  sich  kürzer  so  schreiben  lässt: 

dv 
du' 
sodass 

diese  allgemeinste  DifiPerentialgleichung  wird. 

Theorem  36:  Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  x,  y,  welche  die  vorgelegte  Gruppe 

W-SÄ  +  og 

in  X,  y  gestattet^  hat  die  Form 

WO  9  eine  arbiträre  Function  von  u  und  v  ist.  Hier  bedeutet 
u  eine  Invariante  der  Gruppe  üfy  d.  h.  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung 

dx dy 

T~  V  ' 
während    v    eine   Differentialinvariante    erster    Ordnung    der 
Gruppe  JJf  ist,  die  sich  durch   Quadratur  aus  einer  gewissen 
RiccatVschen  Gleichung  bestimmt 

Die  Form  der  allgemeinen  DiflFerentialgleichung  zweiter  Ordnung,  t^J^^JJh. 
die  sich  ergeben  hat:  «tYiÄ. 

lehrt  unmittelbar,  dass  ihre  Integration  sich  auf  die  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  ausserdem  auf  eine  Quadratur  zurück- 
führen lässt.  Denn  man  kann  sie  als  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  den  Veränderlichen  u  und  v  auffassen.  Ist  diese 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  integriert,  hat  man  also  etwa 

V  =  (p(u,  a)  (a=:Con«t.) 

gefunden,  so  stellt  diese  Integralgleichung,  da  v  die  Grösse  y  enthält, 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar.  Nach 
§  5,  Kap.  13,  gestattet  dieselbe  die  infinitesimale  Transformation 

d.  h.  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Eap.)  verlangt  ihre  Integration  nur 
eine  Quadratur. 

Liegt    andererseits    eine    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 
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Sl(Xf  y,  y\  y')  =  0  vor,  von  der  man  weiss,  dass  sie  eine  bekannte 
infinitesimale  Transformation  Uf  gestattet,  so  wird  man  demnach  zu 
ihrer  Integration  so .  verfahren :  Man  bestimmt  die  Invariante  u  und 
die  Differentialinvariante  erster  Ordnung  v  der  Gruppe  Uf  und  drückt 

dann  etwa  y,  y,  y"  als  Functionen  von  x,  u,  v  und  w^-r-  aus.  In- 
dem man  diese  Functionen  in  i$2  »»  0  substituiert,  muss,  wie  nach  dem 
Vorstehenden  a  priori  klar  ist,  die  Variabele  x  jedenfalls  bei  Auflösung 
der  neuen  Gleichung  nach  w  sich  ganz  fortheben.  Dann  hat  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Form 

und  ihre  Integration  ist  in  der  oben  angegebenen  Weise  rednciert. 
Sie  erfordert  nach  dieser  Methode  also  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  u,  darauf  eine  Qua- 
dratur zur  Bestimmung  von  i;,  alsdann  die  Integration  der  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  u  und  v  und  schliesslich  noch 
eine  Quadratur. 

Eine   vollkommenere  Integrationsmethode   werden   wir   an    einer 
späteren  Stelle  entwickeln. 


Beispiele.  1.  Beispiel:    Sei 


w-fe'- 


Wir  suchen   alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,   welche  Uf 
gestatten.     Hier  ist  offenbar 

die  Differentialgleichung  für  u,  v,  w.     Es  kann  w  e^  rc,  ve^y   gesetzt 
werden,  also 

du        dx        ^ 
Sonach  lautet  die  gesuchte  Differentialgleichung  allgemein 

y'—  *(a;,y)  =  0. 
Schreiben  wir  sie  so: 

80  stellt  sie  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y'  und 
X  vor.    Ihre  Integration  liefert  etwa: 

y'  =  ip(x,  a) 
und  darauf  eine  Quadratur: 

y=f<p(x,a)dx  +  b. 
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2.  Beispiel:     Sei 

SO  ist  w^—  zu  setzen,  da  U— ^0  ist.   Ferner  bestimmt  sich  t?  aus 

X  ^  X 

ü'f=0.     Aber  offenbar  ist  Z77=  Uf,  sodass  v  =  y'  gesetzt  werden 
darf.     Daher  ist  drittens: 

__.  dir  x*dy'       xy*' 

du       xdy  —  ydx         '__y 
^       X 

zu  setzen,  sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung; 
welche  Uf  gestattet,  die  Form  hat: 


^       X 

oder  auch 

In  der  zuerst  geschriebenen  Form  kann   sie  als  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

X 

zwischen  y   und  —  aufgefasst  werden.     Ihre  Integration   liefert  etwa: 

X 

Diese  gestattet,  wie  wir  wissen,   Vf^x-J-'^-y-J-,    Das  sieht  man 

auch  unmittelbar,  da  sie  homogen  in  x  und  y  ist.     (Vgl.  3.  Beispiel 
des  §  3,  8. -Kapitel.)     Sie  besitzt  danach  den  Multiplicator 

1 


"-"(f') 


und  ihre  Integration  verlangt  somit  nur  noch  eine  Quadratur. 
Die  Integration  einer  DifferenHcUgleichimg  von  der  Form 


W(l,y,xy")=0 


verlangt  also  die  Integration  einer  Differentiaigleichung  erster  Ordnung  und 
darauf  eine  Quadratur,  was  übrigens  längst  bekannt  ist. 
3.  Beispiel:    Sei 


^f^-H' 


so  ist: 
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Wir  können 

setzen  und  also: 

__  ^  __  xdy  +  ^dx  __.  x\f'  —  ^  ___  xy^  __  - 
du  dy  y'  y'  ' 

oder  auch  kürzer  wee^  — v-     In  der  That  ist  dann 

y 

V"w  =  xK  +  y%-2f  ^^Q. 
y    ^  ^  y*  ^    y 

Die   allgemeinste  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung ^   welche    das 

jetzige  üf  gestattet^  hat  demnach  die  Form 

oder 

^>''>-*(y,xy)-l=0. 

Sie  ist  als  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  xy    und  y 
aufzufassen,  deren  Integration  etwa  liefert: 

^y  —  V(jfy  «)  =  0- 
Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  gestattet 

TJf^x-J-  und  besitzt  mithin  den  Multiplicator      ^ — V     ^^^  Inte- 
gration verlangt  also  noch  eine  Quadratur. 

Jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

^-*(y,;rj^)-0 

verlangt  zur  Integration  die  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  eine  Quadratur^  was  natürlich  längst  bekannt  ist. 

Um  auch  einmal  ein  Beispiel  rechnerisch  durchzuführen,  sei 

a?y"  —  a;y  *+y'  =  0 

vorgelegt.     Diese  Differentialgleichung  hat  die  obige  Form,   denn  sie 
lässt  sich  so  schreiben 


oder 


^-xy'+l  =  0 


oder 

und  giebt  einmal  integriert 


dy  -^y 

d  lg  {xy')  =  dy 


oder 
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,  -          adx 
e-ydy  «= 


Integrieren  wir  nochmals^  so  kommt 

—  er-y  =  a  Iga;  —  6 
oder 

y  =  —  lg  (&  —  «  lg  ^)- 
4.  Beispiel:  Wir  wollen  zeigen,  dass  jede  lineare  Differentialgleiclmng^i^^^^l^^' 
zweiter  Ordnung: 

(19)  y"  +  X,(x)i/  +  Xix)y  +  X,(x)  =  0, 

sobald  eine  particulare  Lösung  der  sogenannten  verlcürzten  Gleichung 
zwischen  z  u/nd  x: 

(20)  /'  +  Xi{x)z  +  X(x)z  =  0 

bekannt  ist,  auf  eine  lineare  DifferentiaJgleidhung  erster  Ordnung  redu- 
eiert  werden  kann.  Diese  bekannte  Theorie  lässt  sich  nämlich  folgen- 
dermassen  aus  unseren  allgemeinen  Principien  ableiten: 

Ist  y  irgend  eine  Losung  von  (19)  und  z  eine  bekannte  particu- 
lare Losung  von  (20),  so  ist  offenbar  auch  y  -\-  z  -  Const  eine  Losung 
von   (19).     Dies  können  wir  auch   so   aussprechen:     Die   Differential- 
gleichung (19)  gestattet  die  Transformationen: 
^1  =  a;,    yi  =  y  +  z{x)t, 
die  eine  eingliedrige  Gruppe  mit   der  infinitesimalen  Transformation 

bilden.  Da  also  (19)  diese  bekannte  infinitesimale  Transformation 
zulässt,  so  verfahren  wir  nunmehr  nach  den  oben  gefundenen  Regeln. 
Es  ist  hier  u^x  anzunehmen.     Da  ferner 

?r/'^.(a;)|^  +  /(«)^, 

also  V  Integral  des  simultanen  Systems 

dsc         dy   ^   dy 
0  7(äy         /(a?) 

ist,  so  kann 

v^zy  —  zy 

angenommen  werden.     Dann  wird 

Die  Gleichung  (19)  muss  sich  demnach  auf  die  Form  bringen  lassen: 
zy'  —  ^'y  -  0{x, zy  -  zy)  =  0. 
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In  der  That  brauchen  wir  zu  dem  Zweck  nur  9  linear  in  gy  —  zy 
anzunehmen.     Dann  haben  wir  nämlich 

(21)  ey"  -  /'y  +  X{x)  {zy  -  dy)  +  fi(a:)  =  0. 

Der  Vergleich  von  (19)  mit  (21)  giebt  wegen  der  Identität  (20): 

(22)  X  =  X^{xl    li^^{x)X^(x). 
Da  (21)  die  Form 

hat  und  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u,  v 
ist,  so  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  (vgl.  5.  Beispiel  des  §  3, 
8.  Kap.): 

v  =  zy'  ^ify  =  e^J^^'  (^^ße^^-  dx  +  a) 

oder  nach  (22): 

gy'  -  z'y  =  e'J'^'''(^fzX^eJ''''''dx  +  a) . 

Dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y, 
die,  weil  sie  UfEEz(x)  -J-  gestattet,  linear  sein  muss  (vgl.  das  citierte 
Beispiel),  was  auch  wirklich  der  Fall  ist.     Sie  giebt  also  integriert 


DiffgLTo.  jefti;6ifer  Ordnung 


verkürate  5.  Beispiel:    Die  sogenannte  verkürzte  lineare  Differentialgleidiung 

lineare 


gestattet  offenbar  jede  Transformation 
also  auch  die  infinitesimale 

Sie  kann  daher  auf  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück- 
geführt werden.     Bei  dem  jetzigen   üf  ist  u^x  und  wegen 

auch  t?  ^  —  zu  setzen.    Nun  ist 

du  y* 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  muss  auf  die  Form 

reducibel  sein.    In  der  That  geht  sie,  wenn 
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substituiert  wird,  über  in 

^  +  .;*  +  X,(«>  +  Z(«)  =  0. 

Dies  ist  eine  BiccaWsche  Gleichung  zwischen  u  und  v.  Ist  sie  inte- 
griert, so  findet  man  alsdann  durch  eine  Quadratur  das  Integral  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Diese  Reduction 
ist  übrigens  längst  bekannt. 

§  6.  Andere  Integratioiismethode  für  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung    mit    bekannter    infinitesimaler    Transformation.      Weitere 

Ansfühmngen  und  Beispiele. 

Wir  gaben  im  vorigen  Paragraphen  eine  Methode  an,  wie  man 
zur  Integration  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  ß(a:,y,  y',  y")  «=  0 
mit  einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation  JJf  verfahren  kann. 

Ein  zweiter  Weg  ist  nun  dieser:  Wir  führen  canonische  Veränder- 
liche der  Gruppe    TJf  ein.     Dies  verlangt  ausser  der  Integration  der 

Differentialgleichung 

^         dx dy 

nur  eine  Quadratur  (vgl.  Satz  4,  §  2,  Kap.  3).  Seien  i,  t)  die  neuen 
Veränderlichen.      Uf  nimmt   durch   Einführung   derselben    die   Form 

■j-  an.    Nach  dem  1.  Beispiel  des  §  5  (und  nach  Satz  4,  §  1  dieses 

Kapitels)  muss  alsdann  Sii(x,  y,  y,  y")  =  0  notwendig  übergehen  in 
eine  Gleichung  von  der  Form 

die  wir  durch  Auflösung  der  in  j,  ^  geschriebenen  Gleichung  ß  =  0 

nach  5"^-^  erhalten.     Es  ist  dies  eine  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  zwischen  t)'  und  j,  nach  deren  Integration  eine  Quadratur  \) 
liefert. 

Demnach  verlangt  dies  zweite  Verfahren  zur  Integration  von 
£1  =  0  nach  einander  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  eine  Quadratur,  die  Integration  einer  zweiten  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  endlich  noch  eine  Quadratur,  d.  h.  genau 
ebensolche  Operationen  tme  das  erste.  Factisch  ist  ja  auch  diese  Me- 
thode nur  ein  specieller  Fall  der  früheren,  denn  i  ist  genau  dasselbe 
wie  das  frühere  u  und 
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^         dl 
ist  eiae  DiflFerentialinvariante  (vgl.  S.  284). 

Theorem  37:  Gestattet  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
sfweiter  Ordnung  zwischen  x  und  y:  ß(a;,  y,  y',  y')  =  0  eine  he- 
kannte  infinitesimale  Transformation  in  x,  y,  so  kann  man 
ihre  Integration  leisten  durch  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  in  x,  y,  eine  darauf  folgende  Qua- 
dratur,  die  alsdann  auszuführende  Integration  einer  zweiten 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen 
nnd  schliesslich  noch  eine  Quadratur. 

Später  wird,  wie  wir  schon  bemerkten ,  die  Integration  von 
i2  =fa  0  auf  die  einer  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  und  Qua- 
dratur zurückgeführt  werden. 

Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Methode  des  vorigen  Para- 
graphen, bestehend  in  der  Verwertung  einer  Invariante  v  von  ü^f, 
noch  einen  gewissen  Grad  von  Beweglichkeit  besitzt..  An  Stelle  von 
V  nämlich  kann  offenbar  jede  Function  von  u  und  v,  die  v  wirklich 
enthält,  benutzt  werden.  Es  gereicht  dies  der  Methode  zum  Vorteil, 
denn  man  ist  dann  in  der  Lage,  unter  den  verschiedenen  Functionen  v 
eine  solche  auszuwählen,  deren  Benutzung  am  bequemsten  zum  Resul- 
tate führt.  So  hätten  wir  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Integration 
der  linearen  Differentialgleichung  (4.  Beispiel)  an  Stelle  von 

v^zi/  —  zy 
irgend  eine  Function  von  u  und  v,  also  von  x  und  zy  —  z'y  benutzen 

können,  z.  B.  auch  -^-  =  — — g-^-  •     Die  damals  benutzte  Function  v 
aber  führt  am  bequemsten  zum  Ziele. 

Diffgi.cweit.         Schliesslich  machen  wir  noch  auf  den  wichtigen  Umstand  aufmerk- 

keine  Inf.  sam,  dass  nichtjcdc  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x  und  y 

ussen.    eine  infinitesimale  Transformation  in  x,  y  gestattet,   während,  wie  wir 

wissen,  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  immer   eine  solche, 

ja  unendlich  viele  zulässt  (vgl.  Satz  8,  §  4  des  6.  Kap.).    Z.B.  gestattet: 

y"  —  e«^  —  er-y'  —  a;y  —  0 

keine  infinitesimale  Transformation.    Dies  ist  leicht  nach  Theorem  35 
des  §  3  einzusehen.    In  dem  damals  gegebenen  Kriterium  wäre  nämlich 

CD  ^  e«^  +  e~^  -f-  xy 

zu  setzen.     Alsdann  lautet  die  Bedingung: 
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{%  -  21.  -  HyVl  i^  +  e-^  +  xy) 

iy-.nx-{ri,+  (rj,-  g,)  y  -  g,y'«)  {e^^  er-y')  =  0. 

Die  hier  Dicht  mitgeschriebenen  Glieder  sind  frei  von  y  oder  mit  y 
oder  y^  behaftet  und  enthalten  ausserdem  nur  die  Differentialquotienten 
von  6  und  tj.  Diese  Relation  soll  für  jedes  a;,  y,  y  bestehen.  Da  | 
und  1}  andererseits  nur  x,  y  enthalten^  so  resultieren  offenbar  zunächst 
die  beiden  Bedingungen: 

i^y-2|,~35,y  =0, 

V:c  +  ivy  -  ix)y  —  ly  y'*  =  0, 

deren  erste  liefert  |y  =  0,  i?y  =  2|,,  deren  zweite  ly«  =  0,  %  =  ix, 
d.  h.  es  ist  la-  Er^  i^y  EEH  0  und  |  und  i^  sind  Constanten.  Nun  schrumpft 
unsere  Relation  zusammen  auf 

iy  +  v^  =  o 

d.  h.  I  ^E 1^  ^  0.     Es   giebt   demnach   keine   infinitesimale    Transfor- 

mation  5  ^  +  i^  ö-  in  a?,  y,  welche  die  Differentialgleichung: 

y '—  ^  —  cr-y'—  a;y  =  0 
invariant  lässt. 

Der  analytische  Grund  dafür,  dass  es  zwar  stets  infinitesimale 
Transformationen  giebt,  welche  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  invariant  lassen,  dagegen  nicht  stets  eine  solche,  die 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lässt, 
ist  leicht  einzusehen. 

Dafür  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


^-iM-^(^») 


die  infinitesimale  Transformation  |  g^  +  i^  g-^  gestattet,  ergab  sich  das 
Kriterium : 

X  ^  ~  Y 

(vgl.  §  2  des  6.  Kap.)  oder: 

nx  +  %  - 1.)9 -  W -^ll-n%  =  o. 

Es  enthält  dies  nur  x  und  y,  nicht  y\  Nimmt  man  also  ^  irgendwie 
an,  so  ist  dies  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  17, 
welche  sich  stets  erfüllen  lässt.  Dagegen  enthält  das  Kriterium  des 
Theorems  35  des  §  3  für  die  Invarianz  von 

y'-  m{x,y,y)  =  0 

Lie,  nUTerontialgleiohungeii.  25 
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bei  der  infinitesimalen  Transformation  ^  j^~h  V  Y~  ^^^^^^  ^7  V  °^^^  V^ 
Es  sollen  aber  |  und  iy  frei  von  y  sein.  Dies  Kriterium  zerfallt  also 
in  eine  Anzahl  von  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  von  | 
und  71,  da  es  für  jedes  y  bestehen  muss,  und  es  ist,  wie  unser  obiges 
Beispiel  lehrt,  wohl  möglich,  dass  diese  Gleichungen  sich  nur  durch 
I  EZ  12  ^  0  erfüllen  lassen. 

Weil  jene  Bedingung  bei  gegebenem  cd  in  eine  Anzahl  Relationen 
zwischen  |,  ri  und  ihren  DiflPerentialquotienten  zerföUt,  ist  es  anderer- 
seits häufig  leicht,  eine  oder  einige  infinitesimale  Transformationen 
anzugeben,  welche  y"  —  o  =  0  gestattet.  Wir  werden  dies  an  einem 
unten  folgenden  Beispiele  sehen. 

veraiige-  Wir  geben  hier  in  aller  Kürze  die  VeralJgemeinerung  des  Theorems  36 

^^E^Jb^  des   §  ö   für  Differentialgleichungen   höherer   Ordnung  an.      Es    liege   eine 
nisae.     infinitesimale  Punkttransformation 

vor.     Wir  können  nach  allen  Differentialgleichungen  m*®'  Ordnung: 

y"^  —  Sl(x,  y,  y-  ■  •  y<'«-i>)  =  0 

fragen,  welche  TJf  gestatten.  Wir  fanden,  dass  man,  um  alle  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  welche  bei  TJf  invariant  bleiben, 
so  vorgehen  kann:  Man  bestimmt  die  Invariante  u  von  TJf  und  eine  y 
enthaltende  Invariante  v  der  einmal  erweiterten  Gruppe  U'  f.    Alsdann  ist 

^     eine  Invariante  der  zweimal  erweiterten  Gruppe  TJ"  f  und 

du  \  '>    J 

die  allgemeinste  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Um  nun 
invariante  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zu  erhalten,  hat  man  die 
eine    Invariante    der    dreimal    erweiterten    Gruppe     U'^f  gleich    Null    zu 

,  dv 

setzen.     Nun  kann  man  zeigen,   dass  -^ —  =  j-j  eine   solche  y'"  enthal- 

tende  Invariante  ist,  also  jede  andere  eine  Function  von  m,  v,  ^  und 
jj « 

5—=  sein  muss.     Demnach  ist: 
du 

die  allgemeinste  gesuchte  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

So  findet  man  überhaupt,  dass  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
w*®'  Ordnung 

2/<'")  —  Sl(x,  y,y"'  y^"^-'^)  =  0, 

welche   Uf  gestattet,  die  Form  hat: 
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t  als  Diffe 
Ordnung. 


dvT 
Aufgefasst  als  Differentialgleichung  in  u  und  v  ist  sie  nur  von  {m  —  1)*®' 


Liegt  eine  Differentialgldchtmg  w*®'  Ordnung 

y(m)  _  si(x^  y,y''''  y^^-^))  =  0 

vor,  welche  eine  bekannte  infinüesimcUe  Fankttransformatum  TJf  gestattet^  so 
wird  man  also  durch  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

dx dy 

T~Y 

ihr  Integral  u  bestimmen,  alsdann  in  bekannter  Weise  vermöge  einer 
Qitadratur  v  berechnen  und  nun  die  vorgelegte  Differentialgleichung  auf 
die  Form 


"v        ^(         dv  d"»-*ü\ 


duT-^ 

bringen,  was  nur  ausführbare  Operationen  erfordert.  Ee  ist  dies  eine 
Differenticdgleickung  {m  —  l)^  Ordnung  in  u  und  v.  Hat  man  sie  inte- 
griert, also  etwa  gefunden: 

V f(u,  Cj,  Cj  •  •  •  Cmr-l)  =  0, 

so  stellt  diese  Integralgleichung,  aufgefasst  als  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  zwischen  x  und  y^  eine  bei  Uf  invariante  Gleichung  vor.    Mithin 

bestimmt  sich  schliesslich  y  als  Function  von  x  und  m  Constanten  durch 
eine  weitere  Quadratur, 

1.  Bmpiel:     Vorgelegt  sei  Beispiele 


Uf  = 

-df 
-dy 

Hier  kann, 

wie 

wir 

wissen : 

u  =  x. 

t7  = 

gesetzt 

werden, 

also; 

dv  _ 
du  — 

ff 

y  7 

dH  _ 

ff 

sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung,  welche   Uf  ge- 
stattet, die  Form  hat: 

d.  h.  frei  von  y  ist.     In  der  Form  geschrieben: 


-1     ^V'^'d^'      dx'^y 


dx"^^ 
ist  sie  eine  Differentialgleichung  (w  —  1)*®'  Ordnung  zwischen  x  und  y . 
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Diffgi"  ^'  Beispiel:   Sei 

mter  Ordn.  (33)  yim)  +  X^^^^m^D  +  .  .  .  +  X.J^  +  X«  =  0, 

WO  ^—1  •  •  •  Z^i,  X^  Functionen  von  x  allein  bedeuten,  eine  vorgelegte 
lineare  Differentialgleichung  m*^  Ordnung  und  z  eine  bekannte  particulare 
Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung  zwischen  x^  z\ 

(24)  jf<'^)  +  X^«i;^'»-i)  H [-  ^1^  =  0. 

Alsdann  ist  mit  y  auch  y  +  ^f  •  Const.  eine  Lösung  von  (23),  d.  h.  die 
Differentialgleichung  (23)  gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

welche  y  um  z^i  vermehrt.  JJf  hat  die  Invariante  u^E^x  und  die  Diffe- 
rentialinvariante VEZ  zy  —  zy.  Die  Gleichung  (23)  lässt  sich  daher  als 
Differentialgleichung  (w  —  1)*"  Ordnung  zwischen  u  und  v  schreiben.    Da 

ub=x,    v^zy  —  zy,    ^  =  zy  —z  y,    ^^^--=f^y   —si  y  +  ey  —zy 

u.  s.  w.  und  somit 

f)    .    z  ff        1  dv    .    ^'  fff        1  d^v        /  dv    .    z'      .    z'" 

u.  s.  w.  ist,  und  da  z  überdies  die   Gleichung  (24)  identisch  erfüllt,   so 
stellt  sich  die  neue  Gleichung  als  eine  lineare  Differentialgleichimg  (m  —  l)*®' 
Ordnung  zwischen  u  und  v  dar.     Diese  Reduction  ist  längst  bekannt. 
verküKte  5.  Beispid:    Die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 

,>'  Ordn.  yCn)  _|-  Xm^-lff^"^^  H h  X^y  =  0 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

denn  mit  y  ist  auch  y  -  Const.  eine  Lösung  derselben.  Uf  hat  die  In- 
variante  uE^x   und    die  Differentialinvariante    t?  ^^  —  •     Also  lässt  sich 

die  vorgelegte  Gleichung  auf  eine  Differentialgleichung  (w  —  1)*®'  Ordnung 
zwischen  u  und  v  zurückführen.     Es  ist  zu  setzen 

t __  ff dv    .        f  __     [dv    .      gX 

x  =  u,     y  ^^vy,     y  =:yj^  +  vy  r-yy-^-^-  v^) , 

u.  s.  w.  Macht  man  diese  Substitutionen,  so  hebt  sich  der  Factor  y 
überall  fort  und  es  ergiebt  sich  in  der  That  eine  Differentialgleichung 
(m  —  l)*®'  Ordnung  zwischen  u  und  v^  die  aber  nicht  linear  ist.  Auch 
diese  Reduction  ist  lange  bekannt. 

Was  für  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  schon  galt,  gilt 
in  noch  höherem  Grade  für  die  höherer  Ordnung:  Es  gicht  Differential' 
gleichungen  w*®'  Ordnung,  toelche  keine  infinitesimale  Funktlransformation 
gestatten. 
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Wir  wollen  nunmehr  noch  einige  Beispiele  zu  den  Entwickelungen 
dieses  Kapitels  überhaupt  geben. 

1,  Beispiel:    Die  oo^  Geraden  der  Ebene  sind  die  Integralcurven  Beispiele. 
der .  Differentialgleichung 

y"=  0. 

Wir  fragen  nach  allen  infinitesimalen  Punkttransformationen  ^  welche 
diese  Differentialgleichung  invariant  lassen^  also  jede  Gerade  der  Ebene 
wieder  in  eine  Gerade  überführen,  d.  h.  nach  aUen  infinitesimalen  ¥^0-^^^^^%'^^ 
jectiven  Transformationen  der  Ebene. 

Nach  Theorem  35  des  §  3   haben   wir,   weil   in   unserem  Falle 
o  EZi  0  ist,  I  und  rj  der  Bedingung  zu  unterwerfen: 

-  ly^y"  +  (vuy  -  2U)y''  +  (2^«v  -  U»  + 1?«  =  0. 

Sie  zerfallt,  da  |  und  ij  nur  x  und  y  enthalten  sollen,  in  die  vier 
einzelnen: 

Ijy  =  0,     Vi/y  —  2Sxy  =  0,     2ri:^  —  icx  =  0,     i^^^x  =  0. 

Die  erste  und  letzte  lehren,  dass  S  und  17  die  Form  haben: 

WO  X,  Xq  nur  x  und  F,  Yq  nur  y  enthalten.     Die  beiden  mittleren 
Bedingungen  lassen  sich  einmal  integrieren  und  geben: 

sodass 

3g, 2Xi-r„    3i?y  =  -2r,-X, 

wird.     Vergleichen  wir  dies  mit  den  obigen  Ausdrücken  für  g  und  i^, 
so  kommen  die  Forderungen: 

3X'y  +  3Xo' 2X1 -Yi, 

SY'x  +  SY,'^  -2ri-Xi. 

In  der  ersten  kommt  y  links  linear  und  rechts  nur  in  Y^  vor.    Dem- 
nach ist  Yi  linear  in  y  und  also  von  der  Form 

r^  =  —  3cy  —  3d, 

wo  c  und  d  constant  sind.     Ganz  analog  wird 
.  Xi  =  —  dax  —  36. 

Nunmehr  hat  y  in  der  ersten  unserer  beiden  Bedingungen  links  den 
Goefficienten  3X',  rechts  3  c,  daher  ist 

X'  =  c  und  analog  F'  =  a, 
also 

X  =  ca;  +  y,     Y  =  ay  -\-  cc. 

Jetzt  liefern  unsere  Forderungen  noch: 
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Xo'=>2aa;  +  26  +  d, 

Yo'='2cy  +  2d-\-b, 
also: 

X,  =  ax^  +  (26  +  d)x  +  ß, 

Y^  =  cy'  +  i2d-\-i)y  +  d. 
Wir  haben  also  zu  setzen: 

I  =(cx  +  y)y  +  ax*  +  (26  +  d)y  +  ^, 

1,  =  (ay  +  a)a;  +  cy«  +  (2rf  +  &)a'  +  *• 

Bezeichnen  wir  die  Constanten  anders,   so  finden  wir  folglich,   dass 

jede  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  die  Form  hat: 

Uf=(a  +  cx  +  dy  +  ha^  +  Jcxy)l^  + 

+  {b  +  ex-^gy  +  hxy  +  kf)  |^  • 

Sie  enthält  acht  willkürlich  annehmbare  Constanten,  setzt  sicti  also 
linear  mit  arbiträren  constanten  Coefficienten  aus  den  acht  besonderen 
zusammen: 

dx^     dy'        dx>     ^  dx'        dy'     ^  dy' 

Man  vergleiche  hiermit  die  in  §  4  des  4.  Kap.  über  die  infinitesimalen 
projectiven  Transformationen  gemachten  Bemerkungen.  Die  jetzige 
Ableitung  hat  den  Vorzug;  dass  sie  keinerlei  Sätze  aus  der  projectiven 
Geometrie  entlehnt. 

2,  Beispiel:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung zwischen  den  Coordinaten  x,  y  in  der  Ebene  definiert  oo*  Curven. 
Wenn  x^,  y^  die  Coordinaten  des  zum  Punkte  (x,  y)  vgehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunktes einer  Integralcurve  sind;  so  drücken  sich  bekanntlich 
Xi  und  j/i  durch  x,  y,  y  \f'  aus,  und  umgekehrt  lassen  sich  ^f  und  y" 
durch  x^  und  y^  ausdrücken.  Demnach  können  aus  einer  vorgelegten 
Differentialglei  chung 

ß(^,y,y,y'0  =  o 

y'  und  y"  entfernt  und  dafür  x^  und  y^  eingeführt  werden.  Die  Inte- 
gralcurven  sind  alsdann  definiert  durch  eine  gewisse  Relation  zwischen 
den  Coordinaten  der  Curvenpunkte  (a?,  y)  und  ihrer  Krümmungsmittel- 
punkte {x^y  y^.  Unter  Umständen  kann  man  aus  dem  geometrischen 
Sinn  dieser  Relation  ohne  weiteres  erkennen,  dass  die  Curvenschar 
eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestattet  und  die  Inte- 
gration also  nach  unseren  Regeln  zu  vereinfachen  ist.    Natürlich  kann 


Fig.  38. 
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jene  Relation  noch  in  mannigfacher  Weise  abgeändert  werden,  je 
nachdem  man  diese  oder  jene  Bestimmungsstücke  als  Coordinaten  der 
Punkte  (o?,  y)  und  {x^,  y^  benutzt.  Einige  Beispiele  sollen  dies  er- 
läutern. 

Man  soll  alle  Curven  finden,  welche  durch  eine  Relation  zwischen 
Radiusvector  r  des  Curvenpunktes,  Krümmungsradius  q  desselben  und 
dem  Winkel   ^   des   Radius- 
vectors  r  mit  dem  Krümmungs-  ^ 

radius  q  definiert  werden: 

^{r,  Q,  ii)  =  0. 
(Fig.  33.)  Es  ist  klar,  dass 
eine  solche  Curve  bei  einer 
Boiation  um  den  Anfangspunkt 
in  eine  ebensolche  übergehen 
muss.  Ihre  Differentialglei- 
chung gestattet  mithin  die  infinitesimale  Rotation  —  y  -J-  -{-  x-J-' 
Zur  Integration  werden  wir  canonische  Veränderliche  dieser  Rotation 
einfahren,  also  Polarcoordinaten,  den  Radiusvector  r  und  den  Winkel  9 
desselben  mit  der  a;-Axe.  Nach  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
gemachten  Bemerkungen  muss  alsdann  die  Differentialgleichung,  ge- 
schrieben in  r,  9,  die  Form  haben 

wo  9=^7  9"  =  j~  ist.  Sie  stellt  sich  also  als  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  zwischen  r  und  9'  dar.  Ihre  Integration  liefert 
etwa: 

q>^(o{r,ä) 
und  eine  Quadratur: 

9  =  l(o(r,  a)dr  +  &, 

daher:  Ist  eine  Curvenschar  in  der  Ebene  dadurch  definiert,  dass  eine 
Belation  ztvischen  Eadiusvector ,  Krümmungsradius  und  dem  Winkel 
beider  besteht^  so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 

Wir  wollen  mit  t  den  Winkel  der  Tangente  der  Curve  mit  der 
x-Axe  bezeichnen.     Angenommen,  es  bestehe  eine  Relation  zwischen 

X,  r  und  q: 

Sl(x,  r,  q)  =  0. 

Wenn  wir  eine  solche  Curve  längs  der  y-Axe  verschieben,  so  bleiben 
X,  t  und  Q  ungeändert,  d.  h.  sie  geht  in  eine  ebensolche  Curve  über. 
Mithin  gestattet  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar  die  infini- 
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tesimale  Translation  -J-*  Sie  ist  mithin,  geschrieben  in  o;,  y,  frei 
von  y,  also  von  der  Form: 

Demnach:  Ist  eine  Curvenschar  in  der  Ebene  durch  eine  Belation 
zwischen  der  Ähscisse,  der  Tangentialneigung  und  der  Krümmung  im  all- 
gemeinen Curvenpunhte  definiert,  so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 
Sei  0  der  Winkel,  den  der  Strahl  von  0  nach  dem  Erümmungs- 
mittelpunkte  mit  der  a;-Axe  bildet.    Es  bestehe  eine  Beziehung 

Ä(<p,  r,  0)  =  0 
zwischen  den  drei  Winkeln  <p,  r,  ®.  Eine  Gurve  möge  also  dieser 
Relation  genügen.  Vergrossern  wir  dieselbe  vom  Anfangspunkt  aus, 
so  bleiben  9,  t  und  &  ungeändert,  d.  h.  auch  die  neue  Gurve  erfüllt 
die  Belation.  Demnach  gestattet  die  Differentialgleichung  aller  der- 
artigen Gurven  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

df    ,        df 

Die  Grössen  9  =  arctg  —  und  u  =  lg  ]/a;^  +  y*  sind  canonische  Ver- 
änderliche derselben.  Wenn  wir  also  die  Differentialgleichung  in  9 
und  u  schreiben,  so  wird  sie  von  der  Form: 

wo  w  =  :j-  ist.     Also  sehen  wir:    Wird  eine  Scfiar  von  00^   Curven 
dcp 

durch  eine  Belation  sswischen  der  Richtung  des  Radiusvectors  eines  all- 
gemeinen Curvenpunktes,  der  Richtung  der  Tangente  desselben  und  der 
Richtung  des  Radiusvectors  des  zugehörigen  Krümmungsmittdpunktes  defi- 
niert, so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 


Kapitel   17. 

DifFerentialgleichuiigen  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  gestatten.   Gruppen  von  infinitesimalen 

Transformationen. 

Im  vorigen  Kapitel  entwickelten  wir  eine  Integrationstheorie  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  einer  bekannten  infinitesi- 
malen Transformation.  Nun  aber  ist  es  wohl  möglich,  dass  eine  solche 
Gleichung  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet, 
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und  man  wird  es  plausibel  finden,  dass  in  einem  solchen  Falle  das 
Integrationsgeschaft  noch  weiter  vereinfacht  werden  kann. 

Demnach  werden  wir  in  diesem  Kapitel  überhaupt  den  Inbegriff 
der  bekannten  infinitesimalen  Punkttransformationen  betrachten^  welche 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  gestattet, 
und  werden  dadurch  zu  einem  sehr  wichtigen  neuen  Begriff,  m  den 
Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  geführt  werden. 

In  den  folgenden  Kapiteln  werden  wir  diese  Theorien  weiter  ent- 
wickeln und  verwerten. 

In  §  1  werden  wir  zunächst  einen  wichtigen  Hülfssatz  ableiten, 
den  wir  in  §  2  anwenden  müssen, 

§  1.     Erweiterung  eines  Klammeranadmokes. 
Eine  infinitesimale  Transformation: 

kann,  wie  wir  wissen,  durch  Mitberücksichtigung  der  Transformationen 
des  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Differentialquotienten  y',  y"  •  •  •  erweitert 
werden.  Die  erweiterte  Transformation  bezeichneten  wir  —  und  wollen 
das  auch  jetzt  thun  —  mit  Iff,  U"f  u.  s.  w. 

Liegen  nun  zwei  infinitesimale  Transformationen  JJ^f  und  U^f 
vor,  so  kann  man  den  Klammerausdruck  {Uiü^  bilden,  der  wiederum 
eine  infinitesimale  Transformation  in  x,  y  darstellt,  und  ihn  der  Er- 
weiterung unterwerfen.  Wir  werden  die  erweiterten  Klammerausdrücke 
mit  (JJ^Ü^'j  (^1^2)"  ^-  s.  w.  bezeichnen.  Andererseits  kann  man  nun 
auch  mit  den  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  U^f  ^%f\ 
TJxf,  U^'f  u.  s.  w.  die  KlammerausdrOcke  {U^'U^),  {U^'U^')  u.  s.  w. 
bilden. 

Nahe  liegt  die  Vermutung,  dass  dann 

u.  s.  w.  ist,  denn  es  stimmen  die  Ausdrücke  links  und  rechts  sicher 

in  den  Coefficienten  von  ^  und  -J^  überein,  die  nur  x,  y  enthalten. 

ex  oy  '  '  ^ 

Wir  werden  beweisen,  dass  jene  Identitäten  in  der  That  richtig  sind. 

um  den  Beweis  durchzuführen,  brauchen  wir  einen  Satz,  den  wir  Hoifasate. 
gleich  jetzt  angeben: 

Satz  1:  Stehen  q  symbolische  Ausdrücke  F^/,  Fj/*-  •  •  Vgf  zu  zwei 
Symbolen  W^f  W^f  in  Beziehungen  von  der  Form: 
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(i  =  l,8-..g), 

WO  die  a  und  ß  irgend  welche  Functionen  der  Veränderlichen  bedeuten 
sollen,  so  besteht  audi  zwisclien  jedem  Vf  und  {W-^W^  eine  solche 
Belation: 

(»  =  1,2...  3), 

WO  die  y  Functionen  der  Veränderlichen  sind. 

Der  Beweis  liegt  in  der  Jacobi'schen  Identität  (vgl.  §  4  des 
10.  Kapitels).     Es  bestellt  nämlich  identisch  die  Relation: 

iir,w,)w,)  +  ((w,w,)r<)  +  ((Tr,F;)F.)  =  o. 

(ViWi)  und  (F-TTg)  sind  nach  den  Voraussetzungen  unseres  Satzes 
linear  ausdrückbar  durch   V^f---  Vqf,  sodass: 

-  W^an  'VJ W^at,  •  VJ 

wird.     Hieria  sind  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  die 

(F,Tr,)...(F,TF,) 

lineare  Ausdrücke  der  V^f'"  Vgf  und  die  W^aij  gewisse  Functionen 
der  Veränderlichen,  d.  h.  auch  {(ViW2)Wi)  drückt  sich  linear  durch 
VJ'"  Vgf  aus.  Dasselbe  gilt  von  ((TF^FiOTTJ  oder  ~  ((F»TF,)TF;). 
Die  obige  Jacobi'sche  Identität  zeigt  mithin,  dass  sich  auch  (( W^  W^  Fi) 
oder  (Vi{W^W^)  linear  durch  VJ-'-Vqf  ausdrückt,  womit  Satz  1 
bewiesen  ist. 

Wir  kommen  nun  zum  Nachweis  dafür,  dass  der  Klammer- 
ausdruck (üi'C/j')  zweier  erweiterter  infinitesimaler  Transformationen 
Ulf  und  U^f  gleich  der  Erweiterung  des  Klammerausdruckes  (JJiU^ 
zwischen  den  ursprünglichen  Transformationen  U^f  und  U^f  ist.  Man 
könnte  den  Nachweis  direct  führen,  indem  man  (UiU^)  wirklich  be- 
rechnete und  zeigte,  dass  dieser  Ausdruck  die  Erweiterung  von  {JJiU^ 
ist.  Aber  das  erfordert  ausserordentlich  lange  Formeln.  Deshalb 
schlagen  wir  einen  kürzeren  Weg  ein,  indem  wir  ein  Verfahren  be- 
nutzen, das  freilich  zunächst  wie  ein  Kunstgriff  aussieht,  während  es 
in  Wirklichkeit  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Methode  ist*). 

*)  Insbesondere  sei  bemerkt,  dass  man  in  dieser  Weise  eine  wesentlich  ein- 
fachere Begründung  der  Theorie  der  Differentialinvarianten  als  in  Lie's  „Theorie 
der  Transformationsgruppen",  Abschn.  I,  bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  Engel, 
Leipzig  1888,  geben  kann. 
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Q«^  Nachweis, 

^f-'^dx  +  '^dy  (^x^.)'i«t. 

eine  vorgelegte  infinitesimale  Punkttransformation,  die  wir  einmal 
erweitern,  sodass  sich  ergiebt: 

wo  ff  der  bekannte  Ausdruck  in  den  ersten  Differentialquotienten  von 
I,  1]  und  in  y'  ist;  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3  des  13.  Kapitels)  lasst 
sich  rf  kurz  so  schreiben: 

^  ^dx       ^  dx' 
wenn    hierin   die  Differentiation  nach  x  total  aufgefasst  wird,   d.  h. 
allgemein: 

dx       dx*^  dy 
gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  dieses  Operationssymbol  mit  J5/)  setzen 
wir  also: 

^f—di  +  ^Ty' 
so  wird  folglich: 

und  U'f  kann  nunmehr  so  geschrieben  werden: 

(1)  u'f---^^^%  +  n%  +  i.^^-y'm%- 

Das  Zeichen  Bf  kann  ebenso  wie  Uf  als  das  Symbol  einer  infinitesi- 
malen Transformation  aufgefasst  werden,  und  in  dieser  Auffassung 
wollen  wir  den  Ausdruck  B(JTf)  —  U'(Bf),  also  den  Elammer- 
ausdruck  (BIT),  berechnen.     Offenbar  kommt: 

Biirn  -  Tj'iBf)  ^.  gl + y  II)  K  +  (II  +  y  ?,)  %  - 

Den  Goefficienten  q  von  ~.  haben  wir  nicht  ausgerechnet,  weil  er 
nicht  gebraucht  wird.     Der  Coefficient  von  J-  ist   nun  5g,   der   von 

0  X 

-J-  ist  J^J?6;  sodass  sich  ergiebt: 


(Bfr)^j5|(|^  +  s^g)  +  ,^^ 


oder  also,  wenn  noch  der  Ausdmck 

gesetzt  wird: 

(2)  iBÜ')-.BiBf^QCf. 
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Femer  ist  Dun 

{CU')  -  C{Uf)  -  U\Cf)  =  -Bi  g, , 
(1.  h.: 
(3)  {CU')  =  cCf, 

Nach  (2)  und  (3)  drücken  sich  also  {BIT)  und  (CfT)  linear 
durch  Bf  und  Cf  aus. 

Liegt  nun  nicht  eine  infinitesimale  Transformation  Uf,  sondern 
liegen  zwei  vor:  Uif  und  U^f,  so  werden  sich  {BU^)j  (CUi)  und 
{BU^\  {CU^)  alle  vier  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 

Nach  unserem  Satz  1  (in  welchem  jetzt  Bf,  Cf  die  Rolle  der 
Vif  und  U^f,  U^f  die  der  TT/,  WJ  spielen  und  g  =»  2  ist)  ergiebt 
sich  demnach;  dass  auch 

(B(?7;ü,'))  und  iG{U;U,')) 
sich  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 
Es  sei  nun  etwa: 

sodass  nach  (1): 

ist.     Da  nun  (JJiU^)  mit  {U^U^y  jedenfalls  in  den  Coefficienten  von 
^-  und  —-  übereinstimmt,  so  ist  {Uiü^)  von  der  Form: 

Bedenken  wir,  dass  BfizSrX-^-y  ^,  ist,  so  kommt  also: 

(i?(£^/0  ^  ^i  •  g  +  (^-^  -  »)  -g  +  9  e^ , 

WO  wir  den  Coefficienten  q  von  Ji  nicht  ausgerechnet  haben.    Dieser 

Klammerausdruck  muss  sich  aber,  wie  bewiesen,   durch  Bf  und  Cf 
ausdrücken,  also  die  Form  haben: 

Es  ist  deshalb,  wie  der  Vergleich  lehrt, 

l.  =  B\ 

und 

y'5|^  Bii  —  00 
oder: 

sodass 
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ist. 

Satz  2:  Liegen  zwei  infinitesimale  PunJcUransformationen  U^f  und 
U^f  in  Xy  y  vor,  so  ist  der  Klammerausdruck  der  einmal  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  {TJ^U^)  gleich  der  Erweiterung  des 
Klammerausdruckes  der  ursprünglichen  Transformationen,  also: 

Ganz  ähnlich  stellt  sich  der  Beweis  für  die  zweimalige  Erweiterung  ^^J^y** 
dar.     In   diesem  Falle  benutzen  wir  als  Hülfsausdrücke  die  Symbole:  1^''^^,')^^^ 


und 


Alsdann  lautet  die  zweimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation 
mit  Hülfe  der  neuen  Zeichen  so: 

^'f^'  ^!i  +  ^  %  +  ^'  ti  +  (^n  -  y"B'l)  ^ , 

denn  es  ist  ja  (vgl.  §  2  des  16.  Kapitels): 

^         dx       y   dx' 
wenn  die  Differentiation  nach  x  total  ist,  d.  h. 

dx        dx     *    ^  dy 
Bildet  man  nun 

(Bü'')  =  B^iV'f)  -  U'\B'f), 
so  kommt: 

oder,  da 

71  z^Bri  —  yBi 

war,  also  auch  (weil  |  und  ij  frei  von  y   sind): 
ist: 
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~B%-Bf+6C'f. 
Ferner  ist: 

(CU")^  —  m-C'f. 
Liegen    also    zwei   infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f  vor, 
so  können  wir  auf  diese  Weise  zeigen,  dass  (^ü,"),  {li'ü^"),  (C'U^'\ 
(C'U^")  sich  linear  durch  B'fvmd  C/"  ausdrücken,  sodass  nach  Satz  1  auch 
(4)  iB'(U,'U,"))  =  kB'f+(.C'f 

sein   muss.     {TJ^'^JJ^')   stimmt   mit  {U^U^"   in  den  Coefficienten  von 

-ö^»  -ö^i   -J-f  überein.     Mit  Hülfe  der  letzten  Formel  findet  man  in 
ox^    dy  '    öy 

ähnlicher  Weise  wie  oben,  dass  auch  die  Coefficienten  von  ö-4r  die- 
selben sind.     Wenn  nämlich 

und 

ist,  so  kommt: 

und  der  Vergleich  mit  (4)  lehrt: 

also: 

y"B'i  =  B'ii'-q> 
oder 

g,  =  B'ij'-y"B'l, 
mithin 

Satz  3:  Liegen  zioei  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f  und 
U^f  in  X,  y  vor,  so  ist  der  Klammeratisdruck  der  zweimal  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  (JJ^'U^')  gleich  der  Erweiterung  des 
Klammerausdruckes  der  ursprünglichen  Transformationen,  also 

In    ähnlicher  Weise    lässt    sich    der    entsprechende  Satz   für  beliebig 
oftmalige  Erweiterung  beweisen.     Wir   wollen    ihn   deshalb  hier  angeben,, 
obgleich  wir  ihn  nicht  gebrauchen  werden: 

Satz  4:  Liegen  zwei  infinitesimale  Punkttransformationen  TJ^f  und  TJ^f 
in  X,  y  vor  und  hezeichnet  der  Index  m  die  m-mälige  Erweiterung,  so  ist 
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An  dieser  Stelle  wollen  wir  den  früher  versprochenen  rein  analytischen^®J|^'^^*^J" 
Beweis  dafür  führen,  dass,  wenn  u  die  Invariante  und  v  eine  Differential-      dass 

j  „ /dv\ 

invariante    erster    Ordnung    von    Uf   ist,    alsdann   -r-    eine    Differential-,      l*«/     ' 

»M  'wenn  CT«  ^- 0, 

invariante  zweiter  Ordnung  von   Uf,  d.  h.  u'v^o  iat. 

ist.     (Vgl.  §  5  des  16.  Kap.) 

Da  u  frei  von  y    ist,  so  ist  wegen  Uu  ?:::£  0  auch   U'u '—-  0,  anderer- 
seits ist   U'v  ^  0,  also  auch 

ü\v  —  aM)  =  0, 

wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Wir  bilden  nun 

du  u^  +  u^y 

und  setzen  wie  oben 

sodass 

^  =^ 
du  —  Bu 

wird.     Nun  ist 

^    \dJ  —  ^     \bJ  -  '   "  {Buy  ~ 

Nach  dem  Obigen  aber  ist 

V\B^f)  ~  B\V''f)  =  (J7"-B')  —.-B'l'B^f—fS^, 

oder,  da  §  gar  nicht  y    enthält: 

Dementsprechend  war  auch 

TT  {Bf)  -  B{U'f)  i-s-Bl-  Bf—  Q  1^. . 

Also  ist,  wenn  hierin  v  and  u  für  f  eingesetzt  werden: 
U'\B'v)  =  B\U''v)  —  B^  .  B'v, 
CT'  (Bu)  E=E  5  (CT'u)  —  B^  •  J5u, 
oder,  da  ü''v -=^  ü'v^O,  Uu=  CTm  E=£  0  und   U\Bu)  r^  ü'\Bu)  ist: 

tr"(-B'«^)  ^-  —  -^5  •  -»'^7      ü'\Bu)  =  —  BiBu 
und  demnach  wird  nunmehr: 


veisen 
zweiter  Ordnung. 


was    zu    beweisen    war.     3—    ist    also    in    der    That   Differentialiuvariante 

au 
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§  2.    Differentdalgleiohtingen  zweiter  Ordnung  ia  x,  y,  welche 
mehrere  infinitesimale  Transformationen  gestatten. 

AngenommeD,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 
y'—co(x,y,y)^0 
gestatte  mehrere  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f,  U^f,  U^f'"- 
Dies    deckt   sich  nach  Satz  7   des  §  3,   16.  Kapitel,   damit;    dass   die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y^  y: 

die  einmal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  üif^  ü^f, 
U^f' ' '  gestattet.  Dies  wieder  fijidet  nach  Theorem  29  (§  2  des 
15.  Kapitels)  seinen  Ausdruck  darin^  dass  Relationen  bestehen  von  der 
Form: 

iU,'A)^Q,Af,    {U^A)  =  Q,Af,    ..., 
WO  (>!,  Q%'  • '   irgendwelche  Functionen   der  Veränderlichen   bedeuten. 
Hiernach  ist  aber  auch,  wenn  q,  c^--  -  Constanten  bezeichnen: 

(c,?7.r+  c^U^f-\-  '  ■  ;  Af)  .=  (c,9i  +  «iC*  +  •  •  ■)Äf, 
d.  h.  die  Gleichung  Af  =  0  gestattet   auch  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

c,U,'f+c,U^f+---. 
Wir  hoben  dies  schon  früher  gelegentlich  hervor  (vgl.  §  3  des  15.  Ka- 
pitels).    Eine  infinitesimale  Transformation   ü'f  nun^  die  sich  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  aus  einer  Anzahl  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen Uiff  Uif-'*  zusammensetzt: 

haben  wir  als  von  ?///*,  U^'f  •  •  •  abhängig  bezeichnet  (vgl  S.  233). 
Demnach  können  wir  sagen,  dass  Af=^0  alle  von  ?7//*,  U^'f"-  ab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen 

gestattet.  Eine  solche  ist  aber  die  Erweiterung  einer  Punkttrans- 
formation 

üf-=C,U^f+C,U,f+--; 

und  so  folgt  rückwärts,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

y'  -o(a;,y,/)  =  0 

auch  Uff  d.  h.  jede  von  Uif^  U^f  •  •  •  abhängige  infinitesimale  Trans- 
formation gestattet. 

Satz  5:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y 
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mehrere  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f^  U^f  "',  so  gestattet 
sie  auch  jede  von  ihnen  abhängige  von  der  Form 

wo  c^yC^'  - '  Constanten  bedeuten. 

Es   genügt  demnach,  nur  von  einander  unabhängige  in finitesimaie der  nnM. 
Transfor^nationen  U^f,  U^f'-zu  suchen,  welche  die  Diflferentialgleichungwe^he^'^iie 
gestattet,  also  nur  solche,   zwischen  denen  keine  Relation  mit  con-o'teitottet! 
stanten  Coefficienten  besteht.     Denn  mit  diesen  kennen  wir  auch  die 
von  ihnen  abhängigen,  die  also  trivial  sind. 

Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kapitels)  gestattet  Af^O  mit 
Ulf  und  U^'f  auch  die  infinitesimale  Transformation  (CT/Üg').  Nach 
Satz  2  des  vorigen  Paragraphen  ist  diese  die  einmalige  Erweiterung 
der  Punkttransformation  (UiU^),  und  somit  muss  y"  —  cd(x,  y,  y  )  -=  0 
diese  letztere  gestatten. 

Theorem    38:     Gestattet   die   Differentialgleichung   ssweiter  ^^l^^^ 

Ordnung  in  x,  y:  ^"{uu^ 

j/'-cD(a;,y,j/)  =  0 

die  beiden  infinitesimalen  PunJettransformationen  U^f  und  TJ^fj 
so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  PunJcttransformaiion 
iü,U,)  oder  U,{U,f)  -  U,{U,f)-*) 

Hiernach  können  wir  aus  zwei  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ulf  und  U^f  unserer  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung die  infinitesimale  Transformation  (U^U^)  derselben  ableiten.  Nun 
ist  es  wohl  möglich,  dass  sich  (JJiU^  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch  Ulf  und  U^f  ausdrückt: 

d.  h.  abhängig  von  U^f  und  U^f  isi  In  diesem  Falle  hat  sich  nach 
dem  Obenbemerkten  nicht  Neues  ergeben. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  {UyU^  von  U^f  und  U^f 
unabhängig  ist  In  diesem  Falle  würden  wir  also  hiermit  eine  dritte 
infinitesimale  Transformation  unserer  Gleichung  construieren  können: 

Nun  liesse  sich  Theorem  38  auf  U^f  und  U^f  sowie  auf  U^fxind  U^f 
anwenden,  d.  h.  unsere  Gleichung  würde  auch  (U^U^)  und  (U^U^)  ge- 

*)  Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  aUgemeineren :  Enthält  eine 
Grappe  von  endlichen  Transformationen  die  beiden  infiniteeimalen  Transfor- 
mationen Ulf  und  ü^f,  so  enthält  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(C/|Cr,).  Ein  besonders  einfacher  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  in  den  Math. 
Ann.,  Bd.  24. 

Lie,  Differentialgleichungen.  26 
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statten.  Sind  diese  Ton  U^fy  ü^f,  U^f  unabhängig,  so  haben  wir 
neue  infinitesimale  Transformationen  U^f,  U^f  der  Gleichung  gefun- 
den u.  s.  w. 

Man  sieht,  dass  man  unter  umstanden  aus  zwei  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
durch  Differentiationsprocesse  eine  Reihe  weiterer  infinitesimaler  Trans- 
formationen derselben  herleiten  kann,  die  nicht  Yon  den  ursprünglichen 
und  von  einander  abhängig  sind. 

Ein  Beispiel  wollen  wir  hierfür  angeben. 
Beispiel.  Beispiel:  Wir  haben  schon  in  §  6  des  16.  Kapitels  ausgerechnet, 

dass 

y"-0 

acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet.    So  gestattet  sie  z.  B.  diese  beiden: 

wovon  man  sich  auch  direct  überzeugen  kann.  Denn  bei  U^f  hat  y 
das  Increment  dy  =  i/dt,  d.  h.  y"  das  Increment  8y'  ^^  y'8t  Es 
verschwindet  also  vermöge  y"  =  0.  Bei  U^f  ist  6y  ^^  {y  —  xy)dt, 
daher  dy"  «=  —  Sxy'dt,  d.  h.  auch  gleich  Null  vermöge  y"=  0.  Durch 
Elammeroperation  leiten  wir  nun  aus  Uif  und  U^f  die  infinitesimale 
Transformation  ab: 

die  von    Uif  und   U^f  unabhängig  ist    In  der  That  ist  hier  wegen 

Sy'  =  —  ydt  auch  8y' 3/*f,  d.  h.  *y"=  0  vermöge  y'=  0. 

U^f  lässt  also  wirklich  die  Differentialgleichung  j^'  -»  0  invariant. 
Wir  bilden  nun: 


wo  dl/  =  0,  dy"  -=  0  ist,  und 

Dies  U^f  kann  auch  durch  das  kürzere: 
Ü,f^UJ+2U,fz:^ 
ersetzt  werden.     Wirklich  ist  wegen  8y  ^  8t  auch  8j/'^  0,  u.  s.  w. 


ÜJz^  {U,U,)  =  _  2a;*  g  +  (l  +  «  -  2a;y)  1^. 


U,f^UJ+2U,fz::i{S  +  x)l^ 
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§  3.    Über  die  AnzaJil  der  unabhängigen  infinitesimalen  Funkttrans- 
formationen  einer  Differentialgleichung  aweiter  Ordnung  in  a;^  y. 

In  §  6  des  Torigen  Kapitels  fanden  wir,  dass  die  DiSFerential- 
gleichnng  y'=0  cuM  und  nur  acht  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  gestattet.  Es  besteht  nun  der  Satz^  dass 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

y"-io{x,y,y')^0 
überhaupt    höchstens    acht    von    einander   unabhängige   infinitesimale 
Transformationen   gestatten   kann.     Dass   diese  Mazimalzahl  wirklich 
erreicht  werden  kann^  lehrt  das  Beispiel  y"  «s  0. 

Der  Beweis  des  genannten  Satzes  stützt  sich  auf  einen  functionen- 
theoretischen  Hülfssatz: 

Ist  eine  Differentialgleichu/ng  eweiter  Ordnung  y" —  ©(iC;  y,  y')  =  0 
vorgelegt^  so  ist  es  immer  möglich,  in  der  Ebene  (x,  y)  einen  solchen  Bereich 
dbmgrenjsen,  dass  durch  ewei  beliebige  Punkte  desselben  immer  eine  und 
nur  eine  Integrälcurve  der  Differentialgleichung  hindurchgeht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gehört  nicht  hierher. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  Nachweis, 

y"-fl,(a;,y,y)  =  0  J^S 

gestatte  mehr  als  acht,  also  mindestens  neun  von  einander  unabhängige^^zuiLst/ 
Punkttransformationen  Uif,  U^f "  -  U^f,  U^f,  wo  allgemein 

sei.  Wir  wählen  alsdann  in  dem  im  Hülfssatze  erwähnten  Bereiche 
vier  Punkte  Pi,  ft,  pj,  p^,  unter  denen  nicht  drei  auf  derselben  Inte- 
grälcurve der  Differentialgleichung  gelegen  sind.  Nach  Satz  5  des 
§  2  gestattet  y" —  cd  =  0  jede  von  U^f,  U^f  •  •  •  ü^f  abhängige  infi- 
nitesimale Transformation 

Uf=c,UJ+c,U,f+''C,UJ+c,ü,f. 
Wir  wollen  nun  die   neun  Gonstanten  c^,  c^  '  -  •  Cg  so  wählen,   dass 
üf  die  vier  Punkte  p^,  p^,  p^,  p^  invariant   lässt     Sind   Xk,  yt   die 
Coordinaten  des  Punktes pi^,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass: 

cJi(ic*,  y*)  +  c^iii^k,  y*)  -I 1-  c^^(xk,  y*)  =  0, 

<^i^i(^*,  y*)  +  c^Vii^k,  y*)  -4 h  <^9%(^k,  y*)  =  0 

(A  =:  1,  2,  3,  4) 

sei.  Dies  sind  acht  Gleichungen  für  die  neun  Grössen  c^,  c^  •  •  •  Cq. 
Sie  lassen  sich  immer  erfüllen,  sodass  also  bei  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen stets  eine  Transformation 

26* 
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t"'-5|^  +  ' 


df 


Torhanden  ist,  die  y" —  0  =  0  und  die  vier  Punkte  Pi,  A,  i>8>  P4  in- 
variant lässt.     Durch  Erweiterung  derselben  kommt: 

^r=%  wi  +  '^-di  +  Kdi  +  ky-d^jy-diyjw' 

Dies  ist  die  Transformation,  welche  die  Linienelemente  (x,  y,  y)  bei 
Ausfährung  von  Uf  erfahren.  Die  cx>^  Linienelemente  durch  einen 
der  vier  festen  Punkte  pk  werden  dabei  notgedrungen  unter  sich  ver- 
tauscht, indem  sie  ihren  Punktort  (Xk^  yu)  beibehalten,  aber  ihre 
Richtungen  ^  transformiert  werden.     Angenommen, 

dri         dri d_i  dl 

dx^      dy       dx'  dy 

reducieren  sich  im  Punkte  pk  &uf  die  Zahlen  a,  b,  c,  so  werden  die 
Richtungen  y   der  Linienelemente  {Xk,  yk,  y')  vermöge: 

8j/=(a  +  by+cy'')dt 

bei  Ausfahrung  von  Uf  transformiert.    Drei  dieser  Richtungen  bleiben 

in  Ruhe,  nämlich  die  Richtungen  y/,  y^\  y^', 
welche  auf  den  drei  Integralcurven  liegen,  die 
durch  Pk  und  je  einen  der  drei  anderen  in- 
varianten Punkte  nach  unserem  Hülfssatz  hin- 
durchgehen (Fig.  34).  Nach  der  getroffenen 
Voraussetzung;  dass  nicht  drei  dieser  vier 
Punkte  auf  einer  Integralcurve  liegen  sollen, 
sind  yi,y2,y^'  von  einander  verschiedene  Zahlen. 

Demnach   liefern  die  drei  sicher  bestehenden  Gleichungen: 

a  +  hi+eyr^O, 
da  ihre  Determinante 


ist: 
d.  h. 


Vi 

y% 

y; 


y» 


es  ist 


a  — s  6  =  c  «=  0, 


0 


8y'^{a  +  hy  +cy^)dt 
für  jede  Richtung  y   durch  den  Punkt  p*. 

Ohne  Rechnung   wäre  dies  so   einzusehen:    Da  dy    in  y    quadratisch 
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ist,  so  werden  die  Richtungen  y  durch  pu  vermöge  einer  infinitesimalen 
projectiyen  Transformation  untereinander  vertauscht.  Hierbei  bleibt  das 
Doppelverhttltnis  von  vier  beliebigen  Strahlen  dieses  Büschels  invariant, 
also  auch  das  von  ^/,  y^^  y^  und  irgend  einer  Richtung  y.  Da  nun 
Vii  y%y  Vz  selbst  invariant  sind,  so  ist  deshalb  notwendig  auch  diese  be- 
liebige Richtung  y   invariant. 

Somit  hat  sich  ergeben:  Bei  der  infinitesimalen  Transformation  TJf 
bleiben  die  Linienelemente  durch  jeden  der  vier  invarianten  Punkte  eben- 
falls invariant.  Nun  hat  jede  durch  pk  gehende  Integralcurve  in  pk  ein 
Linienelement  {x^y  yky  yO>  ^^^  ^^  ^^^^  verschiedenen  Linienelementen  ge- 
hören auch  verschiedene  Integralcurven.  Da  die  Linienelemente  bei  ü'f 
invariant  bleiben,  so  folgt  mithin ,  dass  auch  jede  durch  pk  gehende 
Integralcurve  bei  Uf  invariant  ist.  Ist  nun  schliesslich  p  ein  beliebiger 
Punkt  unseres  Bereiches ,  so  gehen  durch  ihn  nach  unserem  Hülfssatz 
und  nach  der  Voraussetzung,  dass  keine  drei  der  vier  Punkte  pk  auf 
einer  Integralcurve  liegen,  mindestens  zwei  Integralcurven  nach  den 
invarianten  Punkten,  also  zwei  invariante  Curven.  p  muss  deshalb  als 
Schnittpunkt  der  beiden  invarianten  Curven  auch  invariant  sein.  Eine 
Transformation  unserer  Gleichung  y"  —  cd  =  0,  welche  vier  Punkte 
jenes  Bereiches  invariant  lässt,  lässt  also  alle  Punkte  desselben  und 
—  wie  durch  analytische  Portsetzung  folgt  —  überhaupt  alle  Punkte 
der  Ebene  in  Buhe,  d.  h.  sie  ist  die  Identität. 

Demnach  kann  es  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  unserer  Gleichung  geben,  denn  die  Vor- 
aussetzung, dass  es  neun  gebe,  führte  zu  einer  wirklichen  Transformation 
Uf,  welche  die  vier  Punkte  in  Ruhe  lässt,  und  nicht  zur  Identität. 

Theorem  39:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  x,  y: 

ß(«,  y»  y,  y ')  =  o 

gestattet  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen Jn  x,  y. 

Es  möge  hier  ohne  Beweis  angeführt  werden,  dass  jede  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  welche  wirklich  acht  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  gestattet,  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  die 
Form  y"  >=»  0  reducibel  ist.  Diese  Gleichung  hat  zu  Integralcurven  die 
oo^  geraden  Linien  der  Ebene.  Sobald  also  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen zulässt,  können  ihre  oo^  Integralcurven  in  die  Geraden  der  Ebene 
transformiert  werden. 
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§  4.    Gruppen  von  JnfiniteBimalen  Transformationen  und  ihre  zwei- 
gliedrigen Untergruppen. 

Aus  unserem  Theorem  39  folgt,  dass  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  nur  r  ^  8  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  U^f,  ü^f'  -  •  Urf  gestatten  kann,  d.  h.  dass  jede  in- 
finitesimale Transformation,  welche  sie  zulässt^  linear  mit  constanten 
Coefficienten  durch  Uif,  ü^f  •  •  •  Urf  ausdrückbar  sein  muss-  Nach 
Theorem  38  (§  2)  gestattet  sie  aber  auch  jeden  Elammerausdruck 
{TJiUk).     Diese  Elammerausdrücke  müssen  demnach  die  Form  haben: 

r 

1 
(i,  *  =»  1,  2  •  •  •  r). 

Es  liegen  demnach  r  yon  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  UJ--'  Urf  unserer  Gleichung  vor,  sodass  die  all- 
gemeinste infinitesimale  Transformation  derselben  sich  linear  mit  con- 
stanten Coefficienten  durch  diese  r  ausdrückt,  und  dass  jeder  Ausdruck 
{UiUk)  sich  ebenfalls  in  dieser  Weise  darstellt. 

Hiermit  werden  wir  zu  einem  wichtigen  neuen  Begriff  geführt,  den 

wir  sogleich  in  voller  Allgemeinheit  (ohne  Rücksicht  auf  die  Zahl   der 

Veränderlichen  und  die  Grenze  **  ^  8)  definieren  wollen : 

^iS2ueI?-°         Stehen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

fomatTonel'^i/i  ^^f  '  * '  ^»"^  *^  sölchen  Beßtehungen  zu  einander,  dass  jedes  (üiUk) 

sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  ü^f  •  -  -  Urf  ausdrückt: 


Ui{U,f)  -  U,{Uif)  =  ^  c,*,  U.f 


(i,  *  =  1,  «  .  .  •  r,    Cij^  =  Comt.), 

SO  nennen  wir  den  Inbegriff  dieser  infinitesimalen  Transformationen  und 
der  von  ihnen  abhängigen ,  d.  h,  aus  ihnen  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten zusammensetzbaren  infinitesimalen  Transformationen  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen*). 


*)  Der  im  Texte  gegebene  Begriff  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  TranS' 
formationen  wurde  ausdrücklich  und  in  voller  Allgemeinheit  eingeführt  am  Schlüsse 
der  Abhandlung:  Begründung  einer  Invariantentheorie  der  Berührungstransfor- 
mationen von  Sophus  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  8.  Die  Identität  dieses  Begriffes 
mit  dem  Begriffe  einer  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppe  wurde 
in  den  GOttinger  Nachrichten,  December  1874,  angegeben.  Im  Übrigen  findet 
man  in  den  Verhandlungen  der  GeseUsch.  d.  W.  zu  Christiania  für  1870,  71,  72 
und  73 ,  sowie  in  den  Math.  Annalen  Bd.  5  mehrere  specielle  Anwendungen  der 
beiden  besprochenen  Begriffe. 
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Obzwar  dieser  Begriff  eng  mit  dem  früher  in  §  2  des  2.  Kapitels 
auseinandergesetzten  Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  (endlichen 
und  infinitesimalen)  Transformationen  zusammenhängt^  wollen  wir  uns 
doch  um  diesen  Zusammenhang  jetzt  nicht  weiter  kümmern  und  den 
Begriff  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  nur  in  obiger 
Weise  definieren. 

L  Beispiel:    In  zwei  Veränderlichen  x,  y  bilden  die  beiden  infini-  Beispiele. 
tesimalen  Transformationen: 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  denn 
sie  sind  zunächst  von  einander  unabhängig,  d.  h.  es  ist  r  «:  2,  und 
ausserdem  ist 

2.  Beispiel:    Auch 

geben  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
da  hier  r  =  2  und 

ist. 

3.  Beispiel:    Um  zu  entscheiden,  ob 

eine  Gruppe   von  infinitesimalen  Transformationen    bilden,   bemerken   ' 
wir,  dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  also  r  =  2  ist,  und  dass 

iU,ü,)^-x'%-xy'/^ 

ist     Dies  aber  zeigt,  dass 

iU,ü,)=ÜJ-UJ 

wird.  {U1Ü2)  ist  mithin  von  Uif  und  U^f  abhängig,  d.  h.  Uif  und 
U^f  erzeugen  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. Dieselbe  enthält  alle  von  Uif  und  ü^f  abhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen,  also,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
alle  von 


und 
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abhängigen.     Wir  können  also  anch  an  Stelle  von  Uif  das  bequemere 
Ulf  benutzen  und  haben  dann 

4.  Beispiel:    In  drei   Yeranderlichen  x,  y,  z   bilden  die    beiden 
Transformationen : 

^^i=rx  +  Ty  +  di>  ^'f^'Wi  +  ^-d^  +  'Ft 
eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,    denn 
sie  sind  von  einander  unabhängig  und  es  ist 

5.  Beispiel:    Die  vier  infinitesimalen  Transformationen: 
ÜJ^^Ii,    ÜJ^x^,     ü,/-^y|^,     UJ^y'^^ 

sind  Yon  einander  unabhängig,  und  es  ist: 

iU,U,)=U,f-UJ,    iU,U,)=U,f,    iU,ÜJ  =  -U,f. 

Mithin  bilden  sie  eine  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
Uify  U^f  '  *  *  Urf  Tor,  so  kann  es  möglich  sein^  dass  schon  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  einander  unabhängiger  infinitesimaler  Transfor- 
mationen CjL  Ulf-]-  c^  U^f  -{-  •  •  •  4-  CrTJrf  fÖT  sich  ciuc  Gruppe  bildet 
In  diesem  Falle  nennen  wir  diese  weniger  als  r-,  etwa  5-gliedrige 
Gruppe  eine  s-gJiedrige  Untergruppe  der  vorgelegten  Gruppe  Ton  infini- 
tesimalen Transformationen*  Einige  Beispiele  werden  dies  besser  als 
theoretische  Erläuterungen  klar  machen. 
Bcupieia.        '  X  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ^s'l{^  +  xyl^,     ir,/-^xy|^  +  j^^^, 

''  ex   ^   ^  cy 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  sie  sind  yon  einander  unab- 
hängig und  es  ist: 

Hier  bilden  U^f  und  U^f  f&r  sich  eine  zweigliedrige  Gruppe ,  ebenso 
Ulf  und  U^f  sowie  analog  U^f  und  U^f.  Unsere  dreigliedrige  Gruppe 
besitzt  demnach  unter  anderen  die  zweigliedrigen  Untergruppen 


Unter- 
gruppe. 
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2.  Beispiel:   Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Sie  sind  nämlich  Ton  einander  un- 
abhängig und  es  ist: 

Offenbar  bilden  U^f  und  U^f  für  sich  eine  zweigliedrige  Untergruppe, 
ebenso  U^f  und  ü^f,  denn  im  einen  Fall  ist  (Uiü^)^  TJ^fy  im  andern 
(Diüj)  ^  U^f.  Dagegen  bilden  UJ  und  UJ  keine  Untergruppe,  denn 
(UiU^)  drückt  sich  nicht  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  UJ' 
und  U^f  allein  aus. 

3.  Beispiel:  Die  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

UJ^xl^^,    ü,f^x'/^,    U,f^y'£    VJ^yfy, 

WO 

ist,   enthält  unter  anderen  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

welche  eine  dreigliedrige  Untergruppe  bilden,  denn  sie  sind  von  ein- 
ander unabhängig  und  es  ist 

iü,U,)z^.Uf,    {U,U)  =  -2U,f,    iU,U)-2U,f. 

Es  gilt  nunmehr  der  Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  Yon  in- 
finitesimalen  Transformationen    (r  >  2)   sicher   mindestens  eine  zwei-  ^^^^^ 
gliedrige   Untergruppe  enthält,  d.  h.  dass  sich  aus  den  infinitesimalen   ^pp'~ 
Transformationen 

der  Gruppe  zwei  auswählen  lassen,  deren  Elammerausdruck  sich  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  aus  diesen  selben  beiden  zusammen- 
setzen lässt. 

Diesen  Satz,  der  für  unsere  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  von  besonderer  Bedeutung  ist,  beweisen  wir,  indem 
wir  nur  yon  der  Definition  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  Gebrauch  machen.     Der  Satz  gilt  deshalb  ni^ht  nur 
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abhangigen.  Wir  können  also  auch  an  Stelle  von  Uif  das  bequemere 
Ulf  benutzen  und  haben  dann 

i.  Beispid:    In   drei   Veränderlichen  x,  y,  0  bilden  die  beiden 
Transformationen : 

^^f=di  +  Ty  +  di'   ^*f='^di  +  yTy  +  'di 
eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen^  denn 
sie  sind  von  einander  unabhängig  und  es  ist 

5.  Beispiel:     Die  vier  infinitesimalen  Transformationen: 

ü^f^^U,,  v.f^^%,   u^f^yli    uj^yTy 

sind  von  einander  unabhängig,  und  es  ist: 

{U,ü,)=Ü,f,    {U,U,)  =  -Uif,    (U,U,)  =  0, 

Mithin  bilden  sie  eine  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
Uiff  U^f  •  •  •  Urf  vor,  so  kann  es  möglich  sein,  dass.  schon  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  einander  unabhängiger  infinitesimaler  Transfor- 
mationen (^  Uif-^  ^U^f'h  •  •  •  +  CrUrf  für  sich  eine  Gruppe  bildet. 
In  diesem  Falle  nennen  wir  diese  weniger  als  r-,  etwa  s-gliedrige 
Gruppe  eine  s-gliedrige  Untergruppe  der  vorgelegten  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Transformationen^  £inige  Beispiele  werden  dies  besser  als 
theoretische  Erläuterungen  klar  machen. 
Beispiele.        '  1,  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ^^^  +  xylL^     U^f^xyl^  +  y^l-^, 

UJ=x^  +  y^ 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  sie  sind  von  einander  unab- 
hängig und  es  ist: 

(O.ü,)  =  0,    iü,U,)  =  -U,f,    iU,U,)  =  -U,f. 

Hier  bilden  Uif  und  Z7g/*  f£lr  sich  eine  zweigliedrige  Gruppe,  ebenso 
Ulf  und  U^f  sowie  analog  U^f  und  U^f  Unsere  dreigliedrige  Gruppe 
besitzt  demnach  unter  anderen  die  zweigliedrigen  Untergruppen 


Unter- 
gruppe. 
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2.  Beispiel:   Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 


TT  f=x^^4-fj^^-f 

^»'— ^  dx^y    dy 


bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Sie  sind  nämlich  von  einander  un- 
abhängig und  es  ist: 

Offenbar  bilden  UJ  und  TJ^f  für  sich  eine  zweigliedrige  Untergruppe, 
ebenso  U^f  und  TJ^fy  denn  im  einen  Fall  ist  {TJJJ^  ^  ü^f^  im  andern 
(JJ^JJ^^  TJ^f,  Dagegen  bilden  UJ  und  TJ^f  keine  Untergruppe,  denn 
{U\ü^  drückt  sich  nicht  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  Uif 
und  TJ^f  allein  aus. 

3,  Beispiel:  Die  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

UJ^x^L,    V^f^x'J^,    UJ^yli,    UJ^y'^^, 
wo 

ist,   enthält  unter  anderen  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

welche  eine  dreigliedrige  Untergruppe  bilden,  denn  sie  sind  von  ein- 
ander unabhängig  und  es  ist 

iü,U,)^üf,    {U,ü)^-2U,f,    {ü,ü)-2U,f. 

Es  gilt  nunmehr  der  Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  in- 
finitesimalen  Transformationen    (r  >  2)   sicher   mindestens  eine  jswei-  gij^drige 
gliedrige   Untergruppe  enthält,   d.  h.  dass  sich  aus  den  infinitesimalen 
Transformationen 

der  Gruppe  zwei  auswählen  lassen,  deren  Elammerausdruck  sich  linear 
mit  constanten  Coefficienten  aus  diesen  selben  beiden  zusammen- 
setzen lässt 

Diesen  Satz,  der  für  unsere  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  von  besonderer  Bedeutung  ist,  beweisen  wir,  indem 
wir  nur  von  der  Definition  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  Gebrauch  machen.     Der  Satz  gilt  deshalb  ni^ht  nur 


Unter- 
gruppe. 


f 
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für  infinitesimale  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  oder  für 
r  <  8,  sondern  für  jede  durch  unsere  Definition  gegebene  r-gliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  in  n  Veränderlichen. 
Es  ist  dies  zu  bemerken  deshalb  wichtig  ^  weil  eben  der  Begriff  einer 
solchen  Gruppe  nicht  auf  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschränkt  ist, 
sondern  eine  viel  grössere  Bedeutung  hat,  die  wir  freilich  hier  noch 
nicht  benutzen  werden. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  seien  TJ^ff  U^f  •  •  •  TJrf  r  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  und  also  jedes 

r 

(5)  {TJiUi)~^'c>,,U.f 

1 
(/,*  =  l,2...r), 

WO  die  Ciki  CoDstanten  sein  sollen.  Wir  werden  zeigen,  dass  es  eine 
zweigliedrige  Untergruppe  dieser  Gruppe  giebt,  welcher  z.  B.  die  in- 
finitesimale Transformation  U^f  angehört. 

Soll  dies  der  Fall  sein,  so  muss  sich  eine  infinitesimale  Trans- 
formation 

angeben  lassen,  in  der  erstens  die  Grössen  6^  •  •  *  er  Gonstanten  sind, 
und  für  welche  zweitens  (Di/*,  TJf)  sich  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  durch  {7^/*  und  Z7/*  allein  ausdrückt: 

(a,  b  =  Conit.). 

Zunächst  giebt  diese  Relation: 

2  ekiU.Ü,)  -^-aUJ-Jf  bie,U,f+  ■  •  •  +  erürf), 

2 

also  nach  (5) 

r  r 

2«*  2"'»'^'f==''^^f+  HeuU,f-\-  ■ .  •  +  erUrf). 
2  1 

Beide  Seiten  sind  nun  linear  in  U^f  "  -  Urf  und  haben  constante 
Coefficienten.  Nach  Voraussetzung  sollen  jedoch  Uif  •  •  •  Urf  von 
einander  unabhängig  sein.  Diese  Relation  kann  also  nur  dann  be- 
stehen, wenn  sie  eine  Identität  isi^  indem  links  und  rechts  jedes  U^f 
denselben  Coefficienten  hat.  Die  Coefficientenvergleichung  liefert  dem- 
nach die  r  Forderungen: 


(6) 
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r 

2 

r 

2 
r 


^ekCikr  =  ber 


Wenn  umgekehrt  e^  •  > '  er  r  solche  Gleichungen  erfüllen,  in  denen  a 
und  b  Constanten  sind,  und  natürlich  nicht  eg  •  *  •  ^  sämtlich  yer- 
schwinden,  so  bestimmen   Uif  und 

üf=e,UJ+'^+erUrf 

in  der  That  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, indem  dann 

{U,ü)  =  aUJ+büf 
wird. 

Wir  haben  also  nur  noch  die  r  Forderungen  (6)  zu  untersuchen. 
Die  erste  dient  zur  Bestimmung  von  a  und  stellt  also  für  e^^e^*  -  -  Cr 
keine  Bedingung  dar.  Es  bleiben  die  r  —  1  übrigen.  Dieselben  lassen 
sich  so  schreiben: 

(^122  —  &)^2  +  ^182^8  H h  ^lr«ßr  =  0, 


(7) 


'128 


^2  +  fesS   -  *)^8  -I h  ClrSer  =  0, 


lCl2r^a  +  CiSr^S  +  •  •  •  +  (Cirr  —  b)€r  =«  0. 

Dies  sind  r  —  1  in  6,  •  •  •  ^r  lineare  und  homogene  Gleichungen.  Da 
€2'  - '  er  nicht  sämtlich  Null  sein  sollen,  so  muss  ihre  Determinante 
verschwinden: 


(8) 


^122 


-i 


''132 


''128 


Clir 


ISS 


-6 


CiSr 


Ciri 
Cir9 

Cirr   —  b 


Dies  lässt  sich  immer  erreichen,  da  wir  noch  über  b  verfügen  können. 
Die  Gleichung  (8)  ist  ja  eine  Gleichung  (r  —  l)*®**  Grades  für  6,  deren 
höchstes  Glied  ( —  1)»— ij»— 1  sicher  nicht  wegfällt.  Eine  solche  Glei- 
chung hat  immer  mindestens  eine  Wurzel  b.  Wählen  wir  eine  Wurzel 
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für  b  aus,  so  lassen  sich  nunmehr  die  Gleichungen  (7)  durch  Con- 
stauten  e^,  e^"  -  er  befriedigen^  welche  nicht  sämtUch  Null  sind.  ^Ist 
6  Doppel-  oder  mehrfache  Wurzel  von  (8),  so  giebt  es  unter  Um- 
ständen sogar  unendlich  viele  Wertsysteme  e,  •  •  •  Cr,  welche  das 
System  (7)  erfüllen.) 

Mithin   können   wir   für   ß,  * ' '  ^r  nicht   sämtlich  verschwindende 
Constanten  finden,  welche  Relationen  von  der  Form  (6)  erfüllen. 

UJ  und   Uf^e^UJ-\ 1-  €rUrf  bilden  dann  in   der  That 

eine  zweigliedrige  Untergruppe  unserer  gegebenen  r-gliedrigen  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen,  üif--*  27r/* bezeichneten  irgend 
welche  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  r-gliedrigen  Gruppe.  Statt  für  U^f  hätten  wir  also  auch  dasselbe 
Baisonnement  für  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
durchführen  können,  und  demnach  ist  bewiesen: 

Theorem  40:  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  enthält  zweigliedrige  Untergruppen,  Jede 
infinitesimale  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  gehört 
mindestens  einer  zweigliedrigen   Untergruppe  derselben  an. 


Kapitel  18. 

Zurfickffihrung  der  zweigliedrigen  fifrnppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  auf  canonische  Formen. 

Im  letzten  Paragraphen  des  vorhergehenden  Kapitels  haben  wir 
uns  anscheinend  von  unserem  eigentlichen  Probleme  der  Integration 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung^  welche  mehrere  bekannte 
infinitesimale  Transformationen  gestattet^  abgewendet.  Auch  im  gegen- 
wärtigen Kapitel  werden  wir  scheinbar  fremdartige  Gegenstände  zur 
Sprache  bringen.  Erst  im  nächsten  Kapitel  wird  sich  zeigen^  inwie- 
fern die  hier  zu  entwickelnden  Theorien  mit  jenem  Integrations- 
probleme zusammenhängen. 

Im  vorliegenden  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  nur  mit  der  Zurück- 
führung  der  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Ebene  auf  gewisse  einfache^  sogenannte  canonische  Formen. 

§  1.    Die  vier  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene. 

Nach  Theorem  40  des  letzten  Paragraphen  werden  unter  allen 
r-gliedrigen  Gruppen   von  infinitesimalen  Transformationen  die  zwei- 
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gliedrigen  besondere  Wichtigkeit  besitzen,  da  jede  r-gliedrige  Gruppe 
zweigliedrige  Untergruppen  enthält. 

Wir  betrachten  daher  in  diesem  Kapitel  die  zweigliedrigen  Gruppen 
Yon  infinitesimalen  Transformationen  und  zwar  die  der  Ebene,  indem 
wir  uns  von  jetzt  ab  wieder  auf  zwei  Veränderliche  x,  y  beschränken. 

Zwei  infinitesimale  Transformationen  TJ^f  und  TJ^f  bilden  dann 
und  nur  dann  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen, wenn  sie  erstens  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h. 
nicht  etwa 

U,f=cUJ 

ist,  wo  c  eine  Constante  bedeutet,  und  zweitens  eine  Relation  erfüllen 
von  der  Form: 

in  der  c^  und  c^  Constanten  sind. 

Diese  Relation  lässt  sich  vereinfachen.     An  Stelle  von  U^f  ^ii^^d«  Relation 
U^f  können  wir  irgend  welche  lineare  Ausdrücke  derselben  mit  con- '**' (^»^^*) 
stauten   Coefßcienten    benutzen    (vgl.   die   Definition   der  r-gliedrigen 
Gruppe,  §  4  des  17.  Kap.),  und  davon  wollen  wir  Gebrauch  machen. 
Dabei   macht   es   einen   wesentlichen  Unterschied   aus,   ob  c^  und  c^ 
beide  Null  sind  oder  nicht     Im  ersteren  Falle 

ist  offenbar  auch  jedes 

iaJT^  +  a^U^,  b^Ui  +  b^ü^)  =  0  (a,  6  «=  Const.). 
Die  Gruppe  besteht  also  aus  lauter  vertatiscjibcbren  infinitesimalen 
Transformationen  (vgl.  §  4  des  14.  Kap.).  Wenn  jedoch  im  anderen 
Falle  etwa  c^  4*  0  ist,  so  benutzen  wir  an  Stelle  von  Uif  und  U^f 
die  von  einander  unabhängigen,  aber  von  Uif  und  [Jg/*  abhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 

und  erhalten: 

also:  __ 

Satz  1:  Jede  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf,  U^f  kann  durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen  eine  solche  Form  erhalten,  dass  entweder 
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oder 

ist.    Die  eine  Form  sMiesst  die  andere  aus. 

Hiermit  haben  wir  alle  zweigliedrigen  Gruppen  in  zwei  Classen 
eingeteilt  Jede  dieser  Classen  kann  nun  noch  nach  einem  zweiten 
Gesichtspunkt  in  zwei  Unterclassen  zerteilt  werden.  Es  ist  nämlich 
allerdings  von  vornherein  ausgeschlossen^  dass  zwischen  U^f  und  2[>^/* 
eine  Relation  mit  constanten  Goefficienten  bestehe^  wohl  aber  kann 
zwuchen  zwischcu  ihucu  eine  Relation  mit  variabdn  Goefficienten  stattfinden: 
'''"^  ''*'"  «»iCa^,  y)  ü,f  +  q>,{x,  y)  U,f=  0. 

Natürlich  soll  sich  q)^ :  (p^  nicht  auf  eine  Gonstante  reducieren.  Eine 
derartige  Relation  sagt  bekanntlich  aus^  dass  Uif  und  U^f  dem 
Punkte  (x,  y)  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  in  derselben  Rich- 
tung zuordnen,  d.  h.  dass  die  Bahncurven  der  von  U^f  und  von  U^f 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  von  endlichen  Transformationen  über- 
eiustimmen.  (Vgl.  §  1  des  6.  Kapitels.)  In  diesem  Falle  hat  auch 
die  von  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation 
Gonst.  üi/*+Gonst.  U^f 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  diese  selben  Bahucurven.  Wenn  dagegen 
zwischen  U^f  und  U^f  keine  solche  Relation  besteht,  so  besteht  auch 
keine  zwischen  irgend  zweien  von  einander  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen 

«iCif  +  (hü%fj    hiUJ+  h^U^f    (a,  l  =  Gonst.) 

unserer  zweigliedrigen  Gruppe  ü^fj  U^f.    Das  Bestehen  oder  Nicht- 
Bestehen einer  derartigen  Beziehung  ki^in  deshalb  als  Unterscheidungs- 
merkmal der  zweigliedrigen  Gruppen  benutzt  werden, 
von  ^r         Demnach  giebt  es  vier  Arten  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infini- 
cSitp?n"  ^♦w«fe»*  Transformcttionen  ü^f,  U^f  der  Ebene,  entdeckend  den  vier 
'*'^*'°  FäUen: 

I.     (ü,ü,)  =  0,        9>^ÜJ+g>,U,f^0, 

IL    {U,U,)  =  0,        q>,ÜJ+q>,U,f^^O, 

III.  {U,U,)=ÜJ,    9iUJ+g>,ü,f^,=  0, 

IV.  (U,U,)^UJ,    q>,UJ+q>,U,f=0. 

Jeder  dieser  vier  Fälle  sdUiesst  die  drei  anderen  aus. 

Wir  werden  nunmehr  diese  vier  Formen  nach  einander  betrachten 
und  jedesmal  durch  zweckmässige  Wahl  der  Veränderlichen  die  be- 
treffende Gruppe  auf  eine  canonische  Form  oder  einen  Typus  bringen. 
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§  2.     Brster  Typus:  (Uiü^)  =  0  und  q>iüj+  tp^UJ^O. 

Vorgelegt  seien  zwei  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  U^f  und  {Jj/*  der  Ebene,  deren  eingliedrige  Gruppen 
verschiedene  Bahncurven  haben  und  für  welche 

ist. 

Nach  Satz  4  (§  2  des  3.  Kap.)  lassen    sich    die  Veränderlichen  ^^y^^^^*" 
X.  y  so  wählen,  dass  U^f  die  Form  einer  Translation  erhält:  «"*«  ^^■ 

während  alsdann  {Jg/*  etwa  die  Form  hat: 
Dann  ist: 


^^r^^li  +  4r 


^  —  \^i^i)—8x    dx^  dx    dy' 
d.  h.  I  nnd  i)  sind  Fonctionen  yod  y  allein,  sodass 

wird.  Nach  unserer  Voraussetzung,  dass  U^f  und  U^f  verschiedene 
Bahncurven  haben  sollen,  d.  h.  dass  zwischen  Uif  und  V^f  keine 
lineare  Relation  bestehen  soll,  ist  sicher  Y^  ^  0,  denn  sonst  wäre 
YU^f  —  U^f^O.    Nun  lässt  sich  eine  Function  Q  von  y  berechnen, 

sodass 

y  f.  df_df 

^^^)Ty  =  ^ 
wird.    Es  muss  nämlich 

•-/^ 

gesetzt  werden.    In  x  und  Q  haben  nunmehr  TT^fxxuA  U^f  A\q  Formen: 

Führen  wir 

als  neue  Variabele  an  Stelle  von  x  ein,  so  wird 

Wenn  wir  also  ilf{t))  ^  rq){t))dt)  wählen,  so  wird 

Damit  sind  wir  zu  dem  Satz  gelangt  (in  welchem  £  und  ^  mit  rr,  y 
bezeichnet  sind): 
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Satz  2:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  XJ^f 
der  Ebene  in  der  Beziehung  (ü,  f/g)  ^  0,  und  haben  sie  dabei  verschiedene 
Bahncurven,  so  können  sie  immer  gleichzeitig  durch  passende  Coordinaten' 

toahl  auf  die  Form  zweier  Translationen  -J- ,  -J-  gebracht  werden. 

Dieser  einfache  Satz,  der  sich  auch  auf  den  Fall  zweier  oder 
mehrerer  infinitesimaler  Transformationen  in  n  Veränderlichen  aus- 
dehnen lässt,  besitzt  eine  hervorragende  Bedeutung. 

1ie?ReXc*-         ^^^  ^dhen  gezeigt,  dass  UJ  und  U^f  auf  die  Form  ^^^  ge- 
Quadra-   bracht  werden  können,   aber  nicht,   toie  wir  es  in  einem  gegebenen 
Fall  thun  werden.     Um  auch  dies  zu  erledigen,  seien 

^1^=  ^1  ä^  +  '^i  ä^>    ^^f—  ^  äS  +  ^8  a^ 

unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen,  geschrieben  in  irgend 
welchen  Veränderlichen  x,  y.  Nach  dem  Obigen  lassen  sich  immer 
zwei  Functionen  £  und  t)  von  x,  y  angeben,  sodass 

^  Kj^^  K  —  ^f 

^dx'^^^     ^y    =     a^ 

wird  und  zwar  für  jede  Function  f     Setzt  man  f^i,  so  kommt: 

^  ^^  j-  -«  ^1  _  1 
^'  dx'^^^dy  ~  ^' 

Hieraus  lassen  sich  g^,  —-  berechnen,  denn  die  Determinante  liijg — Jg^i 

ist  nicht  identisch  Null,  weil  zwischen  ü^f  und  U^f  keine  lineare 
Relation  besteht.  £  selbst  wird  mithin  durch  Quadratur  eines  voll- 
ständigen Differentials  gefunden.    Indem  man  f^\)  setzt,  erhält  man 

analog  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  ^  und  ^   als  Functionen 

von  X,  y  berechnen  lassen.  Also  wird  auch  t)  durch  eine  Quadratur 
gefunden.  Zu  beachten  ist,  dass  die  Bestimmung  von  \)  ganz  unab- 
hängig von  der  des  ^  erfolgt:  beide  erforderliche  Quadraturen  sind 
von  einander  unabhängig.  (Abhängig  würden  wir  sie  nennen,  wenn 
die  Durchführung  der  einen  die  vorherige  Berechnung  der  anderen 
verlangte.) 

Satz  3:    Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f,  U^f  der 
Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehung  (J7if7g)^0,  so 
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verlangt  ihre  gleichzeitige  Beduction  auf  die  Formen  g^,  -^  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen, 

Man   kommt   hier   mit   Quadraturen    aus,   während    die   Zurück- 
führung    einer   einzigen   infinitesimalen   Transformation    U{f   auf   die 

Form  x^  bekanntKch  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  eine  Quadratur  verlangt  (vgl.  §  2  des 
3.  Kap.).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  uns  hier  die  besondere  Eigen- 
schaft von  ZJif  bekannt  ist,  dass  (JJiU^  ^  0  ist^  dass  also  mit 
anderen  Worten  die  Differentialgleichung  U{f=^0  die  infinitesimale 
Transformation  JJ^f  gestattet,  also  die  Bahncurven  von  U^f  durch 
Quadratur  bestimmbar  sind  (nach  Theorem  8,  §  1  des  6.  Kap.). 
Ebenso  lässt  die  Differentialgleichung  ü^f'^  0  die  infinitesimale  Trans- 
formation Ulf  zu,  also  können  auch  die  Bahncurven  von  U^f  durch 
Quadratur  gefunden  werden. 

Beispiel:    Sei:  Beispiel. 

SO  ist  (Z7i?72)^0,  wahrend  keine  Relation  zwischen  U^f  nnd  U^f 
besteht.  Also  liegt  der  soeben  besprochene  Fall  vor.  Man  kann  neue 
Veränderliche  J,  ^  angeben,  wodurch  U^f^-^,  ü^f^^  wird.  Um 
sie  zu  finden,  haben  wir  die  Gleichungen  zu  bilden: 


und 

4- 

1,    a 
0,    a 

M 
Tx 

■Fi 

dy 

dy 

0 

Die  beiden  ersten  liefern: 

dl 

—  y 
«•  +  y' 

dl 

'   ay 

i 

X 

y*"' 

B«  + 

d.  h. 


^=/^^^-'=-'-*8f +  «-«*• 


und  die  beiden  letzten: 

^^  X  ^ y 

dx^^  X*  +  y^^     cy        a;*  +  y*' 
d.  h. 

Dass   diese   Functionen   j   und   ^   die    gewünschten   Formen  -^,  -J- 
liefern,  geht  schon  aus  ihrer  geometrischen  Bedeutung  hervor,  wenn 

Lie,  Differentlalglelohimgen.  27 
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man  bedenkt^  dass  TJ^f  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfaugs- 
punkt,  U^f  die  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  vorstellt. 

§  3.    Zweiter  Typtw:  (CT, U^  =  0  und  q>iUJ  +  q>iU^f=  O. 

Vorgelegt  seien  nunmehr  zwei  infinitesimale  Punkttransformationen 
CTi/*  und  U^f  der  Ebene^  fftr  die  wieder  {ÜJJ^^Q  ist,  und  welche 
nunmehr  auch  dieselben  Bähncurven  haben  sollen,  sodass  U^f  sich  in 
der  Form  darstellt: 

U,f=Qix,y)U,f. 

^auf  die^  Wir  können  annehmen,   dass  die  Veränderlichen  x,  y  schon    so 

xwelte  oano-  ..i  ,.       .      ,       i  -rr  /*  df    .    .  >  i     -i  •    i        i 

ni8choForm.gewanlt  siud,  dass  Uj^  j-  ist     Alsdann  ist  also: 
und 

d.  h.  Q  enthält  nur  x.  Da  q  sicher  keine  Constante  ist,  denn  sonst 
wäre  U^f  von  TJ^f  abhängig,  so  kann  es  als  neues  x  benutzt  werden 
und  so  kommt  denn: 

Satz  4:  Zwei  infinitesimale  Trcmsformatiönen  U^f  und  U^f  der 
Ebene ^  wdche  dieselben  Bähncurven  haben j  und  fü/r  die  {UiU^)^0  ist, 
lassen  sich  durch  passende  CoardinatentvaM  gleuhmüg  auf  die  Formen 

bringen:  -g-^.x-^^ 

AatfohroDg         Wir  fragen  uns  nun,  wie  wir  dies  praktisch  durchführen  werden. 
Hon  durch  Sei  iu  beliebigen  Veränderlichen  x,  y  vorgelegt: 

SO  hat  U^f  nach  Voraussetzung  die  Form 

Nun  wissen  wir,  dass  sich  neue  Veianderliche  {,  ^  einführen  lassen, 
sodass 

6i  ^rc  "T^i  ay  —  a^ ' 

wird.     Demnach  ist  zunächst 
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Wenn  f^t)  gesetzt  wird,  so   ergiebt  sich  für  \)  nur  die  eine  DiflFe- 
rentialgleichung: 

(1)  6xS+.?.t  =  l. 

Dieselbe  lässt  sich  nun  dnrch  eine  Quadratur  integrieren,  weil  man 

ein  Integral  von 

dx dy 

IT  ""  ^1 

kennt.    Es  soll  ja  (ü^üj)^©  sein  und  deshalb  ist  wegen  U^^qU^ 
auch  ZJjp^O,  d.  h.: 

Die  Gleichung  (1)  ist  dem  simultanen  System 

dx        dy dt^ 

fii  "  ¥  ~   1 
äquivalent.    Entfernen  wir  hieraus  vermöge  des  bekannten  Integrals 
Q  sss  c  (ea  Const.)  etwa  y,  so  kommt  durch  eine  Quadratur 

^  =  9)(ä;,  c)  +  y    (y  =  Const.) 
und,  wenn  nun  wieder  €*=>  q  gesetzt  wird,  etwa 

t)  =  tix,  y)  +  y 
als  allgemeinste  Lösung  t)  von  (1). 

Satz  5 :   Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  ü^f 
der  Ebene  mit  denselben  Bahncurven  in  der  Beziehung  (üj^Ü2)^0,  so 

verlangt  ihre  gleichzeitige  Beduction  auf  die  Formen  -^f  Ijz  ♦»w  ^«c 
Quadratur. 

1.  Beitel:    Sei  Beispiele. 

so  ist  offenbar 

und 

Es   liegt   also   der   soeben    betrachtete  Fall   vor.    Hier  ist  daher  zu 
setzen: 

*—  x' 


während  ^  die  Gleichung 

OL 

erfüllen  soll.    Das  zugehörige  simultane  System  lautet: 


^  dx^^y  dy 


27" 
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dx         dy  dX^ 

X*         xy  1 

und  besitzt  das  bekannte  Integral  -^  •    Aber  in  diesem  Beispiel  brauchen 

X 

wir  es  gar  nicht,  weil  aus 

direct  durch  Quadratur  folgt: 

^  ^ 1-  Const. 

In  der  That  ist  nun: 

2.  Beispid:   Sei 

SO  ist 
und 

sodass  unser  Fall  vorliegt.    Demnach  ist  zu  setzen: 

j  =  a^  +  y« 
und  t)  bestimmt  sich  aus 

vermöge   einer  Quadratur.    Diese   ist   bequemer  ohne  Benutzung  des 
bekannten  Integrals  £  zu  leisten,  denn  es  kommt: 

—  ydx  +  xdy         ,. 

also  ist  zu  setzen: 

t)  =  arctg  —  +  Const. 

Man  möge  verificieren,  dass  in  £  und  t)  geschrieben  U^f  und  ü^f  die 
Formen  ^  und  j  -^  annehmen. 

In  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  beiden 
Möglichkeiten  betrachtet,  die  statthaben  können,  wenn  {Ü<JJ^  ^0  ist 
Das  Verschwinden  des  Elammerausdrucks  sagt  nach  Satz  12,  §  4  des 
14.  Kapitels  aus,  dass  jede  endliche  Transformation  der  von  TJyf  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  und  jede  der.  von  U^f  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  ihrer  Reihenfolge  vertauschbar  sind. 
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Durch  die  Sätze  2  und  4  des  yorigen  und  dieses  Paragraphen 
haben  wir  einen  neuen  Beweis  hierfür  erbracht  ^  wenigstens  im  Falle 
zweier  Veränderlicher.  Denn  entweder  lassen  sich  U^f  und  U^f  auf 
die  Formen  bringen 

K    K 

und  dies  sind  zwei  infinitesimale  Translationen  und  die  zugehörigen 
-  endlichen  Translationen  sind  offenbar  vertauschbar^  oder  aber  auf  die 
Formen 

dy'         dy 
Die  endlichen  Gleichungen  der  beiden  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppen 
sind  hier: 

^1  =  ^;    »1  =  y  +  ^    ^^^    Xi^x+t,    yi=y  +  xt+^tK 
Führen  wir  zuerst 

^1  =  ^;    yi  ^  y  +  ^ 
und  darauf 

X2  =  x^  +  X,    y»  =  yi  +  ^1^  +  i^* 

ausy  so  kommt  als  Endergebnis: 

« 

a?2  =  ^  +  ^>   y2  =  y  +  ^  +  Ä^^  +  it;^ 

Wenn  wir  zuerst 

x^^x  +  t,    yi=y  +  xt  +  \r^ 
und  darauf 

^  =  ^u   y2  =  yi  +  ^ 

ausführen,  so  kommt  dasselbe  Ergebnis. 

§  4.    Dritter  Typus:  {U^U^)  =  TJJ  und  g>iUJ+  tp^  UJ^  0. 

Vorgelegt  seien  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  ü^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven^  und  es  sei: 

Wir  dürfen  annehmen,  die  Variabein  seien  schon  so  gewählt^  dass        ^„"^di"'^ 

ist.     Sei: 

SO  kommt  wegen  (CTjtJa)^?  Uif: 

dy  "^  "^  dy  dy        dy 
oder: 

11  =  0       ^^ 1 

dy  ^      dy  ^ 


dritte  cano- 
nischeForm. 
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d.  h.  U^f  hat  die  Form: 

U,f=X,ix)^  +  (y  +  Xix))^^ 

Sicher  ist  hierin  X^  =|=  0,  denn  sonst  wäre  ZJa/"  von  der  Form  (y  +  X)  J7i/J 
d.  h.  Ulf  und  U^f  hätten  dieselben  Bahneurven.  Da  X^  e|e  0  ist, 
kann  man  durch  Einführung  einer  passenden  Function  von  x  als 
neues  x  mit  Leichtigkeit  erreichen,  dass  insbesondere  X^^x  veird. 
Benutzt  man  dann  noch  als  neues  y  die  Grösse  y  -f  X(x)j  wodurch 
Ulf  nicht  geändert  wird,  so  kommen  die  Formen: 

Satz  6:  Stdien  mvei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehung  {U^U^)  ^  ü,/", 
so  kann  man  immer  durch  passende  Coordinatenwdhl  gleichzeitig  U^f  und 

U^f  auf  du  Formen  ^^x^  +  y^  bringen. 

^er^Sduc*-         ^°^  ^^  erkennen,  welche  Operationen  diese  Zurückfahrun g  in  der 
''oSiÄdrl^'*  Praxis  verlangt,  seien  U^f  und  U^f  in  beliebigen  Veränderlichen  x^  y 

tnren.      vorgclcgt: 

Alsdann  ist  es,  wie  bewiesen,  möglich,  zwei  Functionen  £  und  ^  an- 
zugeben, sodass 

«  dx  "'"''i  dy  —  dti  ' 

wird.     Setzen  wir  hierin  Z*^?,  so  kommt: 

P    ^E  a.«    ^S  —  r 
6,  g^  -f  %  g^  =  X- 

Wenn  wir  beide  'Gleichungen  noch  durch  j  dividieren,  treten  -g^ 
und     ^     auf,  die  sich  also  algebraisch  berechnen  lassen.    Dann  ist 

lg  £  durch  eine  Quadratur  zu  finden  und  damit  auch  £  zu  bestimmen. 
Setzen  wir  dagegen  f^  t),  so  kommt: 

>  a«  ■+"  ''i  Sy  =  ■^' 
t    S^    ,„    St)  _ 
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Hieraus  lassen  sich  J^  und  -^  berechnen  in  der  Form: 

wo  tty  ß,  y,  S  Functionen  von  x,  y  sind.  Dies  sind  zwei  simultane 
lineare  partielle  Differentialgleichungen,  aus  denen  sich  bekanntlich  £ 
durch  Quadraturen  finden  lässt.  (Man  vergleiche  die  in  §  5  des 
9.  Kap.  über  ein  solches  Systems  —  damals  mit  (29)  bezeichnet  — 
gemachten  Bemerkungen.)  Man  kann  die  Zahl  der  hier  notigen  Qua- 
draturen noch  reducieren:  Setzen  wir  nämlich  y  «=  XXj  wo  A  eine 
Constante  bedeute,  so  wird  ^  eine  Function  von  x  allein  und  es 
kommt 

Hier  ist  auch  in  a,  /},  y,  d  jedes  y  =  Aa;  zu  setzen.  Es  ist  dies  dann 
eine  lineare  Differentialgleichung  für  ^.     Die  verkürzte  Gleichung 

|j  =  (a  +  Ay)cö 

besitzt,  wie  man  leicht  sieht,  die  oben  bestimmte  Function  £  als 
Lösung  (D,  wenn  nur  in  ihr  y  trss  Xx  gesetzt  wird.  Mithin  bestimmt 
sich  t)  durch  nur  eine  Quadratur  (vgl.  S.  150  oben),  allerdings  als 
Function  von  x  und  der  Constanten  A.  Setzt  man  dann  wieder 
;,  «E=s  -^  ^  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Function  \)  von  x  und  y. 

Satz  7:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  UJ  %md  U^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Bemehung  (JJJI^^U^fy 
so  Icann  man  sie  vermöge  zweier  Quadraturm  durch  Einführung  neuer 
Variabein  gleichzeitig  auf  die  Formen  -^ ,  5^  +  9"^  bringen, 

§  5.    Vierter  Typtw:  (üiC/g)  =  UJ  und  q>^TJJ+  q>2U%f=  0. 

Wir  kommen  nun  zum  letzten  Fall:  Die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen  U^f  und  U^f  der  Ebene  sollen  dieselben  Bahncurven 
haben  und  in  der  Beziehung 

stehen. 

Es  darf  zunächst  U.f^-^  vorausgesetzt  werden.    Da  U^f  die-  Beduotion* 

^y  auf  die 

selben  Bahncurven  wie  XJ^f  haben  soll,  so  ist  etwa  niaSTeFora. 
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sodass  aus  {TTyü^  ^  Ü^f  folgt: 

^_?_  =  1 

dy  —  ^' 
d.h.  ()  ^  y  +  X{x)  und 

ü,/-=(y  +  X(a;))|^. 
Benutzen    wir    y  +  X(äj)    als    neues    y,    so    bleibt    CTi/*  ungeändert, 
während  sich   U^f  auf  y  -J-  reduciert 

Satz  8:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  JJ^f 
der  Ebene  mit  denselben  Bähncuirven  in  der  Beziehung  {TTJJ^  ^  U^f, 
so  kann  man  immer  durch  passende  Coordinatenwahl  beide  gleichjseitig 
auf  die  Formen  Y~f  V  ^  bringen. 

^er'Sdu^.         Noch   ist   ZU   untcrsucheu,    wie  wir  dies  in   Wirklichkeit  durch- 
^°^JJ5^^  führen  werden.    Es  seien  also  in  irgend  welchen  Veränderlichen  x,  y 

die   beiden  infinitesimalen  Transformationen.    Bewiesen  ist,   dass  es 
zwei  Functionen  %,  Q  von  x,  y  giebt,  sodass: 

und 


wird.    Hieraus  folgt  zunächst 

9  =  *(»»  y)' 
Zur  Bestimmung  von  £  ergiebt  sich,  indem  wir  f^  £  setzen,  nur  die 
eine  Differentialgleichung: 

die  der  ge wohnlichen  Differentialgleichung 

dx        dy 
li   "*  V 
äquivalent  ist.     Ihre   Integration    würde   %   liefern,   und   %  s=  Const. 
stellt  dann  die  gemeinsamen  Bahncurven  von  U^f  und  ü^f  dar.    Somit 
hat  sich  hier  ergeben: 

Satz  9:    Stehen  zwei  infinitesimale  TransformaHonen   TJ{f  und  JJ^f 
der  Ebene  mit  gemeinsamen'  Bahncwrven  in  der  Beziehung  (UiU^)^  U^fj 

so  verlangt  ihre  gleichzeitige  Beduäion  auf  die  Formen  ^ ;  9  4^  i*^ 
allgemeinen  die  Integration  einer  gewöhnlichen  DifferentialgMchung  erster 
Ordnung,  nämlich  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 
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Hiermit  sind  alle  vier  Fälle  erledigt.  Wir  haben  ^  um  es  zu- 
sammenzufassen, in  diesem  Kapitel  Folgendes  gefunden: 

Tbeorem  41:  Jede  fsweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  lässt  sich  auf  eine  der  vier  cano- 
nischen Formen  bringen: 

^     dy'     y  dy 

Die  dazu  nötigen  neuen  Veränderlichen  x,  y  ergeben  sich  in 
den  drei  ersten  Fällen  stets  durch  höchstens  zwei  Quadraturen. 
Im  letzten  Fall  dagegen  bedarf  es  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung der  Bahncurven. 


Kapitel  19. 

Integration  der  gewShnlielien  Differentialgleiehnngen  zweiter  Ordnung 
in  X,  Vy  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 

gestatten. 

Jetzt  sind  wir  genügend  vorbereitet,  um  das  Problem  der  Inte- 
gration einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  weiche 
mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet  ^  wieder  in 
Angriff  zu  nehmen.  Wir  erkannten  mit  Hülfe  des  Satzes  5  und 
Theorems  38  des  §  2,  17.  Kap.,  dass  wir  aus  den  bekannten  infinite- 
simalen Transformationen  der  Gleichuug  durch  blosse  Differentiations- 
processe  in  jedem  Falle  so  viele  infinitesimale  Transformationen  der 
Gleichung  ableiten  können^  dass  dieselben  eine  nach  Theorem  39,  §  3 
des  17.  Kap.,  höchstens  8-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen bilden.  Diese  Gruppe  enthält  nach  Theorem  40,  §  4  des 
17.  Kap.,  sicher  zweigliedrige  Untergruppen,  und  diese  lassen  sich,  wie 
wir  sahen,  auf  rein  algebraischem  Wege  bestimmen.  Demnach  können 
wir  in  allen  Fällen,  in  denen  uns  mehrere  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Differentialgleichung  bekannt  sind,  insbesondere  voraus- 
setzen,  dass  uns  zwei  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung^  etwa 
Ulf  und  Uif,  bekannt  seien,  die  eine  zu?eigliedrige  Gruppe  bilden,  d.  h. 
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ßr  die  entweder  {T]JJ^)  =  0  oder  {U^JJ^^UJ  ist  (vgl.  §    1    des 
18.  Kap.). 

Hiernach  werden  wir  entsprechend  den  vier  canonischen  Formen 
der  zweigliedrigen  Gruppen  nacheinander  vier  einzelne  Probleme  be- 
handeln. 

§  1.    Sl{x,  y,  y\  y')  =  0  gestatte  UJ  und  U^f,  und  es  sei  (D,  U^  ^  0 
und  (p,UJ+q>^ÜJ^EO. 

Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

ß(^,y,j^,y")-o 

eine  bekannte  zweigliedrige  Gruppe  Z7,/)  U^f  der  ersten  canonischen 
Form  gestattet^  so  kann  man  nach  Satz  3,  §  2  des  vorigen  Kapitels^ 
vermöge  eweier  von  einander  unabhängiger  Quadraturen  neue  Veränder- 
liche j,  ^  bestimmen,  in  denen  geschrieben  U^f  und  üg/*  die  Formen 
annehmen: 

dl     dl 

Die  Differentialgleichung  werde  dabei  etwa  in 

r-tD(E,9,l)')  =  0 
umgewandelt    Nunmehr   muss    sie   (vgl.  Satz  4^   §  1  des  16.  Kap.) 
-~-  und  -^   gestatten.    Nach  Theorem  35,  §  3   des   16.  Kap.,   muss 

daher  cd   frei   von  j  und  t)  sein.     Durch  Benutzung  der  neuen  Ver- 
änderlichen £,  t)  erhält  demnach  die  Differentialgleichung  die  Gestalt: 

5"_ß,(t,')  =  0 
und  eine  Quadratur  giebt: 


/• 


^^^')  -l  +  a        (a  =  Const.) 
oder,  ausgeführt  und  nach  tjf  aufgelost: 

sodass  eine  zweite  Quadratur 

9  =ßp{i  +  ö)d(j  +  a)  +  b        (6  =  Const.) 
ergiebt. 

Satz  1:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
Sl{x,y,y',y")  =  0 

iswei  bekannte  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen  mit  ver- 
schiedenen Bahncurven,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  vier  Qua- 
draturen. 
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Wir  werden  später  erkennen  ^  dass  das  Integrationsgeschäft  ver- 
möge einer  anderen  Methode  sogar  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
Quadraturen  verlangt  Allerdings  treten  dann  unter  den  Integral- 
zeichen noch  arbiträre  Constanten  auf. 

In  den  neuen  Veränderlichen  j,  )^  geht  jede  Integralcurve  durch 
die  Translationen  längs  der  £-  und  )J-Axe,  also  durch  jede  Translation 
überhaupt,  wieder  in  eine  Integralcurve  über.  Die  betrachtete  Glosse 
von  Differentialgleichungen  ist  also  dadurch  charakterisiert^  dass  es  gelingt, 
ihre  oo^  Integralcurven  durch  Einführung  neuer  Variabein  in  oo^  ein- 
ander  congruente  und  gleichgestellte  Curven  zu  verwandeln. 

§  2.    Sl{x,  y,  y ,  y")  =  0  gestatte  UJ  und  U^f,  und  es  sei  {UJJ^  ~  0 
und  (p^  Uif+  q>i  ügf  =  0. 
Wenn  die  Diflferentialgleichung 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Uif,  U^f  von  der  zweiten 
canonischen  Form  zulässt,  so  führen  wir  nach  Satz  5,  §  3  des  vorigen 
Kapitels,  vermöge  einer  Quadratur  neue  Veränderliche  j,  ^  ein,  sodass 
Ulf  und  ü^f  die  Formen  annehmen: 

Wenn  die  Diflferentialgleichung  durch  Einfahrung  von  j  und  t)  etwa 
diese  Gestalt 

erhält,  so  muss  sie  (nach  Satz  4,  §  1  des  16.  Kapitels)  ^  und 
j  K—  gestatten.     Die  erstere  Bedingung  liefert  durch  Verwertung  des 

Kriteriums  in  Theorem  35,  §  3  des  16.  Kapitels,  dass  o  frei  von  t) 
sein  muss.  Alsdann  giebt  die  zweite  Bedingung,  dass  a>  auch  t)'  nicht 
enthält     Somit  lautet  die  in  £,  t)  geschriebene  DiflEerentialgleichung: 

Sie  lässt  sich  ohne  weiteres  durch  zwei  Quadraturen  integrieren: 
9  =ff(o{y^)didi  +  aj  +  &       («,  6  =  Const.) 

Hier  ergiebt  sich  somit 

Satz  2:  Gestattet  die  Differentialgleichung  Sl{Xy  y,  y ,  y")  «  0  zwei 
bekannte  vertaiisdibare  infinitesimaie  Transformationen  mit  denselben  Bahn- 
curven,  so  verlcmgt  ihre  Integration  hikJistens  drei  Quadr<xturen. 

Auch  in  diesem  Falle  wird  die  später  zu  entwickelnde  Methode 
zeigen,  dass  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  nötig  sind. 
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BeigpieL  Büspkl :    Sei   vorgelegt    die    lineare  JDifferentialgJeidmng     jstoeiter 

2.  ordn.   Ordfiung 

f  +  X,{x)y  +  X{x)y  +  Zo(a;)  =  0 

und   seien  z^^  z^  zwei  bekannte   von  einander  unabhängige  Particular' 
lösungen  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung 

z"'\-X,(xy  +  X{x)z  —  0. 
Ist  dann  y  irgend  eine  Lösung  der  ersteren,  so  ist  auch  y  -^  c^z^  -^  Cj^, 
eine  Losung  derselben^  wenn  c^,  c^  Gonstanten  bedeuten.    Mit  anderen 
Worten:   Die  unverkürzte  Gleichung  gestattet  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

denn  diese  erteilen  y  die  Incremente  Zidt  und  z^dt  Hier  ist  (fTiC/g)  ^  0 
und  Ulf  und  U^f  haben  dieselben  Bahncurven.  Es  liegt  also  der 
soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir  benutzen  demnach  neue  Veränderliche 
j:,  t),  indem  wir  setzen: 

Es  kommt  zunächst  £  ^  —  •  Ferner  kann  offenbar  ^  ^  ^  gesetzt 
werden.  Diese  neuen  Veränderlichen  sind  nun  in  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung'einzuführen.  Wir  wissen^  dass  sie  dann  frei  von  t| 
und  tjf  werden  muss.    Es  kommt: 


_45'  =  (^i  g«'  -  ^/gj)  (^1  y"  -  'g/»  -  (^1  y'  -  ^/y)  C^»  ^t"  —  ^r^s) 

da?  («iV— V^s)' 

= ^1 -/' ^jg/'  —  gl ''^8      /  I  gj V— •  g/'g^ 

—  g,  g,'  -  g/  g,  y       (gx  g,'  -  g/g,)«  ^^  2^  ^  (g.g,'  -  z,'z,y  ^»  2^- 

Nun  aber  ist: 

z,''+X,Zi'+Xzi  =  0,    z^'  +  X^z^+Xz^  =  0 
und  danach: 

1—      g,g,'— g/g,  '  —  giV-g/g, 

Es  wird  also; 

oder^  da 
sein  soll: 


9"^ 


da;  *  da?         (^1^2'—  ^i'^a)* 
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Dies   ist   die   gesuchte   neue  Differentialgleichung^  wenn   daraus   nur 
noch  X  vermöge 

eliminiert  wird.    Ihre  Integration  liefert 

wo  c  und  y  die  Integrationsconstanten  bedeuten,  oder,  da  t)  =^^  ist: 

Wir  heben  noch  eine  interessante  Bemerkung  hervor:    Gestattet^ J®^^«^®^ 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  infinitesimalen  Trans-    y"  =  o. 

formationen 

df        ^df 

so  ist,  wenn 

irgend  eine  Particularlösung  bedeutet,  auch 

y  -==  f{^)  +  ax  +  }> 
eine  Losung   der  Gleichung,   denn   die  beiden  infinitesimalen   Trans- 
formationen  lassen  x  ungeandert,   während  sie  y  die  Incremente  di 
und  x8t  erteilen.     Die  Lösung 

y  —  fip)  +  ax  +  }> 

ist  dann  die  allgemeinste,   da  sie  zwei  willkürliche  Constanten  a,  h 
enthält.    Führt  man  nun  die  neuen  Veränderlichen 

l  =  x,     t)^y  —  f{x) 
ein,  so  nimmt  die  Integralgleichung  die  Form  an: 

5  =  aj  +  6. 
Die  transformierte  Differentialgleichung  ist  daher  die  Gleichung 

r=o, 

da  diese  die  soeben  angegebene  allgemeine  Lösung  hat. 

Eine  DifferenticUgUddiung  woeiter  Ordrnmg  in  0wei  Veränderlichen^ 
toelche  Btoei  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen  mit  denselben 
Bahncurven  gestattä,  lässt  sich  also  durch  Einfuhrung  passender  neuer 
Variabein  auf  die  Form 

y"  =  0 

bringen;  oder  auch:    Ihre  cx)*  Integralcurven  lassen  sich  in  die  <x>*  Ge- 
raden der  Ebene  überfuhren. 
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Da  die  Gleichung  y"  <»  0  gefade  acht  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  so  folgt  rückwärts,  dass  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  zwei  vertauschbare  in- 
finitesimale Transformationen  mit  denselben  Bahncurven  zulässt,  ausser 
diesen  noch  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gestattet. 

§  3.   St{x,  y,  y\  y)  =  0  gestatte  VJ  und  TJ^f,  und  es  sei  {TJJJ^^  U^f 
und  9)1  TJJ  +  SPj  tr/äE  0. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung 

soll  nunmehr  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U{f^  U^f 
vom  dritten  Typus  .gestatten.  Wie  Satz  7/  §  4  des  18.  Kapitels,  lehrt, 
gelingt  es  uns  alsdann,  durch  isioei  Quadraturen  neue  Veränderliche 
{,  \)  einzufahren,  in  denen  Uify  U^f  die  Formen  haben: 

Gleichzeitig  wird  A  — •  0  etwa  in  die  Gleichung 

verwandelt  Wir  wissen  dann,  dass  sie  Jr  und  E  g7  +  9  ä^  gestattet. 
Da  sie  -Jr  zulässt,  so  ist  sie  nach  Theorem  35  frei  von  9.  Femer,  da 
sie  ?  ä^  +  9  3^  zulässt,  muss  nach  demselben  Satze  sein: 

d.  h. 

aig«a _\_ 

H   —      t 

oder,  da  m  schon  von  Q  frei  ist: 

sodass  die  Differentialgleichung  in  den  neuen  VeiSnderlichen  {,  ^  die 
Form  hat: 

^  j 

Diese  aber  ist  durch  Quadraturen  integrabel.  Sie  lässt  sich  nämlich 
so  schreiben: 

sodass  eine  Quadratur  liefert: 


'^.T  =  JgJ  +  a        (o-Const). 
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Führt  man  die  Quadratur  aus  und  lost  nach  Q'  auf^  so  kommt  etwa 

und  eine  Quadratur  giebt 

^  =  /*(lg  l  +  a)dl  +  h        (b  =  Const.). 
Satz  3:     Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

a(^,  y>  y>  yl-o 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f,  U^ff  sswischen  denen 
die  Beziehung  (JJJJ^  ^^  ü^f  besteht,  und  welche  verschiedene  Bahncurven 
haben,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  vier  Quadratur^en. 

Auch  in  diesem  Falle  leistet  eine  spätere  Methode  mehr,  indem 
sie  die  Integration  vermöge  zweier  Quadraturen  erledigt. 

§  4.    Sl{x,  y,  y  y")  =  0  gestatte  UJua^  U^f,  und  es  sei  (ü^  U^  =  UJ 
und  tp^  Ulf  +  9?2  U^f^  0. 

Wir  kommen  zum  letzten  Fall;   dem  vierten  Typus.    Wenn  die 
Differentialgleichung 

Sl(x,y,i/,y")^0 

zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif,  U^f  des  vierten  Typus  zu- 
lässt^  so  können  wir  zunächst  nach  Satz  9  des  §  5,  18.  Kapitel  durch 
Bestimmung  der  Bahncurven  von  TJ^f,  also  durch  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  solche  neue  Veränder- 
liche 1,  9  einführen;  dass  JJ^f  und  XJ^f  die  Formen  erhalten: 

während  etwa  <A  — •  0  übei^ehe  in 

Diese  Gleichung  muss  -Jr  gestatten ,   d.  h.  nach  Theorem  35  ist  sie 

frei  von  9.  Auch  soll  sie  Q  ^  zulassen.  Daher  giebt  dasselbe  Theo- 
rem noch  die  Bedingung 

oder: 

d  \g  to 1 

'W  "^  V ' 

d.  h.  es  ist 

e}  =  (p{i)t). 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  g,  \)  nimmt  somit  unsere 
Differentialgleichung  die  Form  an: 
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and  eine  Qtuidratur  liefert: 

Jg  9'  =^fv(jÖ ^E  +  lg  «         (a  =  Consi) 
oder 

sodass  eine  gtveite  Quadratur  giebt: 

^  =  a  jV^^^^^^rfj  +  6        (6  =  Consi). 
Satz  4:    Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Uif,  U^f  mit  denselben 
Bahncurven,  und  besteht  zwischen  U^fund  U^fdie  Beziehung  (JJJJ^^  U^ff 
so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  die  Integration  eitler  Differential' 
gleichung  erster  Ordnung  und  zwei  Quadraturen. 

Zu  bemerken  ist,  dass  aach  in  diesem  hier  schwierigsten  Falle 
unsere  später  zu  entwickelnde  Methode  die  Integration  durch  zwei 
Quadraturen  völlig  erledigt 

Ye^Snle  Bcispiel:    Vorgelegt   sei  die   sogen,  verkürzte  lineare  Differential' 

^^^^^  gleichung  ^weiter  Ordnung: 

y''+X,{x)i/+X{x)y  =  0. 
Ferner  sei  eine  ParticularKsung  y  t^  z(x)  derselben  bekannt.    Ist  dann 
y  irgend  eine  Losung  der  Gleichung,  so  sind  auch  y  -^  cz  und  cy  L5- 
sungen,    d.  h.   die  Differentialgleichung   gestattet   die   infinitesimalen 
Transformationen 

Hier  ist  (U^U^)^  U^f  und  Uif  und  ü^f  haben  dieselben  Bahn- 
curven. Es  liegt  demnach  der  soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir 
führen  nach  unserer  Methode  neue  Veränderliche  j:,  \)  ein,  indem  wir 
setzen:  df df         df df 

Offenbar  können  wir  hier  X^x  und  ö  ^  -7^  setzen.   Die  Differential- 

gleichung  erster  Ordnung,  von  der  im  Satz  4  die  Rede  war,  ist  also 
hier  sofort  integriert.     Nun  wird: 

und  daher,  da  £  =  n;  ist: 

y'  =  z't)  +  zt)\ 

y-^z"t)  +  2zt)'  +  zf, 
sodass 
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y"  +  X.y  +  Xy  =  (/'  +  X,/  +  X;.)  5  +  (2/  +  X,^)^'  +  0^" 
wird.     Da  aber  z  eine  Particularlösung  ist,  so  fallt   das   erste  Glied 
rechts  fort.     In   den  neuen  Veränderlichen  lautet  die  Differentialglei- 
chung daher: 

Der  in  Klammer  stehende  Ausdruck  enthält  nur  j^.     Daher  giebt  die 
Integration: 

wo    c    und    y   die   Integrationsconstanten    bedeuten.     Mithin    kommt 
schliesslich^  da  J  ^  ic  und  ^  ^  —  ist: 

y  =  ${x)  I ce  ^^  '       '/     drr  +  ye(x). 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  aufd?e*^Forin 

d£  df  ^"  =  ^' 

ay '     y  dy 

gestattet,  besitzt,  wenn  y  =  f{x)  irgend  eine  Particularlösung  ist,   die 
allgemeine  Integralgleichung: 

y  =  f{^)  +  «y  +  &. 
Setzt  man  y  ■—  f{x)  =  ^,  y  =  j,  so  kommt  die  Integralgleichung 

9  =  «?  +  &, 
deren  zugehörige  Differentialgleichung  lautet 

^"  =  0. 
Mithin  folgt  wie  in  §  2:  Jede  DifferenticUgleidiung  zweiter  Ordnimg  in 
zwei  Veränderlichen  y  welche  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  nicht  ver- 
tauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  mit  denselben  Bdhncurven 
gestattet,  lässt  sich  durch  Einführung  passender  neuer  Variabein  auf  die 
Form  y"  =  0  bringen. 

Auch  hier  können  wir  weiter  schliessen:  Eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  welche  zwei  nicht  vertauschbare  infinitesimale  Trans- 
formationen zulässt,  gestattet  ausserdem  noch  sechs  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen. 
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Kapitel  20. 

Integration    einer   linearen   partiellen  Differentialgleichnng   in    drei 
Veränderlichen,  welche  bekannte  infinitesimale  Transformationen 

gestattet. 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Kapitel  des  öfteren  auf  eine  später 
zu  entwickelnde  bessere  Integrationsmethode  der  Differentialgleichungen 
Sl{Xy  y,  y,  y")  =  0  hingewiesen,  welche  zwei  bekannte  Transformationen 
zulassen.  Diese  Methode  stützt  sich  darauf,  dass  wir  an  Stelle  der 
Gleichung  «$2  =  0  die  äquivalente  lineare  partielle  Differentialgleichung 
in  den  drei  Veränderlichen  Xy  y,  y  betrachten,  die  wir  schon  in  Satz  7, 
§  3  des  16.  Kapitels,  benutzt  haben. 

Aus  diesem  Grunde  wird  es  dem  Leser  verständlich  sein,  weshalb 
wir  hier  eingehend  ein  Problem  behandeln,  mit  dem  wir  uns  schon 
früher,  allerdings  in  allgemeinerer  Fassung,  beschäftigt  haben,  nämlich 
mit  der  Integration  einer  beliebigen  linearen  partiellen  Differential' 
gleichung  in  drei  Veränderlichen  y  welche  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestattet 

§  1.     Integration    einer   partiellen  Differentialgleiohung  Af=^0    in 
^>  y*  ^9  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transfonnation  gestattet. 

Es  sei  vorgelegt  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

'  dx     *         oy     *         dz 

in  Xy  y,  z.    Wie  wir  wissen,  lässt  sie  jede  infinitesimale  Transformation 
vou   der  Form  QÄf  zu   (nach   Theorem  29,   §  2   des    15.  B^apitels). 
Eine  solche  infinitesimale  Transformation,  die  ja  nichts  neues  aussagt, 
nennen  wir  trivial. 
Es  möge  nun 

^^-sg  +  '^IJ  +  sg 

eine  bekannte  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation  der  Gleichung 
Af=^  0  sein.  Wir  fragen  uns,  wie  wir  sie  zur  Integration  von  Äf=0 
verwerten  können. 

Nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kapitels)  hat  (UÄ)  die  Form 

U{Än-Ä{Uf)  =  lAf, 

wo  X  eine  Function  von  x,  y,  z  ist.  Betrachten  wir  nun  die  beiden 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

Af=0,     Uf^O, 
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80  lehrt  vorstehende  Beziehung  nach  Theorem  12  (§  3  des  10.  Ka- 
pitels)^ dass  sie  eine  gemeinsame  Lösung  ftma  qi{x^  y^  z)  hesitzen  oder  also 
ein  sogenanntes  vollständiges  System  bilden. 

Diese  gemeinsame  Lösung  w  lässt  sich  nach  einem  von  Dubois-  Ente  l«- 

o  o    T^  sung  von 

Beymond  angegebenen  Principe  durch  Integration  einer  ^«^'öÄn/icÄew^^^^/^^^  ^ 
Differentialgleichung  erster   Ordnung  zwischen  zwei    Veränderlichen   ^^'^^\^1'^q 
stimmen.     Denn  interpretieren  wir,  um  diese  Integrationsmethode  an-  «^  ^r,  y. 
schaulich  zu  machen,  x^  y,  0  als  Punktcoordinaten  des  Raumes,    so 
definiert  das  vollständige  System  Af^^^O,  ?7/*=0  00^  Flächen: 

g>{x,y,0)  =  Consi 
des  Baumes.    Wie  wir  schon  in  Satz  4,  §  3  des  10.  Kapitels,  bemerkt 
haben,   lassen   sich  diese  00^  Flächen   auch  dadurch   definieren,   dass 
auf  einer  beliebigen  derselben  Xy  y,  a  solche  Incremente  dx,  dy,  dB 
haben,  welche  der  totalen  Differentialgleichung 

(1)  (re  -  Z7i)dx  +  {ZI  -  Xl)dy  +  {Xri  -  Yl)dz  =  0 
genügen.     Schneiden   wir   nun   diese  00^  Flächen   9?  =  Const.   durch 
die  Ebene 

(2)  z  =  x  +  ay, 

wo  a  irgend  eine  Constante  sei,  so  erhalten  wir  00^  Curven,  und  diese 
werden  eine  gewisse  Differentialgleichung  zwischen  Xj  y  erfüllen.  Um 
diese  Differentialgleichung  zu  finden,  eliminieren  wir  vermöge  (2)  und 

dje?  ■=  da;  +  ady 
z  und  dz  aus  (1)  und  erhalten  sie  dadurch  in  der  Form 

(3)  u{Xy  y,  a)dx  +  v{Xy  y,  a)dy  =  0. 

Hat  man  diese  Differentialgleichung  bei  beliebigem  Werte  der  Gon-  . 
stauten  a  integriert,  so  findet  man  auch  leicht  alle  jene  00^  Flächen, 
da  man  dann  ihre  00^  Schnittlinien  mit  allen  Ebenen  z  ^^  x  -{'  ay 
kennt.  Fasst  man  nämlich  unter  den  00^  Curven  alle  zusammen,  welche 
durch  einen  Punkt  der  Axe  des  Ebenenbüschels  z  =^  x  -{-  ay  hindurch- 
gehen, so  bilden  dieselben  im  allgemeinen  eine  der  gesuchten  Inte- 
gralfiächen. 

Ist  also  etwa 

if{x,y,a)  =  Const. 

das  Integral  von  (3),  so  ist,  wenn  a  durch  (2)  eliminiert  wird: 

(p  =  tl^{x,  y,  ^-)  =  Const. 

die  Gleichung  der  cx>^  Flächen,  und  somit  ist  die  gemeinsame  Lösung 
g>(x,y,z)  von  -4/*— 0  und  D/=0  durch  Integration  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  (3)  von  erster  Ordnung  in  x,  y  gefunden. 

28* 
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Der  Leser  bemerke,  dass  das  in  §  4  des  18.  Kap.  benutzte  Inte- 
grationsverfahren  auf  einem  ähnlichen  geometrischen  Gedankengange 
beruht 

Wir  können  also  nunmehr  die  gemeinsame  Losung  q){x,  y^  e)  von 
Af  <=»  0  und  Uf=^0  als  gefunden  betrachten.  Es  handelt  sich  zur 
vollständigen  Integration  von  Af  =  0  nun  noch  um  die  Bestimnciung 
einer  zweiten  Lösung  der  Gleichung  Af^^O.  Dies  verlangt,  wie  wu- 
schen werden,  nur  eine  Quadratur. 
Zweite  Lö-  2u  dicscm  Zwecke  sei  vorausgesetzt,  w  enthalte  etwa  0  wirklich. 

■ung  von  «  '    ' 

difreh"eine  A.l8^3,nn  könucu  Xy  yy  ff  sLxi  stelle  von  x,  y,  ß  als  Veränderliche   be- 
Quftdratur.  nuij^t  wcrdcn.    In  diesen  neuen  Veränderlichen  wird  Af  zu 

oder,  da  Aq)  =  0  ist  und  aus  Ax^  Ay  die  Veränderliche  0  zu  elimi- 
nieren ist,  etwa: 

Af=  a{x,  y,  9)  g-^  +  ß{x,  y,  9)  ^^  =  0 

und  analog  nimmt  Uf  etwa  diese  Form  an: 

Üf=  y{x,  y,  y).|{  +  S{x,  y,  9)  1^  • 

In  der  Gleichung  Af==^0  kommt  kein  Differentialquotient  nach  9  vor. 
Auch  transformiert  Uf  diese  Variabele  nicht  Mithin  spielt  sie  nur 
noch  die  Rolle  einer  arbiträren  Gonstanten,  und  x,  y  allein  treten  als 
wirkliche  Veränderliche  au£ 

Jetzt  liegt  folglich  das  Problem  vor,  die  Gleichung  Af  =  0  in 
'  X,  y,  die  noch  9  enthält,  zu  integrieren,  welche  die  bekannte  infini- 
tesimale Transformation  üf  in  x,  y,  die  auch  9  enthält,  gestattet. 
Dies  verlangt  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  nur  eine  Qua- 
dratur, indem  die  zu  -4/*«*0  äquivalente  gewöhnliche  Differential- 
gleichung 

ady  —  ßdx  =  0 

den  Integrabilitätsfactor 


ad  —  ßy 
besitzt,  indem  aS  —  ßy^O  ist,  sodass 

__    r «(^.  y,  (p)dy  —  ß(x,  y,  q>)dx 

^  ~J  «(a?,  y,  9) ^(a?,  y,  <p)  —  ß(xy  y,  9) y(^,  y,  9) 
die  gesuchte  zweite  Lösung  ist.    Hierin  ist   die  Integration   so  aus- 
zuführen, als  ob  9   eine  Constante  wäre,   und  erst  nachher  ist  unter 
9  die  früher  gefundene  Function  q>(x,  y,  0)  zu  verstehen. 
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Also  hat  sich  ergeben: 

Theorem  42:     Gestattet  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

Af=Xp-+  Y^+  Z  l^-^O 
'  ox     *  cy     *  de 

in  drei  Veränderlichen  Xy  y,  0  eine  bekannte  nicht  triviale  in- 
finitesimale Transformation,  so  verlangt  ihre  Integration  nur 
die  Integration  einer  gewissen  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  in  x,  y  und  eine  Quadratur. 


1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  seispioio 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

denn  es  ist  ♦ 

Af=0  und   Uf=0  bilden  also  ein    Tollständiges  System,   das  der 
totalen  Differentialgleichung 

dx  dy  dz       \ 

^^  '\-  y^  +  y^    ix?  -{-  y^  --  xz    xz  -\-  yz  '  =  0 

X  y  z        \ 

äquivalent  ist,  das  ausgeschrieben  so  lautet: 

xzdx  +  yzdy  —  {x^  +  y^)äz  =  0. 

Um  diese  zu  integrieren,  setzen  wir 

0  =  X  -}-  ay 
und  erhalten 

x{x  +  ay)dx  +  y{x  +  ay)dy  —  (x^-  +  y^)  {dx  +  ady)  =  0 

oder 

ydx  —  xdy  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  frei  von  a  und  nützt  deshalb  zur  Integration  nichts, 
denn  sie  sagt  nur  aus,  dass  die  lutegralflächen  die  Ebenen  z  «=^  x  -\-  ay 

in  den  Geraden  —  «>  Const.  schneiden ,  welche  sämtlich   die  Axe  des 

y  ' 

Ebenenbüschels  in  demselben  Punkt  treffen. 

Wir  werden  also  andere  Schnittebenen  benutzen,  etwa  diese: 

y^x  +  a. 
Wenn   wir   diesen  Wert   und   dy  =  dx   in  die  totale  Gleichung  ein- 
führen, so  kommt: 
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oder 

g(2x  +  a)dx  —  {23^  +  2ax  +  o»)d«  -  0 
2x'  +  2oa;  +  a*               z 

d.  h. 

integriert: 

oder: 

^  lg  (2a;*  +  2ax  +  o*)  -  lg  «  =  Const. 

]/2aj*  +  2aa; +  a* 


CoDsi 


Um  hieraus  das  Integral  der  totalen  Gleichung  zu  finden,  haben    'wir 
wieder  a  =  y  —  x  zu  eliminieren  und  erhalten: 

^^ — -- . 

In  der  That  ist  Ä<p  =  0,  U(p  =  0. 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y  und  tp  als  Veränderliche,  indem    'wir 

eliminieren.     Dadurch  kommt: 

und 

sodass  die  zweite  Losnng  %  von  Äf'^0  lautet: 


(«•  +  y' 


'   («•  +  y'  +  J  V^«' +  y')  y  -  («•  +  y'  -  J  1^«'  +  y')- 

=  lg  (V«*TV  —  9(a;  —  y)). 
Setzt  man  nun  fQr  9  seinen  Wert  ein,  so  kommt: 

X  =  lg  Va;*  +  9*  —  lg  «  +  lg  («  —  »  +  y)- 
^.  Beispiel:    Die   geometrische  Bedeutung   unserer  Theorie   tritt 
an  folgendem  Beispiel  deutlich  hervor.    Angenommen,  es  sei  uns  be- 
kannt, dass  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

die  infinitesimale  Yerschraubung  längs  der  ;ef-Axe: 

^/^^-^äi  +  ^aj  +  ^ri 

gestatte.     Jede   Charakteristik   von    Af  =  0  wird    bei   fortwährender 
Ausübung  von  Uf  in  Schraubenbewegung  längs  der  0-Axe  hingeführt^ 
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indem  sie  immer  wieder  in  eine  Charakteristik  übergeht.  Sie  beschreibt 
dadurch  eine  Fläche,  welche  oo^  Charakteristiken  von  Af=0  und 
cx>^  Bahncurven  von  Ufy  nämlich  Schraubenlinien  oder  Charakteri- 
stiken von  ?7/*=  0,  enthält.  Jede  solche  Fläche,  deren  es  oo^  giebt, 
ist  demnach  gemeinsame  Integralfläche  von  Af=0  und  Uf  =  0. 
Ist  CO  die  Lösung  des  vollständigen  Systems  Äf=  0,  üf=  0,  so  stellt 
(o  =  Const.  jene  oo^  Flächen,  die  wir  Schraubenflächen  nennen,  dar. 
Nach  unserer  Theorie  lässt  sich  co  durch  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Diflferentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Veränder- 
lichen aufflnden.  Wir  schneiden  nämlich  die  oo^  Flächen  ö  =  Const. 
durch  cx>^  Ebenen  und  stellen  die  Differentialgleichung  für  die  cx)^ 
Schnittcurven  mit  einer  beliebigen  dieser  Ebenen  auf.  Oben  wählten 
wir  als  schneidende  Ebenen  die  Schar  jb?  =  a?  +  ^y*  Wir  könnten 
auch  die  Ebenen  y  =  ax  benutzen ,  die  durch  die  z-Axe  gehen.  Als- 
dann würde  sich  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  x  und  0  ergeben. 

Betrachten  wir  nun  diese  00^  Schraubenflächen  als  gefunden,  so 
ist  es  auch  geometrisch  klar,  dass  wir  dann  die  Charakteristiken  von 
Af^==^  0,  also  auch  die  allgemeinste  Lösung  von  Äf=0,  durch  eine 
Quadratur  bestimmen  können,  denn  die  00^  auf  einer  dieser  Schrau- 
benflächen gelegenen  Charakteristiken  gestatten  die  infinitesimale  Yer- 
schraubung  Uf  längs  der  ier-Axe.  Ihre  Projectionen  auf  die  (a;y)-Ebene, 
die  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen X  und  y  gegeben  werden,  gestatten  demnach  die  infinitesimale 
Rotation  um  den  Anfangspunkt: 

Nach  Theorem  8  (§  1  des  .6.  Kapitels)  ist  also  ihre  Differentialgleichung 
durch  Quadratur  integrierbar. 

§  2.  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  Af  =  0  in 
Xj  y,  g,  welche  zwei  bekannte  inflniteflimale  Transformationen  gestattet. 

Noch  mehr  wird  sich  natürlich  die  Integration  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  in  x,  y,  is: 

vereinfachen  lassen,   wenn  sie  zwei  wesentlich  verschiedene  bekannte  in- 
finitesimale Transformationen    Uif  und    U^f  gestattet     Dabei  nennen 
wir,  wie  in  §  3  des  15.  Kapitels,  U^f  und  U^f  wesentlich  verschieden^^^l"^'^^^^^ 
wenn  keine  Relation  zwischen  ü.f,  U^f  und  J./*  besteht  von  der  Porm:^®"^^,^/'^'.f 

XI 7        VI  I  yon  Aj  =  V. 

Const.  (/,/•+  Const.  üj/"+  q{x,  y,  e)  Af=  0; 
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denn  mit  TJ^f  gestattet  Af=  0  auch  jede  infinitesimale  Transformatdon 
von  der  Form  Const.  U^f  +  (fÄf, 

Wohl  aber  kann  zwischen  U^f^  U^f  und  Äf  eine  Relation  mit  vor 
riäbeln  Coefficienten  bestehen: 

ß,U,f+ß,UJ+aÄf=Q, 
in  der  also  /Jj,  /Jg,  «  Functionen  von  x,  y,  0  sind  und  ^  keine  blosse 

Constante  ist.     Demnach  unterscheiden  wir  zwei  Fälle,  die  wir    nach 
einander  betrachten. 

H^ptfau:         Erstens:    Es  bestehe  Iceine  lineare  Belation  ßtvisdien  ü^f,  U^fund  Af. 
^tov.^'         Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kap.)  gestattet  Af=^  auch    die 
t^i/,  ^«/»^/infinitesimale  Transformation  (JJJJ^*    Da  sich  jede  infinitesimale  Trans- 
formation in  a;,  y,  fi  in  ganz  bestimmter  Weise  linear  durch  JJ^^fy    U^f 
und  Af  ausdrückt,  weil  zwischen  diesen  dreien  selbst  keine   lineare 
Relation  besteht,  so  ist  auch  etwa: 

(4)  iTJ,U,)  =  ,i,U,f+ihU,f+  vÄf. 

Hier  sind  also  ^u  ^^f"^  bekannte  Functionen  von  x,y,0.  Nach  Theorem  31 
(§  3  des  15.  Kap.)  sind  nun  ft^  und  (i^  Lösungen  von  Af=0  oder 
Constanten.  Auch  sind  dann ,  weil  Af  =  0  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ulf  und  JJg/*  gestattet,  U^fiiy  CTifig,  ü^f*!?  üafAs  ^^^^^^g®^ 
oder  Constanten.  Auch  wenn  wir  (UiU^)  auf  ft^  oder  iiu^  ausfahren, 
müssen  sich  solche  ergeben.  Aber  wegen  (4)  ergiebt  sich  dadurch 
keine  von  der  vorher  angegebenen  unabhängige  Lösung.  Femer  ge- 
stattet Af«=0  nun  auch  {TJ^{U^U^))  und  (,Ü^(JJJJ^).     Nach  (4)  ist: 

wo  Q  eine  gewisse  für  uns  gleichgültige  Function  bedeutet.  Dieser 
Ausdruck,  aus  dem  sich  noch  nach  (4)  {TJJJ^  eliminieren  lässt,  giebt: 

Nach  dem  Theorem  31  sind  also  Uifii  +  f*if*«  and  Z7if«2  +  f4*  Lö- 
sungen von  Af »»  0  oder  Constanten.  Offenbar  sind  sie  von  den  oben 
angegebenen  Lösungen  abhängig,  sagen  also  nichts  neties  aus.  Dasselbe 
ergiebt  sich,  wenn  wir  {U^iUiU^))  bilden.  Somit  folgt,  dass  in  dem 
vorliegenden  Falle  nur  die  sechs  Grössen 

als  eventuelle  Lösungen  von  J./*»>  0  berücksichtigt  zu  werden  brauchen, 
indem  die  in  §§  3,  4  des  15.  Kapitels  entwickelten  Hülfs mittel  zur  Auf- 
stellung neuer  Lösungen  nichts  weiter  ergeben. 
Erster  Da  Af  =  0  uur  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  besitzt, 

so  folgt,  dass  sich  jene  sechs  Grössen  notwendig  auf  höchstens  zwei 
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Yon  einander  unabhängige  reducieren.  Sind  es  gerade  zweiy  so  ist 
das  Integrationsgeschäft  beendet. 

Es  kann  aber  auch  eintreten  ^  dass  sich  so  nur  eine  Lösung  er- 
giebt;  oder  aber,  dass  alle  jene  sechs  Grossen  nur  Constcmten  sind. 

Ergiebt  sich  eine  Lösung  %  so  verfahren  wir  am  einfachsten  so:  u^'J^rfaii 
Es  sind  in  diesem  Falle  U^q>  und  U^tp  Functionen  von  q>  allein: 

Wir  bilden  die  infinitesimale  Transformation 

welche  Af=^0  gestattet.     In  der  That  ist  wegen  -4.9^0: 

{VA)  =  Sl,{U,Ä)-Sl,{ü,A\ 

d.  h.  da  nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kap.)  {U^Ä)  und  (JJ^A)  die 
Form  XAf  haben  ^  so  hat  auch  (F-4.)  diese  Forn^.  Dass  Af  ^^  0 
die  infinitesimale  Transformatjon  Yf  gestattet^  folgt  auch  aus  den  in 
§  4  des  15.  Kap.  gemachten  Bemerkungen  ohne  weiteres.   Auch  ist  jetzt: 

F9?  =  Äa  •  U^tp  —  Äi  •  Ü29  =  ^^^1  —  ^i^  =  0- 
Die  beiden  Gleichungen: 

Af=0,    rf=o 
bilden  demnach  ein  vollständiges  System  mit  der  Losung  ip,  die  uns 
schon  bekannt  ist.     Indem  man  etwa  x,  y,  q>  als   Veränderliche  an 
Stelle  von  Xy  y,  0  einführt,  findet  mau  wie  in  §  1  eine  ffweite  Lösung 
von  Af=  0  durch  eine  Quadratur. 

Dass  sich  eine  zweite  Lösung  durch  Quadratur  ergiebt,   folgt  kürzer, 
aber  weniger  elementar,  auch  so:     Ist 

so  besitzt  Af  ==^  0  nach  Theorem  32  (§  5  des  15.  Kap.)  den  Multiplicator 

X     Y    Z 

§2       %       ?2    ■ 

d.  h.  nach  Jacöbi's  Theorie  lässt  sich  zur  bekannten  Lösung  90  eine  zweite 
durch  Quadratur  angeben. 

Nun    bleibt   noch   die  Annahme   übrige   dass  alle  sechs  Grössen    Dritter 
f*i;  i^%7  ^^  bloss  Constanten  sind,  also  insbesondere 

{U,ü,)  =  c,UJ+c,U,f+vAf 
wird  (cj,  C2  =  Const.).     Bei    dieser  Annahme  sind   wieder  zwei  Mög- 
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lichkeiten  zu  unterscheiden:  Entweder  sind  Ci  und  c^  beide  Null  oder 
nicht.  Im  letzteren  Falle  können  wir  (wie  in  §  1  des  18.  Kapitels 
bei  den  zweigliedrigen  Gruppen)  leicht  erreichen,  dass  Cj  =  1,  £^  =  0 

wird,  indem  wir  nämlich,  wenn  etwa  €^=^0  ist,   TJ^f -{- -  TJ^f  und 
—  TJ^f  an  Stelle  von  TJ{f  und  TJ^f  als  die  beiden  infinitesimalen  Trans- 
Formationen  benutzen.    Demnach  liegen  die  beiden  Möglichkeiten  vor: 
{ü,ü,)  =  vÄf    und     {ü,U,)=UJ+vAf. 
H"hkeu?n  Sei  also  zunächst: 

°  '  *  ^'  Sicherlich  bilden 

Af^O     und     f/i/'-=0 

wegen  (JJ^A)^XyAf  (nach  Theorem  29,  §  2  des  15.  Kap.)  ein  voll- 
ständiges System.  (Vgl.  §  3  des  10.  Kap.)  Es  sei  q>  die  unbekannte 
Lösung  desselben.     Es  ist  etwa: 

{U^A)  =  k^Af 
und  wir  haben  also: 

U,{UJ)-U,{UJ)^vAf. 
Setzen  wir  hierin  f^tp,  so  ergiebt  sich,  da  A<p^  U^tp^O  ist: 

d.  h.  U^ip  ist  Losung  des  Tollständigen  Systems,  mithin  eine  Function 
von  9  allein: 

denn  es  ist  die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  eine 
arbiträre  Function  von  tp.  Wir  können  uns  unter  q>  immer  die  Lö- 
sung des  Systems  vorstellen,  für  die  CTg^?  ^  1  ist.  Denn  ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  ist: 

und  dies  lässt  sich  durch  passende  Wahl  von  CD(ip)  immer  gleich' Eins 
machen,  da  ß(qp)  ^  0  isi  Wäre  nämlich  Sl{q))  e^  0,  so  hätten  wir 
J7i9^0,  üj^p  ^z  0,  -49?  ^0,  d.  h.  zwischen  Af^  Uif,  t/g/*  bestände 
gegen  die  Voraussetzung  eine  lineare  Relation,  indem  die  Determinante 

X     Y    Z 

I2    %    S2 

sein  würde.  Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  eine  Function  q>  existiert, 
für  welche: 
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dtp 


dq> 


dtp  . 


^^-^^ii  +  ^ü  +  ^iF^O 


dq> 


dy 

d(p 


U.9^i^V.+^^¥y  +  ^^ 


dq> 


U,ip  =  ^^+rjiYy  +  ^8i 


d(p 

Ty 


d(p 
d(p 


=  0, 


ist.     Hieraus  lassen  sich  g^;  ä^?  0^  bestimmen,  und  es  ergiebt  sich 
mithin  (p  selbst  durch  eine  Quadratur  in  der  Form: 

dx     dy     dz 


9>=   f     -■ 


X 

Y 

z 

£1 

Vi 

ti 

x 

T 

z 

Si 

Vi 

fl 

U 

n^ 

f,  ' 

Ganz  analog  hätten  wir  zeigen  können^  dass  es  eine  Function  ^ 
geben  muss,  für  die  J.^^0;  C^^^e^  —  1,  üj^^O  ist,  sodass  die- 
selbe sicher  von  q>  unabhängig  ist,  da  sonst  CT^^^O  wäre,  und  sich 
durch  eine  Quadratur  ergiebt  in  der  Form: 

dx     dy     dz 
X      Y 

J> V% 

X      Y 

£1      ^i 

U     v% 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  beiden  Quadraturen^  welche  die  Lösungen 
9?  und  ^  von  Af  ^=0  ergeben,  v<m  einander  unabhängig  sind. 


/ 


z 

z' 

f. 


Nun  kommen  wir  zu  dem  Fall,  dass 

{TJ,V,)=U,f+vÄf 
ist.     Alsdann  bilden 

ein  vollständiges  System,  dessen  unbekannte  Losung  9  heissen  möge. 
Es  ist  etwa  (JJ^A)^=EiX^Af,  und  aus  den  Gleichungen: 

U,iU,n-U,iUJ)^ÜJ+vÄf 

folgt,  wenn  wir  darin  f^fp  setzen,  wegen  Ä(p^  Ui<p^O,  dass  (wie 
im  vorigen  Falle)  ü^ip  eine  Function  von  q>  allein  ist,  und  demnach 
ergiebt  sich  (wie  im  vorigen  Falle)  q>  selbst  durch  eine  Quadratur  in 
der  Form: 


Zweite 

Möglichkeit 

Im  dritten 

Unterfalle. 
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dx 

äy 

dz 

X 

Y 

z 

St 

Vi 
Y 

£i 

X 

z 

5i 

Vi 

fi 

h 

Vi 

f. 

Somit  ist  eine  Lösung  von  Af  =  0  gefunden.  Diese  führen  wir, 
wenn  sie  etwa  von  z  nicht  unabhängig  ist;  neben  x  und  y  als  Ver- 
änderliche ein.     Dadurch  geht  Af=^0  über  in: 


Af=Ax4i  +  Ay 


dx 


IL 


0, 


weil  A(p^O  ist,  und  Uif  in : 


weil  auch  Uiq>^0  ist.  Hierin  sind  die  Coefficienten  Functionen 
von  X,  y,  q),  und  q>  spielt  die  Rolle  eines  Parameters,  da  <p  von  U^f 
nicht  transformiert  wird.  Af  »>  0  ist  einer  gewohnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  x,  y  äquivalent,  die  auch  q>  ent- 
hält, und  diese  gestattet  üfy  sodass  sich  das  Integral  (wie  in  §  1) 
durch  eine  Qfmdratur  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  ergiebt. 
Man  bemerke,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Qiiadrattiren  nicM  von 
einander  unabhängig  sind,  wie  im  vorigen. 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  hat  sich  also  ergeben: 
Theorem  43:     Gestattet  die   lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

Äfi 


'         oy    ^        cz 


Begriffliche 
Deutung  des 

driiten 
Untorf alles. 


dx 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  ü^f  und  U^f 
welche  keine  lineare  Relation 

ßM  y>  ^)  U,f  +  ß,ix,  y,  z)  U,f  +  a(x,  y,  z)Af=  0 

erfüllen,  so  verlangt  die  Integration  von  Af^O  höchstens 
zwei  Quadraturen. 

In  betreff  der  beiden  zuletzt  betrachteten  Fälle,  in  denen 

ist,  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Sind  q>  und  ^  zwei  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=0^  und  ist  i  eine  Function,  für  die  A^^l 
ist  (und  die  es  immer  giebt),  so  sind  9,  tf;,  %  von  einander  unabhängig, 
und  man  kann  sie  als  neue  Veränderliche  an  Stelle  von  x,  ^,  z  einführen. 
Alsdann  wird 
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^f~  dt ' 

Auch  sind  U^(p,  ZJ^t/;,  U^g)^  U^ip  als  Lösungen  von  Af=0  Functionen 
von  <p  und  if;  allein;  also  ist  etwa: 

^i9  =  -^11  (sP,  '*),     ^i**  =  ^i  {%  ^)j 

^2 9>  =  -^1  {%  *),        C^2*  =  «^22 (9,  -*)» 

sodass: 

wird.  Lassen  wir  hierin  die  letzten  Glieder  fort,  so  sind  die  verkürzten 
infinitesimalen  Transformationen: 

immer  noch  solche,  welche  Äf^=^0  gestattet,  denn  sie  vertauschen  die 
Charakteristiken  (p  =  Const.,  tf;  =  Const.  von  Af'^0  unter  einander,  da 
die  Sl  Functionen  von  tp  und  ^  allein  sind.     Es  war  nun 

{U^U;)  =  c^üJ+€^U^f+vAf. 

Die  neuen  Formen  von  U^f^  ü^f^  Af^  geschrieben  in  9,  %  %,  zeigen,  dass 
alsdann  auch 

ist,  d.  h.  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  U^f^  U^f  bilden 
eine  zweigliedrige  Gruppe.  Dies  ist  die  begi-iffliche  Deutung  der  beiden 
zuletzt  betrachteten  Fälle. 

Nachdem  nunmehr  der  erste  Hauptfall  erledigt  ist,  kommen  wir 
zum  zweiten.     Also: 

Zweitens:  Es  bestehe  eine  lineare  Relation  zwischen  Af^  U^f  und  ü^f:   zweiter 

'  '       *'  *'      HanptfaU : 

WO  also  ^  ^  ffi  keine  blosse  Constante  sein  soU,  da  sonst  eine  der  infini-  '^'^^^'^^' 
tesimalen  Transformationen  trivial  wäre. 

In  diesem  Falle  ist,  indem  wir  ßi^O  voraussetzen  dürfen: 

U,f=-<pü,f-f^Äf=-ipUJ+9Af 

und  also  nach  Theorem  81  (§  3  des  15.  Kap.)  q)  eine  Losung  von 
-4/'«=0.    Sicher  ist,  da  Af=0  die  infinitesimale  Transformation  U^f 


Erster 
Unterfall. 


Zweiter 
UnterfaU. 


ü^f^ü,x|L+u,y^  +  U,<p|^. 
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gestattet,  Uiq)  eine  Lösung  von  Af=0  oder  eine  Constante.  (Das- 
selbe gilt  von  Uz(p,  aber  es  ist  offenbar  U^q)  ^  —  (pUiq),  d.  h.  es 
ist  abhängig  von  q>  und  U^q),  giebt  also  nichts  neues.)  Ist  U^q)  eine 
von  q)  unabhängige  Function,  so  ist  sie  eine  zweite  Lösung  von 
Af  «=  0,  und  das  Integrationsgeschäft  ist  zu  Ende. 

Wenn  aber  Uiq)  nur  eine  Function  von  q)  oder  eine  Constante 
ist,  so  liefern  die  in  §  4  des  15.  Kap.  gegebenen  Mittel  keine  neue 
Lösung,  denn  es  ist  dann  U^q)  eine  Function  von  q)  allein  und  femer 
ist  (JJiU^  von  der  Form  X{tp)TJ^f  -^  6Af,  um  eine  zweite  Lösung 
zu  finden,  verfahren  wir  vielmehr  so:  Wenn  q>  etwa  5  wirklich  ent- 
hält, so  können  wir  Xj  y  und  q>  als  neue  Veränderliche  einführen. 
Dadurch  geht  Af  über  in: 

weil  Aq)  eie  0  ist,  und  JJ^f  geht  über  in: 

TJ^f  hat  keinen  Nutzen  weiter,  da  wegen  der  Kenntnis  von  U{f  und  9 
jj^^^*|^g,j nunmehr  TJ^f  als  trivial  zu  betrachten  ist.  Ist  nun  tT^y^O,  so  hat 
untOTftaiS.  f^i/"  zur  Integration  der  Gleichung  -4i/*=0,  welche  U^f  gestattet, 
keinerlei  Wert,  denn  JJ^f  transformiert  ausser  x,  y  auch  9),  das  in 
Af^=0  nur  die  Rolle  eines  Parameters  spielt.  Es  wird  dies  ein- 
leuchtend sein,  wenn  wir  ein  Beispiel  nehmen:  Z.  B.  gestattet  die 
Differentialgleichung 

die  infinitesimale  Transformation  -J-^  wenn  wir  sie  als  Differential- 
gleichung in  X,  y,  0  auffassen,  aber  offenbar  kann  dies  zur  Integration 
der  Differentialgleichung  nichts  beitragen.  Ähnlich  verhält  es  sich 
überhaupt,  sobald  Uj^f  die  Veränderliche  q>  wirklich  transformiert 
Wenn  also  t/^^^E^O  ist,  so  haben  wir  noch  Af^=0,  d.  h.  eine  ge- 
wöhidiche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  ßwei  Veränderlichen, 
zu  integrieren. 
MögUciAeit  ^8*  dagegen  Uq)  ^  0,  so  transformiert  Uf  die  Veränderliche  q> 
unteJfiii*eT  8*^^  ^9^^  ^^^  ^*^^  *^^  infinitesimale  Transformation  in  x,  y  auf- 
gefasst  werden,  welche  Af=0  invariant  lässt.  Nach  Theorem  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  erhalten  wir  dann  eine  Lösung  von  Af=  0  durch 
eine  QuadrtUur. 
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Sonach  hat  sich  ergeben: 

Theorem  44:    Gestattet   die   lineare  partielle   Differential- 
gleichung 

Af=X^+Y^+Z^  =  0 
'  ex    ^        dy    ^        dz 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  TJ^fj  ü^f,  welche 
eine  Relation 

ß,{x,y,0)UJ+ß,{x,y,z)UJ+a{x,y,0)Af=O 

erfüllen,  in  der  sich  ß^ :  ß^  nicht  auf  eine  Constante  reduciert, 
so  verlangt  die  Integration  von  Af=0  im  ungünstigsten  Falle 
die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen. 

§  3.     Beispiele. 

Wir   wollen   die   Integrationstheorien   des   vorhergehenden   Para- 
graphen durch  eine  Reihe  von  Beispielen  erläutern. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

wovon  man  sich  überzeugen  möge.  Hier  besteht  zwischen  Z7,^,  TJ^f 
und  Af  keine  lineare  Relation,  während 

(UU^  —  ^i^f   I    2^^       ^f\  ^^'^ 

2 
isi     Demnach  ist  — j—s — r-r»  oder  also 

q)^y-\-2z 
eine  Lösung  von  Äf=0.    Nun  ist 

Nach  der  allgemeinen  Theorie  des  vorliegenden  Falles  in  §  2  bilden 
wir  demnach 

rf=o-u,f-2-ü,f, 

d.  h.  wir  werden  als   Vf  direct  U^f  benutzen. 
Die  beiden  Gleichungen 

Af=0     und     ?7,/'=0 
bilden  ein  vollständiges  System.     Statt  der  zweiten  Gleichung   thun 
wir  besser  die  einfachere 
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jj  f.__^  :^  4.  2  — — 

^'~'cx*       dy       dz 


0 


zu  benutzen,  die  beim  Wegstreichen  des  Factors  y  +  2j8^  +  1  übrig 
bleibt  Wir  benutzen  als  Veränderliche  rc,  y  und  ipE^y  •{-  2e.  Da- 
durch gehen  Af  und  TJ^f  über  in: 


dy.' 


Also  ergiebt  sich  die  gesuchte  zweite  Lösoiig  in  der  Form 


dx 

dy 

y 
2 

2 

+  2 

y- 

-2a;  +  9 

y 
2 

9 
2 

+  2 

y- 

-2a;  +  9 

1 

2 

Y-|+ilg(2«-»-»  +  2). 

Hierin  ist  nun  der  Wert  ip^y  •\-  2z  zxjl  substituieren,  sodass  kommt: 


*  = 


X 


f +  ilg2(a;-y^i.+  l). 


^.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Diffierentialgleichnng: 

8/- 


gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 


dz 


=  0 


UJ= 


ox         oz 


UJ= 


dx   *     ^     '        dy         dz 


1+x       '      -2/—  ie^(l  +  Ä) 

Man    möge   dies   verificieren.     Zwischen    Uif,    U^f  und   Af  besteht 
keine  lineare  Belation,  und  es  ist 

Nach  unserer  allgemeinen  Theorie  sind 

dx  dy  dz 

i     xz  -{-  e^-'*     —  z{\  +  x)     zeüi-'*  —  z^ 

0 


q>  = 


und 


1  +  a; 


—  z 


^  = 


Beispiele. 
dx  dy 


449 


dz 


xz  +  e^-'*    —  z{l  +  x)     zev-'' 
1  ^  1 


1 


Z{\  -^  X)  1  +  X 

Lösungen  von  Af  =  0.    Es  bedeutet  hierin  z^  die  Determinante 
xz  +  01-"     —  z{l  +  ic)     0ßy-*'  —  z^ 

X  r.  —  Z 


1+  X 

1 


0 
1 


l  +  X 

1 
1  +  « 


:(1  +  ey-*')i?. 


Man  findet: 


Es  ist  daher  einfacher  e"  +  *"  «Joe  Lösung  von  Äf  ■=>  0.    Weiter  ist 


i> 


_    r^  g((l  -  g)<!"  +  g^)<?a!  -  ee"dy  +  ((1  +  »g)e"  +  e»)d< 

=  -  a;  —  y  +  lg  «  +  lg  (c»  +  c»0. 

Demnach  werden  wir  als  zweite  Lösung  die  Function  x  -\-  y  —  lg  e 
benutzen  können. 


3.  Betend:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 


-.^I 


df 


df 


Af^2(y-s>)ey+'IL  +  {l  +  y-,)^^  +  il-y  +  ,)^=.0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

TJf=zK         TT  f=9nr^f  ^^f  J^^f 

^^f  —  dx'    ^«^  =  ^^ä^+ a^  +  a7' 

Zwischen  Uif,  U^f  und  Af  besteht  keine  lineare  Relation,  während 

ist.     Nach    unserer    allgemeinen   Theorie    für   den   vorliegenden   Fall 
ist  also 

dx  dy  dz 

2(y-iE;)ey+*     l+y-z     1-y  +  z 

10  0 


q>: 


2(y  -  z)e^'^'      l+y-z     1-y  +  Ä 


1 

2x 


eine  Lösung  von  Aff=ssO.    Es  kommt: 

L  i  e ,  Differontlalgleiohiuxgen. 


29 
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/'(l  -  y  +  z)d(y  -z)-  2(y-z)dz 

^     J  ^  -y 

=  2z-{\g{3f  —  B)-{y-z)) 

=  y  +  e  —  \g{y  -  z). 
Würden  wir  nun  entsprechend  der  allgemeinen  Theorie  Xy  y    und  9 
als  Veränderliche  benutzen,  so  entsl^nden  algebraische  Schwierigkeiten, 
indem  sich  z  nicht  algebraisch  durch  Xy  y  und  q>  ausdrücken    lassi 
Wir  benutzen  deshalb 

X,    y  +  e  =  u,    q> 
als  neue  Veränderliche  und  finden,  dass  Af  und  U^f  übergehen  in 

'  OX     '  Ott' 


v^'A- 

der  Theorie  ist  demnach 

/ 

r*       äx     du  \ 

../ 

1    ^l«-9      1     j 

j 

1     1      0  : 

^Jl—dx  +  e^"-vdu) 


eine  zweite  Losung  von  Äf  =  0,  wenn  darin 

u  =  y  +  e,    (p  =  y  +  e~lg(y  —  0) 
eingesetzt  wird.     Demnach  kommt: 

t  =  —  x  +  \(if  —  g)e^+'. 

4.  Beispiel:    Die  Gleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

*'         xy  -\'  yz+  zx  dz  ' 

liier  besteht  zwischen   Uif,  ü^f,  Äf  eine  lineare  Relation,  nämlich: 

U,f=  {xy  +  yz  +  Bx)  U,f+  Af. 
Demnach  ist: 

q>'-zExy  +  ye  +  zx 
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eine  Lösung  von  Äf^^O,    Nun  ist: 

TT         ^  +  2/  +  *^/  I  \ 

U^^  =     ^y  —  {x  +  y) 

auch  eine  Losung,  oder  also  es  ist 

{x  +  y  +  Ad)  (x  +  y) 
eine  Lösung  von  Äf^^O,    Diese  lasst  sich  so  schreiben: 

(x  —  yf  +  49 
und  demnach  werden  wir 

*  =  ^  —  y 
als  zweite  Lösung  annehmen. 

5.  Beispiel:    Die  Gleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

^^f^^'^d-x  +  y  dy  +  'd~z^ 

U  f=  —  ^f-  +  —  ^^  +  —  ^. 

^'        yz  dx    '    zx  dy  "*    xy  dz 
Es  ist  hier 

*'         xyz      *' 
und  demnach 

q>  ^xyz 

eine  Lösung.  Es  ist  üj^  ^  3g),  C/^g)  ^  3,  sie  geben  also  keine  neue 
Lösung.  Daher  führen  wir  a;,  y,  9)  als  Veränderliche  ein,  wodurch 
Af^^^O  übergeht  in: 

Da  Uitp^O  ist,  so  nützen  die  infinitesimalen  Transformationen  nichts 
mehr  zur  Litegration.  Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Gleichung  Af^=^0 
zu  integrieren.   Sie  ist  äquivalent  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx      dy 


^J^«. 

m            qp 

xy^—        —  —  xy 

oder 

oder  auch: 

dx                      dy 
x*y^  —  9a;  ^"  9y  —  x*y* 

oder  endlich: 

q>d{xy)  -  x*y^d{x  +  y)  =  0 

9>'^^-d(x  +  y)  =  0. 

Also  ist 

29  • 


452 


Kapitel  80,  §  3. 


*  =  Ä  +  ''  +  ^ 
oder,  da  q)^xy0  ist: 

t=x+y+ß 
die  gesuchte  zweite  Lösung  von  Äf*=^0. 

6.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 
lässt  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

TT  f  —  1^     .      3/     .      3/^ 

^,r^(.-,)(|r+|£+|0 


U,f={x-y)U,f 


zu.     Hier  ist 
und  demnach 

eine  Lösung  von  J./'  =  0.  Uifp  ^  0  liefert  keine  zweite  Losung. 
Demnach  führen  wir  x,  q>  und  a  (da  q>  von  x  und  y  abhängt)  als 
neue  Veränderliche  ein.    Dadurch  geht  die  Differentialgleichung  über  in 


wahrend  TJ^^f  in 


^1'  —dx^  de 


■/ 


dx 

dz 

X  —  tp  —  z 

9p(x  —  Z) 

X  —  q>  —'  Z 

tpix  -  Z) 

1 

1 

Übergeführt  wird.     Weil  üiq>^0  ist,  so  trägt  U^f  im  jetzigen  Falle 
zur  Integration  von  -4/*  =»  0  bei.     Es  ist  also 

y*(p(x  —  z)dx  —  (a;  —  y  —  z)dz 
a;  —  9  —  «  —  <p(x  —  £r) 
1  1 

=  /V(^  —  ^)  (^^  —  dg)  —  (g  —  y  —  g  —  y(a;  ~  g))dz 
'J  X  —  9  —  g  —  (p(x  —  g) 

==  —  <.  -L.  /«   r    (g  — g)d(g  — g) 
—        ^  "T"  9^  J  (o:  -  g)  (1  -  9)  -  9 

eine  zweite  Lösung  von  Af  =  0. 
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Zur  eigenen  Durchrechnung  empfehlen  wir  dem  Leser  noch  ein 

7.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

^«/'^  (^  +  y*)  1^  +  2^y  1  -  Kl  -  *')  g- 

Man  verificiere  dies  und  integriere  die  Differentialgleichung  in  Ge- 
mässheit  der  einschlägigen  Methode  des  §  2.  Man  findet  die  Losungen 
X  -^  ya  und  y  +  xfs. 

Die  vorstehenden  Beispiele  sind  sehr  einfacher  Natur.  In  den 
meisten  derselben  kann  man  die  Litegration  auch  ohne  Benutzung 
unserer  Theorie  ausführen.  Diese  Beispiele  sollten  aber  überhaupt 
nur  dazu  dienen,  den  Leser  in  der  Anwendung  jener  Theorie  zu  üben. 

Wir  geben  nun  noch  einige  Beispiele  in  geometrischer  Einkleidung. 

8.  Beispiel:  Eine  Schar  von  ex?  Curven  des  Raumes  sei  durch 
folgende  Angaben  definiert:    Sie  sollen  sämtlich  eine  beliebige  Ebene 

^  =  Const.   durch   die  a;-Axe  in  Punkten   mit  parallelen  Tangenten 

schneiden,  und  zwar  soll  die  Richtung  der  betreffenden  Tangente  für 
jede  der  Ebenen  gegeben  sein.     Man  soll  die  Curven  finden. 

Wir  verfahren  so:  Ist  (x,  y,  z)  ein  Punkt  einer  dieser  Curven 
und  sind  dXj  dy,  dz  die  Incremente  der  Coordinaten  längs  derselben, 

so  sind  -^  und  -/-  die  Tangenten  zweier  Winkel,  durch  welche  die 
Richtung  der  Curve  im  Punkt  {Xy  y,  z)  bestimmt  wird.  Da  alle 
Curven  eine  Ebene  ~  =  Const.  in  Punkten  mit  parallelen  Tangenten 
schneiden  sollen,  so  sind  mithin  —■  und  j-  gewisse  gegebene  Func- 
tionen Y  (— j  und  Z  (— j  •  Demnach  lautet  das  simultane  System, 
welches  die  Curven  definiert: 

oder 

(Ix dy         dz      . 

1         Y  '^'z' 

Die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  ist  diese: 
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Ihre  Charakteristiken  sind  jene  oo'  Curyen.  Aus  der  geometrischen 
Vorstellung  erhellt  sofort,  dass  jede  dieser  Curven  in  eine  ebensolche 
übergeht,  wenn  eine  Verschiebung  längs  der  ic-Axe  ausgeführt  wird. 
Af  =  0  gestattet  demnach  die  infinitesimale  Translation 

^^'  —dx 

Ebenso  ist  klar^  dass  die  Curyen  unter  sich  vertauscht  werden,  wenn 
alle  Badienvectoren  vom  Anfangspunkt  aus  proportional  yergrössert 
werden,  d.  h.  Af  =  0  gestattet  auch  die  infinitesimale  Ähnlichkeita- 
transformation 

^^f^^r.  +  yj-y  +  ^T 
Man  kann  nachträglich  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  analytisch  yeri- 
ficieren.     Es   besteht  nun   zwischen  Af,    ü^f  und    U^f  keine   lineare 
Relation,  denn  ihre  Determinante 

l     Y    Z 

1     0     0     ^Zy-Yz 

X     y     z 

ist  im  allgemeinen  nicht  identisch  Null.  Den  Fall  J^O  betrachten 
wir  nicht,   denn   in   demselben   sind   die    gesuchten   Curyen   offenbar 


Geraden  in  den  Ebenen  —  =  Const.     Sei  also : 

z 


y  ^ 


Es  ist  ferner 

Nach  unserer  Theorie  in  §  2  ist  demnach: 

dx    dy    dz 


p   \  dx    dy    dz  \ 

.  U\  1   r  zv^p-^ 

J      \    l      0      0         "^ 


eine  Lösung  von  A,f  =>  0.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


/Z 


Nunmehr   werden   x,  z  und   q>   als   Veränderliche   benutzt     Dadurch 
geht  Af=0  über  in: 

WO  aber  in  Zy-j)  ^^^^^        ^i®  betreffende  Function  yon  q>  und  z  zu 
setzen  ist.     U^^f  geht  in 
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Üf—^f 


über.    Also  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung: 


*=/(^^-¥)=^-/- 


z 


Hierin  ist  vor  der  Quadratur  Z  als  Function  Ton  tp  und  z  aus- 
zudrücken und  während  der  Quadratur  tp  als  Constante  zu  behandeln. 
Alsdann  sind 

q>  ==  Const.,     ^  =  Gonst 

die  gesuchten  Gleichungen  der  Gurvenschar. 

9.  Beispiel:  Eine  Schar  yon  oo^  Gurven  im  Baume  sei  dadureh 
definiert;  dass  in  jedem  Gurvenpunkte  die  Neigung  der  Tangente  zur 
a;-Axe  und  ihre  Neigung  zum  Lote  vom  Curvenpunkt  auf  die  a;-Axe 
Functionen  der  Länge  dieses  Lotes  allein  sind.  Man  soll  die  Gurven 
berechnen. 

Der  Gosinus  der  ersteren  Neigung  wird  durch 

dx 


Ydx*  +  dy''  +  dz^ 
der  der  letzteren  durch 

ydy  +  zdz  1 


]/y»+Ä*       }/dx^-\'dy^  +  dz* 
gemessen.     Demnach  sind 

dx  ,      ydy -^  zdz 

Ydx^+dy*+d&^  dx 

gegeben  als  Functionen  von  y^  +  jet*  allein.     Sei  also  etwa: 

'^'+%+'^'  -  1  +  '-^^  =^  1  +  y(y-  +  ^), 

Dann  ist: 

und  die  gesuchten  Gurven  genügen  dem  simultanen  System: 

dx  dy dz^ 

Die  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  lautet: 
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H 


df 


df 


WO  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Gleichung  Af  =»  0,  deren 
Charakteristiken  die  gesuchten  Curven  sind.  Aus  der  geometrischen 
Anschauung  erhellt,  dass  jede  unserer  Curven  durch  eine  Verschiebung 
längs  der  a;-Aze  in  eine  ebensolche  übergeht;  ebenso  durch  «ine 
Rotation  um  dieselbe.  Daher  gestattet  Af  ^==0  die  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen: 


U,f 


df 


df 


dy       ^  dz 


Zwischen  Af^  Uif  und  C/g/^  besteht  keine  lineare  Relation,  denn  ihre 
Determinante: 

y'  +  ^^    yt  +  ^ü   ^t  —  yR 

j        0  z  -y 

ist  nicht  identisch  Null,  es  sei  denn  ^  ^  0.  Dies  aber  ergäbe,  dass 
unsere  Curven  zu  den  Loten  zur  rr-Axe  senkrecht  verlaufen,  also  auf 
Rotationscylindern  um  die  a;-Axe  liegen,  d.  h.  Schraubenlinien  sind. 
Wir  setzen  also  voraus,  es  sei  ^  ^  0  oder  also  ^  =|e  0.  Nach  unserer 
allgemeinen  Theorie  sind  nunmehr 

dx  dy  dz 


"fi 


^  y*  +  ^* 


0 


ei()  —  yR 
0 


__  /"(^^  —  y'B)d,y  —  (y»  +  ««)<?< 


und 


■fi 

— +5/- 


dx 
0 


dy 

^-^  zR 
z 


dz 
zt  —  yR 

—  y 

'd(y*  +  O 

Lösungen  von  Af^=»0,  Die  unter  den  Integralzeichen  verbliebenen 
Functionen  R  und  ^  enthalten  nur  y*  +  »^,  Die  gesuchten  Curven 
haben  dann  die  Gleichungen 

fp  «a  Const.,    ^  «s  Const. 
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§  4.    Zweite  Integrationsmethode  für  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale 
Transformationen  gestattet« 

Wir  werden  nunmehr  die  in  §  2  durchgeführte  Integrations- 
iheorie  verwerten  zur  Integration  einer  gewohnlichen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y  und  dadurch  zu  derjenigen  Inte- 
grationsmethode derselben  gelangen^  auf  die  im  19.  Kapitel  mehrfach 
hingewiesen  wurde. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y*^^f\^i^i 

sei  vorgelegt,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 
in  X,  y  zulässt: 

Wie  wir  wissen  (vgl.  Einleitung  des  19.  Kapitels)^  können  wir  immer 
annehmen;  dass  ü^f  und  JJ^f  eine  zweigliedrige  Gruppe  vou  infinite- 
simalen Transformationen  bilden,  und  dass  insbesondere  der  Klammer- 
ausdruck 

{U,  U,)  =  0     oder    {U, U,)  e:j  UJ 
isi 

Die  Differentialgleichung 

y''-'(o(x,y,y)  =  0 
oder 

^=G>{x,y,y), 

wo  j^  ^  j/  ist,  ist  der  lihearen  partiellen  Differentialgleichung  in  drei 
Veränderlichen  x,  y,  %{\ 

äquivalent,  welche  die  aus  TJJ  und  TJ^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

TT  f  =  fc    ^4-1,    ^t    xi^Jh  A.  J  i^Jh.  ^^l\^  «'»  ^^  K 
^\l —^^dx^^^  dy^\dx^^\dy    ^     dx)       y     dyjdy'' 

^2'  —^dx^'^^di^Kd'x^y  \dy        dx)       y    J^Jd^ 
gestattet.     Das    Problem    der    Integration    der    Differentialgleichuug 
y" —  (o(x,  y,  y)  =  0  reduciert  sich  auf  das  der  Integration  der  Glei- 
chung  Af=0.    Auf  diese  Gleichung   wenden  wir  die  Integrations- 
theorie des  §  2  an. 
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ii^^Mi:         ^"  beginnen  mit  dem  Faü,  dass  Uif  tmd  U^f  mit  ^nander  ver- 
<"«''')  -»•  tcmchbar  sind: 

oder,  was  nach  Satz  2,  §  1  des  17.  EapitelS;  dasselbe  ist,  dass 

ist.  Es  fragt  sich  zunächst,  ob  zwischen  Af,  Uif,  U^f  eine  lineare 
Relation 

besteht,   in   der   ß^  :  ß^  keine  blosse  Gonstante  ist  (denn  sonst  wäre 
eine  der  beiden  infinitesimalen  Transformationen  trivial), 
umcrfaii.  ^^^  werden  zunächst  die  Möglichkeit  untersuchen  und  erledigen, 

dass  zwischen  U^f^  U^f  und  Äf  eine  Relation  besteht  Dabei  sind 
die  beiden  Annahmen,  dass  zwischen  üif  und  JJ^f  eine  oder  keine 
lineare  Relation  besteht,  d.  h.  dass  U^f  und  TJ^f  dieselben  oder  ver- 
schiedene Bahncurven  in  der  Ebene  {x^  y)  besitzen,  verschieden  zu 
behandeln. 

Sei  also  zunächst: 

UJ=qUJ    ((^E^Const.). 
Wir  untersuchen,  ob  dann  zwischen  ü^'/*,  JJ^f  und  Af  eine  Relation 
bestehen  kann.    Da  in  f/i/*  und  U^f  die  Coefficienten  von  ^  und  ^ 

frei  von  y  und  nicht  sämtlich  Null  sind,  so  enthält  q  nur  x  und  y. 
Uif  ist  die  Erweiterung  von  QÜif  oder  von 

und  diese  hat  die  Form 

Daher  lautet  die  Determinante  von  Af,  TJ^f  und  U^fi 

1    i/ 


6i     ni 

9li     9Vi 


»(«,  y,  y') 
dx  1" y  \dv     dxl 


dx 


Dieselbe  reduciert  sich  auf: 


1 

6x 


y 

Vi 


{n.'^.  +  y{v.'^y-^rÜ)-y%'^) 
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Hierin  ist  der  erste  Factor  iy,  —  y  Ij   sicher  nicht  Null.     Der  zweite 
wäre  nur  dann  NuU^  wenn  einzeln 


"4-1 -0. 


'^lä^-^iäl^^^     ^1 


dy 


wäre.     Dies  aber  würde^  da  ^^  und  i^^  nicht  beide  Null  sind^  ^ 


dg  _ 


0 


und 


dg 


^  =  0  liefern,  d.  h.  q  wäre  eine  Constante,  was,  wie  gesagt^  aus- 
geschlossen ist.  Im  vorliegendem  Falle  ist  somit  die  Determinante 
nicht  Null  und  es  besteht  keine  lineare  Relation  zwischen  Af,  TJ^f 
und  TJ^f»     Dieser  Fall  kommt  also  nicht  in  Betracht. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  TJ^f  nicht  dieselben  Bahn- 
curven  wie  Uif  habe,  also  keine  lineare  Relation  zwischen  VJ^  und 
TJ^f  bestehe.  Um  alsdann  zu  entscheiden,  in  welchem^ Fall  zwischen 
Äf^  Ulf  und  Uif  eine  lineare  Relation  besteht,  d.  h.  wann  die  Deter- 
minante 

dx    '   "  \dy        0x1        "      dy 


J  = 


1 

1« 


y 

Vi 


1»  ■^  +  yWy-ji)-y  T^ 


UJ- 


identisch  verschwindet,  denken  wir  uns  wie  in  §  2  des  18.  Kapitels 
canonische  Veränderliche  £,  Q  der  zweigliedrigen  Gruppe  von  infini- 
tesimalen vertauschbaren  Transformationen  Uif,  Utf  mit  verschiedenen 
Bahncurven  eingeführt,  wodurch 

8f 

also  auch,  wenn  erweitert  wird  durch  Hinzunahme  von  \)'  ^j^: 

L'i/—  gj,     fJir  —  g^ 

wird.  In  den  neuen  Yei^derlichen  £,  t)  lautet  unsere  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  etwa: 

Da  sie  -^  und  ^  gestattet,  ist  hierin  w  eine  Function  von  tjf  allein. 
Die  Determinante  zt  hat  nunmehr  die  Form 

1     \)'    m;(9') 


0 
1 


0 
0 


und  verschwindet  nur  dann,  wenn  u>- 
gleichung  die  eiafsche  Form 


1 0  ist,  d.  h.  die  Differential- 
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9"  — 0 
annimmt,  deren  Integralgleichung  lautet: 

\)  =  Const.  •  X  -f-  Const. 
Die   Curven   t)  =  Const   sind   die  Bahncurven   von    C^/*,   die   Curven 
j  =  Const.  die  von    U^f  und   jede   infinitesimale  Transformation    von 

der  Form  c^  Uif+  Cg  U^f  (^1,^2  =  Const.)  oder  ^  gy  +  ^2  ^^  hat  offen- 
bar Bahncurven  von  der  Form 

\)  =  Const.  •  j  -f  Const., 
d.  h.:    Im  vorliegenden  Fall  sind  die  Integralcurven  der  Differential- 
gleichung die  00*  Bahncurven  aller  cx)*  infinitesimalen  Transformationen 
der   zweigliedrigen   Gruppe    U^fy    TJ^f  von    infinitesimalen   Transfor- 
mationen. 

In  diesem  Fall  ist  die  Differentialgleichung  y'— o(a?,  y,  y)  =  0 
sofort  integrierbar  durch  Einführung  der  canonischen  Veränderlichen 
S,  9.  Da  die  Bestimmung  derselben  nach  §  2  des  18.  Kapitels  zwei 
von  einander  unabhängige  Quadraturen  erfordert^  so  sehen  wir: 

Wenn  y' —  ©(a;,  y,  y')  «=  0  zwei  infinitesimale  vertauschbare  Trans- 
formationen Z7i/)  TJ^f  mit  verschiedenen  Bahncurven  gestattet  und 
zwischen  U^f^  U^f  und  Af  eine  lineare  Relation  besteht,  so  verlangt 
die  Integration  iswei  von  einander  unabhängige  Quadraturen.  Damit  ist 
der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  identisch  verschwindet,  erledigt. 

In  dem  soeben  besprochenen  Fall  können  die  zwei  Quadraturen 
sogar  auf  eine  einzige  reduciert  werden.     Wenn  eine  Relation 

ßtU^f+ß,U;f+aAf=0 
besteht,  so  heisst  dies  nach  den  geometrischen  Auseinandersetzungen 
des  §  4,  15.  Kap.,  dass  jede  Charakteristik  von  Af=^0  für  sich  im 
Räume  (x,  y,  y)  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 
U^f  +  c  U^f  gestattet,  wo  c  eine  Conrtante  ist,  die  von  Charakteristik 
zu  Charakteristik  eine  andere  sein  wird.  Jede  Charakteristik  von 
Äf  =  0  wird  also  eine  Bahncurve  einer  infinitesimalen  Transformation 
Ulf  -f-  c  TJ^f  sein.  Kehren  wir  nun  zur  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

y"-(D(a;,y,y')  =  0 

in  der  Ebene  (x^  y)  zurück,  so  lehrt  dies,  dass,  wie  wir  schon  oben 
auf  andere  Weise  einsahen,  jede  der  00*  Integralcurven  dieser  Glei- 
chung Bahncurve  einer  gewissen  infinitesimalen  Punkttransformation 
üif-^-cU^f  der  Ebene  ist  Das  Integrationsproblem  kommt  also 
darauf  zurück,  diese  zu  bestimmen.    Ist  (p  eine  Invariante  von 
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80  stellt  q>  «s  Const.  die  oo^  Bahncurven  dieser  Transformation  dar. 
Da  U^f  und  U^f  yertauschbar  sind^  so  gestattet  die  Gleichung 

der  q>  genügt,  die  infinitesimale  Transformation  U^f,  d.  h.  Uitp  ist 
eine  Function  von  q>  allein  und^  sobald  nicht  c  «=  0  ist,  nicht  Null 
(denn  JJ^f  und  U^f  haben  verschiedene  Bahncurven).  Demnach  kann 
fp  immer  so  gewählt  werden,  dass  Uif^  1  wird,  und  (p  genügt  also 
den  beiden  Relationen: 

Uitp  +  c  V^tp  =  0, 

oder: 

ü^tp  —  1,     ü^tp  =»  a 

(a  =  Const.),  woraus  sich  -^  und  -J^  berechnen  lassen.  Daher  er- 
giebt  sich  q>  durch  eine  Quadfatur  in  der  Form 

■  dx    dy    0 

Allerdings  kommt  unter  dem  Integralzeichen  eine  arbiträre  Constaute 
a  vor.     Ist  (piXyyyO)  dies  Integral,  so  stellt 

die  oo*  Integralcurven  von  y'—  ©(y,  y,  y)  =»  0  vor. 


Von  dem  Ausnahmefall,  das  zwischen  Uif,  U^f  und  Af  eine  üJ^JJ®]:! 
lineare  Relation  besteht,  können  wir  nunmehr  absehen.  Wir  nehmen 
also  jetzt  an:  Die  Determinante  von  Uify  U^f  und  Af  sei  verschie- 
den von  Null,  während  es  für  die  weitere  Behandlung  gleichgültig 
ist,  ob  zwischen  Uif  und  TJ^f  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht. 
Denn  bei  beiden  Annahmen  giebt  die  Theorie  des  §  2,  da  (t^'C^')^O 
ist,  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  Integrale: 
dx    dy  dy' 

1      y  <xi{x,y,y) 


9  = 


i?  = 


Vi 
dy 

y' 


drji 


X  "^^  \dy         dx)        2f      3y 


dx 


^y  \dy       dx) 


—  y 


du 


462  Kapitel  20,  §  4. 


in  denen  /i  die  Determinante  von  AJ^  JJ^f  und  TJ^f  bedeutet: 

=  I  6i  ^1  -d^  +  y  Kd^-j^j  —  y  j^  \. 


I 

I 


I 


^  «»^  ll+j''©-!!)-^'^^ 


^^y         dxl        ^      dy 


unsere  Ergebnisse  sprechen  wir  in  folgendem,  auch  den  oben 
betrachteten  Ausnahmefall  umfassenden  Satze  aus: 

Satz  1:  GestaUet  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  gweiter  Ord- 
nung in  X,  y: 

zwei  bekannte  vertauschbare  infinitesifnale  Transformationen 

von  denen  "keine  trivial  ist,  so  verlangt 'die  Integration  der  Differential'^ 
gleichung  höchstens  zuoei  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 

HauptfSi:  -^^  Bi^Yit  jctzt  uoch  dcr  zweite  Hauptfall  zurück,  dass  Uyf  und  TJ^f 

^^i^^y^r.^' nickt  vertauschbar  sind,  also  etwa 

und  daher  auch 

ist.  Wir  erkennen  genau  so  wie  früher,  dass^  wenn  Uif  und  ü^f  die- 
selben Bahncurven  haben,  die  Determinante  von  C^/',  U^f,  Af  nicht 
verschwindet.  Haben  sie  verschiedene  Bahncurven^  d.  h.  besteht  keine 
lineare  Relation  zwischen  Uif  und  U^fy  so  verfahren  wir  analog  wie 
oben:  Wir  führen  wie  in  §  4  des  18.  Kapitels  durch  zwei  successive 
Quadraturen  solche  canonische  Veränderliche  £,  tf  ein,  dass 

wird.  Alsdann  geht  die  Differentialgleichung  y'  —  a  (x,  y,  y)  =  0 
etwa  über  in: 

Da  sie  -J-  gestattet,  ist  w  frei  von  5,  und  da  sie  j  ^  -  +5  J  zulässt, 
so  hat  w  die  Form: 

(vgl.  §  3  des  19.  Kapitels).  Die  Determinante  von  Af,  TJ^f,  TJ^f 
lautet  nun  in  den  neuen  Veränderlichen  jr,  ^,  da  jetzt: 
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^f-l'i+^-¥,+ 


ist: 


dl 


9' 
1 
9 


dl 

l 
0 
0 


Sie  soll  Null  sein,  d.  h.  es  ist  f(9')^0,  und  die  DifferentialgleicliuDg 
redaciert  sich  auf 

nnd  giebt  integriert: 

9  =  Const.  •  j  +  Const 

Hieraus  folgt  wie  in  einem  früheren  Falle,  dass  die  Integralcurren 
der  Differentialgleichung  die  oo*  Bahncurren  der  oo^  infinitesimalen 
Transformationen  <^  Uif-\-  c^  ü,f  (<i;  Cj "»  Consi)  sind. 

Der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  verschwindet,  ist  somit 
durch  ewei  successive  Quadraturen  zur  EinfOhrung  von  £  imd  t)  erledigt. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  die  allgemeine  Annahme  übrig,  dass  keine 
lineare  Relation  zwischen  Af,  Ui'f  und  ü^'f  besteht,  wahrend 

ist.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  des  §  2  ergiebt  sich  eine  Lösung 
fp  sofort  durch  Quadratur: 


9>  = 


dy  dy 


wo  wieder  ^  die  Determinante  von  -4/",  Uif,  U^f  vorstellt.  Um  eine 
zweite  Losung  ^  zu  finden  ^  hat  man  etwa  x^  y  und  tp  als  neue  Ver- 
änderliche zu  benutzen.  Dadurch  reduciert  sich  Af »» 0  auf  eine 
Gleichung  Af^O  in  x  und  y  allein  und  Uif  auf  eine  infinitesimale 
Transformation  üif  in  x  und  y  allein.  Beide  enthalten  noch  %  doch 
ist  ip  wie  eine  Constante  zu  behandeln.  Da  Af  «=*  0  die  infinitesi- 
male Transformation  U^f  gestattet^  so  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung 
^  durch  eine  Quadratur. 

Es  gilt  demnach  der  auch  den  Ausnahmefall  umfassende 
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Satz  2:  Gestattet  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  0weUer  Ord- 
nung in  Xy  y: 

«>(^,  y,  y ,  f)  =  0 

zwei  lekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f  in  x,  y, 
für  die  (J7iC^)e^  üif  und  von  denen  Jceine  trivial  ist,  so  verlangt  die 
Integration  der  Differentialgleichung  höchstens  ewei  successive  Qua- 
draturen. 

Die  beiden  Sätze  1  und  2  können  wir  noch  in  folgendes  Theorem 
zusammenfassen : 
OTgebSii.  Theorem  45:     Gestattet   die    gewöhnliche   Differentialglei- 

chung zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

W(x,y,y',y")  =  0 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  üif,  U^finx^y^ 
die  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen bilden  und  von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichung  nur  zwei  Quadra- 
turen. Dieselben  sind  unabhängig  von  einander,  wenn  U^f 
und  TJ^f  vertauschbar  sind;  andernfalls  sind  sie  von  einander 
abhängig. 

Man  bemerkt;  dass  dies  Ergebnis  einfacher  ist ,  als  das  des 
19.  EapitelS;  in  welchem  wir  eine  nicht  so  vollkomniene  Integrations- 
theorie entwickelten. 

§  5.    Beispiele  und  Aueblioke  anf  weitergehende  Theorien. 

Nunmehr   werden   wir   zu   der   im   vorhergehenden   Paragraphen 
entwickelten    Integrationstheorie     der     gewöhnlichen    Diflferentialglei- 
chungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen eine  Reihe  von  Beispielen  geben. 
Beispiele.  1,  Bcispid:     Die  Differentialgleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ^xyl^^  +  y^%. 

Man  soll  sie  integrieren. 

Da  (J^C^)^O  ist  und  Uif  \xnd  C^/*  dieselben  Bahncurven  haben^ 
so  ist  die  Determinante: 


Beispiele  and  Ausblicke  auf  weitergehende  Theorien. 
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^=    rp*    rry  y  —  xy 

^y  y^      yiy  —  ^y) 

=  —  (y  —  xy'f 
verschieden  von  Null.     Demnach  ergeben  sich  sofort  dnrch  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen  die  Zwischenintegrale: 
dx    dy  dy 

0?   xy         y  —  xy 

xdy  —  ydx  _»    dy  —  xdy'  —  ydacS 


9=     I   -1 


und 


iy—  xy'f 


y 
dx    dy  dy 

^y    y*      y'iy  —  ^y) 

_.    C( ^  _  /y  f  4-        ^      \  xdy —  ydx    , 

J  \       x^         Va;   '    '    x  —  xy'/  aj*  * 

,     y  dy  —  xd%f  —  y'<ia;\ 

aj         a5(y  —  xy)       J  x  '  \xl      \x) 
Setzt  man  9  und  ^  Constanten  a  und  h  gleich  und  eliminiert  y\  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung: 

1 + »/f  (f )  •'(f )  -  '/f  I  (I)  ■*©--»'+ '» 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

2.  Beispiel:    Vorgelegt  sei  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Lineare 
Ordnung  2-  OKbmiig. 

y"+  X,ix)ij  +  X(x)y  +  Zo(ap)  =  0, 

und  es  seien  JS^ix),  g^{x)  zwei  bekannte  von  einander  unabhängige  Par- 
ticularlösungen  der  verhüristen  Gleichung 

Alsdann   gestattet   die   erstere   Gleichung;    wie   wir   schon   in   einem 
früheren  Beispiel  (§  2  des  19.  Kap.)  bemerkten  ^  die  miteinander  ver* 

liie,  Differontlalgleichungen.  30 
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tauschbareu    injGnitesimalen    Transformationen    mit    denselben    Bahn- 
curven: 

Hier  ist  also  nach  unserer  Theorie  ein  Integral  dieses: 

n    \dx     dy  dy 

q>=  I  ^\\       y       —  X^y  —  Xy  —  X^ 


=  ^1^2'—  ^^2=^0 


X^y'gt  4-  Xyz^  +  ^fsZ^äx  —  z^' äy  +  z^  dy 

Zx  Zm      Z,     Zm 


da  die  Determinante 

1    y     -X,y-Xy- 

■^0 

J=    0    ei                  gl 

0    g,            ■     V 

ist.    Es  kommt  daher: 

^^J^w+ 


Da  aber  0^  und  0^  ^^^  Identitäten  erfüllen: 

so  lassen  sich  vermöge  derselben  X^  und  X  aus  q>  eliminieren  und 
es  kommty  da  sich  die  Quadratur  zum  Teil  durchführen  lässt,  als 
erstes  Integral 

^  =  M^^^JL  +  f    ^i^n     dx  =  Const. 

'Analog  ergiebt  sich  das  Integral: 

^  =  3y:,^zV^+   r_!«^o(.^^_d,;_  Const. 
z^z^  —  z^z^^  J  z,z^  -  z,  z^ 

Eliminiert  man  aus  beiden  Gleichungen  y\  so  erhält  man  die  definitive 

Integralgleichung  zwischen  x  und  y  allein: 

y  =  ^i   f—^-r-dx-z^   r^i.5L       Ja; +  Con8t.iBfi  + Consta,. 

Natürlich  lässt  sich  die  in  dem  früheren  Beispiele  gefundene  Form 
auf  diese  zurückführen. 

Die  gewöhnliche  Methode  der  Variation  der  Constanten  beruht  be- 
kanntlich darauf;  dass  man 

y  =  ^i^i  +  ®2^a 
setzt   und   o^  und   a^  passend  zu  bestimmen   sucht.     Dies  fQfart  auf 
die  Beiden  Bedingungen 

®i'^i  +  ^2^i  =  0  f    fl'i'^/  +  ^2^s  •*=  —  ^0  • 
Hieraus  bestimmt  sich 
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d.  h. 


«iV  —  «i'^«' 


a>i  —   I  — ^^ — ^ —  da;  +  Const 


und  analog  cd, ,  sodass  y  ^^  fo^ü^  -^r  ^i ^2  1^  ^^^i*  ^hat  die  obige 
Form  erhält. 

Eine  vierte  Integrationsmethode  ist  schliesslich  diese:  Der  linearen 
Differentialgleichung  ist  die  partielle: 

äquivalent,  welche  die  aus  TJJ  und  JJ^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

gestattet.  Die  drei  Symbole  in  a;,  y,  y  :  ^4/*,  Z/iy,  U^f  haben  nun 
die  beiden  Eigentümlichkeiten,  dass  sie  erstens  mit  einander  ver- 
tauschbar sind:  {ATJi)^0  u.  s.  w.,  und  dass  zweitens  ihre  Deter- 
minante verschieden  von  Null  ist.  Ein  Satz  der  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen, dessen  Beweis  wir  hier  nicht  beibringen  wollen, 
lehrt,  dass  es  alsdann  möglich  ist,  an  Stelle  von  Xj  y^  y  solche  neue 
Veränderliche  £,  ^,  }  einzuführen,  dass 

Am%.  vit^%,  r.7^15 

wird.  Da  dann  ui^^O,  uij^O  ist,  so  sind  ^  und  }  Losungen  von 
Af^=^0.  Wir  werden  also  nur  ^  und  }  zu  bestimmen  suchen  aus 
den  Forderungen: 

Die  Veränderliche  j^  dagegen  hat  kein  Interesse  für  unseren  Zweck. 
Q  genfigt  also  den  drei  Bedingnngeu: 


«1 

dy  +  '^  dy"  —  ^'      *«  dy  +  "*  dy'  —  ^^ 

Hieraas  folgt 

ai,_ 

-J/V+  (^.  y'+xy+ x,)z,      at,           z,' 

a«~ 

«,«,'  -  »,'«,               '      dy  ^  «,  V  —  «.'«,  ' 

dy'       z,«,'-V-'.  ' 

nnd  weiter,  wenn  wir  vemtSge 

80' 


468  Kapitel  20,  §  6. 

X^  und  X  eliminieren,  vermöge  einer  Quadratur  für  t)  derselbe  Wert 
wie  oben  für  —  f.  Entsprechend  kommt  J  =  —  9,  sodass  (p  =«  Const., 
^  B»  Const.  wieder  als  Integralgleichungen  hervorgehen. 

3,  Beispid:  Man  kann,  von  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
ausgehend,  die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  nach  den  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  fragen,  welche  diese  beiden  gestatten. 

Liegen  z.  B«  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  vor: 

wo  (JJJJ^^O  ist,  so  verfahrt  man  so:  Nach  §  5  des  15.  Kapitels 
suchen  wir  die  Form  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche  JJ^f  gestattet.  Zu  dem  Zweck  erweitern  wir  U^f  einmal  und 
bilden  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  rr,  y,  y: 

deren  Lösungen  x  und  y'  sind.  Nach  dem  Früheren  hat  folglich 
die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  U^f  ge- 
stattet,  die  Form 

oder 

Nun  soll  sie  noch  U^f  gestatten,  d.  h.  es  soll  der  Elammeransdruck  von 

^^'—dx^^dy^dy' 
und 

ein  Vielfaches  von  Af  sein.     Es  kommt: 

d.  h.  (0  ist  eine  Function  von  x  —  y  allein.  Daher  lautet  die  Differen- 
tialgleichung: 

Da  sie  zwei  infinitesimale  vertauschbare  Transformationen  TJ^f^  U^f 
gestattet,  und  da  die  Determinante  z/  von  D[Y,  JJ^f  und  Af  nicht 
Null  ist,  so  lange  nicht  cd  ^  1  ist,  so  verlangt  ihre  Integration  zwei 
von  einander  unabhängige  Quadraturen,  nämlich 
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j^    \  dx    dy         dy 

/  1        -  /         /  /N       /m(a;  —-  y')  •  d(x  —  y*)    ,      . 

.  /^      1       y     a>{x-y)      =J    \^/__! ^.^'_,  ,  ^    +y 

*/        I   0       1  0 


dx    dy         dy 


und 

/*    \  ax     ay  ay 

-      1      j/'     a>{x^y)      -^_y  +  jL_Ji__|_i^!. 
IIa;  1 

Indem  man  nach  Ausfuhrung  der  Quadraturen  y  aus  (p  =s  Const., 
^  =»  Const.  eliminiert;  erhält  man  die  allgemeine  Integralgleichung. 

4.  Beispiel:  Eine  Schar  von  Curven  in  der  Ebene  sei  dadurch 
definiert,  dass  der  Krümmungsradius  q  eines  Ourvenpunktes  als  Function 
der  Tangentialrichtung  in  dem  betreffenden  Curvenpunkte  gegeben  ist. 
Man  soll  diese  Curven  bestimmen. 

Da  sich  der  Krümmungsradius  des  Punktes  (Xy  y)  einer  der  ge- 
suchten Curven  durch  j/  und  y\  die  Tangentialneigung  durch  f/  aus- 
drückt, so  ist  also  y'  als  Function  von  y  definiert: 

y"_«,(y')  =  0. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  dieser  Gleichung.  Offenbar  geht 
eine  der  gesuchten  Curven,  wenn  sie  durch  eine  Translation  fort- 
geführt wird,  immer  wieder  in  eine  solche  Curve  über,  d.  h.  die  Differen- 
tialgleichung gestattet  die  Translationen  ^  und  ^*    Die  Integration 

reduciert  sich  demnach  auf  die  beiden  von  einander  unabhängigen 
Quadraturen: 


_    ftody  —  y'dy'  _      _    fv^J^ 


5.  Beispiel:  Eine  Curvenschar  in  der  Ebene  sei  dadurch  definiert, 
dass  das  Verhältnis  aus  Krümmungsradius  q  und  Ordinate  y  eine 
gegebene  Function  der  Tangentialrichtung  r  ist: 


a(|-,  r)  =  0. 


In  diesem  Falle  ist  y '  gegeben  als  eine  Function  von  y,  mulipliciert 
mit  — : 


y"_l„(y')  =  0. 


Bei  einer  Verschiebung  längs  der  x-Axq  bleiben  (>,  y  und  r  ungeändert, 
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d.  h.  jede  derartige  Carve  geht  dabei   in   eine  ebensolche   i}ber,    die 
Differentialgleichung  gestattet  demnach  die  Translation 

Bei  einer  ähnlichen  Yergrossening  der  Figor  vom  Anfangspunkt  aus 
bleibt  t  ungeänderty  während  q  und  y  in  proportionaler  Weise  wachsen, 

sodass  auch  —  dasselbe  bleibt.    Demnach  fährt  auch  die  infinitesimale 

y 

Ähnlichkeitstransformation 

jede   Curve   der   gesuchten   Art   in   eine   ebensolche   über.      Da    hier 
{UJJ^  ^  Ulf  und  die  Determinante  von 


^r^%+yli+',-'<^)li- 


TT'f=K 

^ '  cx    ^    ^  cy 

nicht  verschwindet^  sondern  den  Wert 

z/  =  a>(y) 

besitzt,   so  verlangt  die  Integration  nach  unserer  Theorie  zwei  suc- 
cessive  Quadraturen.     Zunächst  diese: 


dx    dy 

dV 

1    y 

■  »(y) 

1      0 

0 

-•«»-/^^ 


Hat  man  die  Quadratur  ausgeführt,  so  hat  man  etwa  gefunden: 

<)P  =  lg  y  -  ^(y'). 
Nun  werden  Xy  y,  <p  als  neue  Veränderliche  benutzt.    Sei  etwa 

die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  y\  so  geht  Af^^  0  über  in 

^/•^|^  +  z(igy-9')|^-o. 

Sie  gestattet 

und  wird  sofort  integriert,  wodurch  sich  ergiebt: 

J  z  (lg  y  —  ») 
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Während  der  Integration  ist  hierin  (p  als  Constante  zu  behandeln. 
Durch  Elimination  von  y  aus  (p  —  Const.,  ^  =  Const.  ergiebt  sich 
die  gewünschte  Gleichung  unserer  Curvenschar. 


6.  Beispiel:  Alle  Curven  werden  gesucht,  längs  deren  das  Ver- 
hältnis aus  Krümmungsradius  q  und  Radiusvector  r  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  0,  den  r  und  q  bilden,  ist  Diese  Curven  sind 
definiert  durch  eine  Gleichung 


«(!-») 


0. 


Offenbar  wird  jede  derartige  Gurve  durch  eine  Rotation 

in   eine  solche  Corre  übergeführt,  ebenso   durch  eine  Ahnlichkeits- 
transformation 


Da 


U,f^x'/,-\-y^. 


tg®. 


8y 
VäTy'y 


x  +  yy' 
y  —  xy' 

ist,  so  hat  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar  die  Form 


"         f    «*  +  y"  \«y  —  yi 

Sie  gestattet  Uif,  U%f,  und  es  ist  (C'^^)^O.    Femer  haben  wir  hier: 


A  f—  ^f  JL,i  ^f  -4-  i/(*  +  y")' „  ^f 


cy 


und  es  ist  die  Determinante 


1 


y      K    x«  +  y« 


CO 


—y   X 


1 


im  allgemeinen  verschieden   von  Null.     Demnach   reduciert   sich    die 
Integration  auf  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 


d9 


and 


r  1 


**  +  »* 
1+,'« 


y  0 

Bequemer  wird  fibrigens  die  Integration,  wenn  man  statt  recht- 
winkliger Polareoordinaten  r,  ^  benutzt. 

n^Z^i^  Im  Torigen  Paragraphen  haben  wir  den  Fall  ins  Ange  gefsast, 
^^2^^^j^  daM  die  DiflFerentialgleichang  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y,  am  deren 
Integration  es  sich  handelte ,  nur  zwei  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestatte.  Gestattet  die  Torgelegte  Differentialgleiehong 
mehr  als  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen,  so  kann  man 
das  Integrationsgeschaft  noch  weiter  TcreinÜEushen. 

Entsprechend  kann  man,  wenn  eine  Differentialgleichang  dritter 
oder  höherer  Ordnung  vorliegt  und  einige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben  bekannt  sind,  die  Int^ration  anf  einfachere  Inte- 
grationen znrfickfähren.  Allerdings  gestattet  nicht  jede  Differential- 
gleichang zwischen  x,  y  infinitesimale  Pankttraosformationen.  Wir 
gaben  ja  früher  ein  Beispiel  daza  an.  (VgL  S.  384)  Wenn  eine 
Differentialgleichang  in  x,  y  vorliegt,  so  wird  man  sich  also  zaerst 
fragen,  ob  sie  infinitesimale  Transformationen  gestattet.  Diese  Fn^e 
lasst  sich  immer  beantworten.  Gestattet  sie  infinitesimale  Trans- 
formationen, so  ist  es  zweckmässig,  zunächst  diese  zu  bestimmen  nnd 
darauf  durch  Benutzung  derselben  das  Integrationsgeschaft  zu  verein- 
fachen. Diese  wenigen  Andeutungen,  deren  weitere  Ausführung  hier 
nicht  am  Platze  ist,  zeigen  schon,  dass  sich  auf  dem  skizzierten  Wege 
eine  ganz  besimmte  IrUegrationsmähode  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichuDgen  in  Xy  y,  welche  infinitesimale  Transformationen  gestatten, 
ergeben  wird. 
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Abteilung  V. 

Integration  von  gewSknlichen  Differentialgleichnngen  zweiter 

Ordnung,  welche   eine   dreigliedrige   Gruppe  gestatten,  und 

verwandte  Probleme. 

In  der  YorhergeheDden  Abteilung  gaben  wir  eine  Integrations- 
tbeorie  fUr  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in 
Xj  y  mit  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  welche  eine 
zweigliedrige  Gruppe  bestimmen.  Lag  eine  solche  Differentialgleichung 
mit  mehr  als  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  vor, 
welche  eine  Gruppe  bilden^  so  führten  wir  diesen  Fall  auf  den  obigen 
zurück,  indem  wir  eine  zweigliedrige  Untergruppe  jener  Gruppe  aus- 
wählten. Man  kann  aber  in  diesem  letzteren  Falle  einen  grösseren 
Vorteil  aus  den  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  für  das 
Integrationsgeschäft  ziehen.  Wir  werden  in  dieser  Abteilung  insbeson- 
dere annehmen,  die  Differentialgleichung  gesUxtte  drei  hekannte  infinUesi* 
male  Transformationen,  welche  eine  Gruppe  baden. 

Von  jetzt  ab  wollen  wir  auch  &ir  -J-,  -J-  die  schon  früher  er- 
wähnten Abkürzungen  p  und  q  gebrauchen  (vgl.  S.  122),  also  die  in- 
finitesimale  Transformation  1  g"^  +  ^  ^  ™it  ip  "h  V9.  bezeichnen. 


Kapitel  21. 

Bestimmung  der  Zusammensetzung  aller  dreigliedrigen  Gruppen  von 
infinitesimalen  Transformationen. 

Im  18.  Kapitel  haben  wir  alle  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  bestimmt.  Dabei  war  es  zunächst 
(in  §  1)  gleichgültig;  wie  gross  die  Anzahl  der  Veränderlichen  war. 
Wir  fanden  daselbst,  dass  die  zweigliedrigen  Gruppen  jedenfalls  zwei 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Uifj  U^f 
enthalten^  für  die  entweder 

oder 
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ist.  In  entsprechender  Weise  werden  wir  in  diesem  Kapitel  die 
ElammerausdrQcke  bei  den  dreigliedrigen  Gruppen  yon  infinitesimalen 
Transformationen  auf  einfache  typische  Form  zurückführen.  Dabei 
müssen  wir  aber  zuTÖrderst  einige  wichtige  allgemeinere  Begriffe  be- 
sprechen. 

§  1.    Begriff  der  ZneammensetBimg  und  Begriff  der  invarianten 
Untergruppen  einer  G-rappe   von  infinitesimalen  Transformationeii. 

Unter  einer  Gruppe  yon  infinitesimalen  Transformationen  ver- 
stehen wir  nach  §  4  des  17.  Kapitels  eine  Schar  von  infinitesimalen 
Transformationen  von  dieser  Art:  Ist  sie  r-gliedrig,  so  enthält  sie  r 
yon  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Ü^/J  U^f--  Urf 
und  mit  diesen  auch  jede  infinitesimale  Transformation  yon  der  Form 

c^U,f+c,U,f+--+erUrf, 

in  der  c^,  c^"  -  Cr  irgend  welche  constante  Werte  haben.  Femer  ist 
jeder  Klammerausdruck  zwischen  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  wiederum  eine  infinitesimale  Transformation  derselben,  d.  h. 
linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  Uif,  U^f*  *  *  I!^/*  ausdrückbar. 
Dazu  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dass  dies  für  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen  Uif  -  "  Urf  selbst  eintrifft,  d.  h.  dass 
jedes  {Uiük)  die  Form  hat: 

r 

(1)  (UiU,)  =  ^'Ci,.U.f 

1 
(i,*  =  l,2...r). 

Dies  tritt  z.  B.  ein  bei  den  drei  infinitesimalen  Transformationen 
in  X,  y: 

UJ  =  p  +  ff,     UJ=xp  +  yq,     U^f^  x^p  +  y^q, 

denn  hier  ist: 

(U,U,)=UJ,    iU,U,)^2U,f,    iU,U,)=U,f, 
d.  h.  es  ist  hier: 

^121  ^^  1>      ^122  '^^  ^7      ^123  ""^  ^5 
^131  *^  0,     Ci82  =  2,     Ci33  =  0; 

^31  ^  ^;       ^32  "^^  ^}      ^233  ^'^  1* 

Mithin  bilden  die  infinitesimalen  Transformationen 

Clip  +  q)  +  Ci(xp  +  yq)  +  c^(x^p  +  y^q) 
oder: 

(^1  +  c^x  +  c^^^)p  +  (^1  +  (^y  +  c^y^)q 

in  ihrer  Gesamtheit  eine  dreigliedrige  Gruppe. 
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An  Stelle  der  r  infinitesimalen  Transformationen  U^f  - "  Urf 
können  wir  irgend  welche  r  yon  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe;  etwa: 

Ü,f=rnU,f+'"+?2rUrf, 


(2) 


Urf=rrlUJ+"-  +  yrrUrf 

benutzen  y  in  denen  die  y  irgend  welche  Constanten  bedeuten ;  deren 
Determinante  27  + y^y^,  •  •  •  yrr  =H  ^  ^^^  Alsdann  treten  an  Stelle 
der  Relationen  (1)  andere.     Es  ist  ja: 

{UM)  =  {YnUJ+  .  .  .  +  Y.rUrf,   Y.lUJ+  .  .  .  +  Y.rUrf) 

r         r 

1      1 
d.  h.  nach  (1): 

r         r  r 

11  1 

und  hieraus  können  wir  die  Ugf,  die  sich  nach  (2)  linear  mit  con- 
stauten  Coefficienten  durch  die  Uf  ausdrücken  lassen ,  entfernen; 
sodass  sich  schliesslich  zu  (1)  analoge  Relationen  ergeben: 

r 

1 

Man  sieht  alsO;  dass  durch  Benutzung  anderer  r  yon  einander  unab- 
hängiger infinitesimaler  Transformationen  der  Gruppe  die  Relationen 
für  die  Elammerausdrücke  abgeändert  werden  können,  und  es  stellt 
sich  damit  das  Problem,  in  einem  vorliegenden  FäUe  solche  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe  auseuwöMen,  dass  diese  Belationen  eine 
möglichst  einfache  Gestalt  annehmen.  Dies  Problem  haben  wir  für 
zweigliedrige  Gruppen  Uif,  JJ^f  schon  in  §  1  des  18.  Kapitels  erledigt. 
Wir  erhielten  dort  die  beiden  Formen  {TJJJ^^^Q  und  {U^TJ^'=iTJif 
Dasselbe  Problem  werden  wir  nachher  für  dreigliedrige  Gruppen  er- 
ledigen. 

"Wir  sagen ;  dass  die  Coefficienten  c,ib<  in  den  Relationen  (1)  die^uB^an- 
ZusammenseUsung  der  r-gliedrigen   Gruppe   yorstellen,   ihre   Kenntnis«^<«öruppe 
zieht   die   der  Relationen  (1)   selbst  nach   sich.    Das  zu  erledigende 
Problem   ist   also   dies:    AUe  möglichen  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  auf  möglichst 
einfache  typische  Formen  zu  bringen. 


Invariante 
Unter- 
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Hierbei  wird  sich  der  schon  in  §  4  des  17.  Kapitels  eingeführte 
Begriff  der  Untergruppen  als  nützlich  erweisen^  den  wir  kurz  recapito- 
lieren:  Wir  sagen,  dass  in  der  Gruppe  U^f"-  Urf  etwa  Uif"'  JJ^f 
eine  ^-gliedrige  Untergruppe  bilden^  sobald  jeder  Klammeraasdruck 
zwischen  Uy^f'''Uqf  allein  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch  Ulf'"  Uqf  allein  ausdrücken  lässt^  d.  h.  sobald  U^f"-  TJ^f 
für  sich  eine  Gruppe  bilden. 

Insbesondere  nennen  wir  diese  Untergruppe  U^f--*  U^f  eine  in- 
8™pp«-  Variante  Untergruppe^  wenn  auch  die  Klammerausdrücke  dieser  Uif"-  U^f 
mit  allen  C^/*  •  *  •  Urf  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch 
Ulf'-'  UQf  allein  darstellen  lassen.  In  der  oben  als  Beispiel  an- 
gegebenen dreigliedrigen  Gruppe 

p  +  q,    xp  +  yq,    x^p-^-y^q 
ist  offenbar 

p  +  q,    xp  +  yq 

eine   zweigliedrige   Untergruppe,   denn   ihre   Klammeroperation   giebi 
p  +  2«    Ebenso  ist 

^p  +  yq,  ^p  +  y^q 

eine  zweigliedrige  Untergruppe.     Dagegen  ist 

P  +  q,  x^p  +  y^q 
keine  Untergruppe,  denn  ihr  Klammerausdruck  giebt  2xp  +  2yq  und 
diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  nicht  linear  mit  con- 
stanten Coefficienten  durch  p  +  q  und  x^p  +  y^q  ausdrücken.  Keine 
der  beiden  angegebenen  Untergruppen  ist  übrigens  eine  sogenannte 
inyariante  Untergruppe. 

Dagegen  besitzt  die  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  x,  y: 

.!>;    q,    ^q, 
wo 

(j?,q)^0,     (p,xq)  =  q,    {q,xq)  =  0 
ist,  zweigliedrige  invariante  Untergruppen,  nämlich  die  von  der  Form: 

q,    p  +  axq. 
Hierin  bedeutet  a  irgend  eine  Constante.    In  der  That  ist 
{q,p)  =  0,     (g,  3)  =  0,     (q,xq)  =  0', 
(p  +  axq,p)  =-  aq,     {p  +  axq,  q)  =  0,     (p  +  axq,  xq)  =  q. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf"  '  Urf  vor,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  (UiUk),  die 
ja  auch  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  sind, 
für  sich  eine  invariante  Untergruppe  bilden.     Es  giebt  nämlich  jedes 


Begriff  der  Zusammensetznog  und  Begriff  der  invarianten  Untergruppen.     477 

{UiUk)^  combiniert  mit  irgend  einem  Ujf,  eine  aus  den  {UiUk)  allein 
linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammensetzbare  infinitesimale 
Transformation^  denn  nach  (1)  ist: 


r 


Also  gilt  das 

Theorem  46:  Ist  Uif*"Urf  eine  r-gliedrige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformationen,  so  bilden  die  (UiUk)  eine 
invariante  Untergruppe  derselben. 

Es  sind  zwei  Falle  denkbar:  Entweder  sind  unter  den  {UiUk) 
gerade  r  von  einander  unabhängige  enthalten  oder  weniger.  Der 
erste  Fall  tritt  z.  B.  bei  der  Gruppe 

P  +  Qy   xp  +  yq^  x^p  +  y^q 

ein.     Allgemein  nennen  wir  die  Gruppe  der  (UiUk)  die  erste  derivierte  deS^Mte 
Gruppe.    Man   kann   von  dieser  derivierten  Gruppe  wieder  die  erste   ^"»pp«- 
derivierte  Gruppe  suchen  u.  s.  w.    Die  sich  dadurch  ergebenden  Unter- 
gruppen heissen  dann  die  zweite,  dritte  u.  s.  w.  derivierte  Gruppe*  der 
gegebenen  Gruppe   Uif-'  Urf     So  hat  die  fünfgliedrige  Gruppe 

Pf    xPf    ff,    XQ>    x^q 
als  erste  derivierte  die  viergliedrige: 

Pf    if    «2;    ^*2; 
als  zweite  die  zweigliedrige: 

q,    xq, 
während  eine  dritte  derivierte  jGruppe  wegen  {q,xq)^0  nicht  vor- 
handen ist. 

Die  hier  eingeführte  Terminologie  hat  tiefer  liegende  Gründe,  die^^™"^" 
an  dieser  Stelle  noch  nicht  erörtert  werden  können.     Wir  wollen  nurj^J^PP^'^^^^ 
die    Bezeichnung    der    Gruppen   von   infinitesimalen    Transformationen^^^^^^- 
etwas  näher  begründen  und  gehen  dazu  von  Beispielen  aus.  (Vgl.  dabei      ^'^• 
§  2  des  2.  Eap.)    Im   18.  Kapitel   fanden  wir  vier  Typen  von  zwei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  in  der  Ebene; 
Der  erste  derselben  war  dieser: 

Pf    ?• 
Dieser  Gruppe  gehört  allgemein  die  infinitesimale  Transformation 

j)  +  ag    (a  —  Const.) 
an.     Dieselbe  erzeugt ,  wie  wir  wissen ,  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
endlichen  Transformationen: 
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Wenn  wir  nun  za  jeder  beliebigen  infinitesimalen  Transformation 
p  -{-  aq  unserer  zweigliedrigen  Gruppe  die  zugehörige  eingliedrige 
Gruppe  von  endlichen  Transformationen  aufsuchen,  so  haben  "wir  a 
beliebig  zu  lassen,  und  wir  haben  also  cx)^  Scharen  von  je  oo*  end- 
lichen Transformationen,  also  insgesamt  oo'  endliche  Transformationen 
von  obiger  Form,  in  denen  t  und  a  willkürliche  Parameter  sind,  und 
die  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben  lassen: 

Diese  oo^  Transformationen  bilden,  wir  wir  wissen,  eine  Crruppe  von 
endlichen  Transformationen  und  zwar  eine  zweigliedrige.  (§  1  des  1.  K^ap.) 
Der  zweite  Typus  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  war  dieser: 

q,    xq. 
Hier  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

q  +  axq, 
und   die   von   ihr  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Trans- 
fonüationen  stellt  sich  so  dar: 

a?i  =  «;    yi  =  y  +  (1  +  ax)t 

Lassen  wir  a  alle  möglichen  constanten  Werte  annehmen,  so  ergeben 
sich  oo'  endliche  Transformationen,  die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

^1  =  ^,     yi  =  y  +  a  +  /Ja;- 
Dieselben  bilden  eine  snoeigliedrige  Gruppe^  denn  eliminieren  wir  x^,  y^ 
vermöge  dieser  Gleichungen  aus  den  Gleichungen: 

x^  =  x^y    ya  =  yi  +  «1  + /»i5?i, 
so  kommt: 

x^  =  x,    y,  =  y  +  (a  +  orJ  +  (/J  +  /8,)rr. 

Der  dritte  Typus  war  dieser: 

ff;    a?i?  +  yff, 

und  hier  lautet  die  von  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

q  +  a{xp  +  yq) 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transformationen: 


x^  =  xd^y     yi  =  ye^  + 


t^^\ 


a 

Hierin    lassen    wir    wieder  die   Constante   a   variieren   und   erhalten 
dadarch  oo^  Transformationen,  die  sich  auch  schreiben  lassen: 

x^  =  aXy    yi  =  ay  +  ß. 
Offenbar  stellen  sie  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transfor- 
mationen dar. 
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Ganz  ähnlich  ergiebt  sich  beim  vierten  Typus 

2,    Vi 
mit  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

ff  +  ay« 

die  zweigliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transformationen 

^  —  1 
x^  =  x,    y^^y^^ — 

oder  anders  geschrieben: 

«1  =  ^,  yi  =  «y  +  ^- 

Ahnlich  verhält  es  sich  nun^  wie  wir  ohne  Beweis  angeben,  bei 
jeder  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen.  Bilden  TJJ^  •  *  TJrf 
eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  so  ist 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  derselben,  wenn  Oj,  03  •  •  •  ar 
irgend  welche  Constanten  bedeuten.  Diese  infinitesimale  Transformation 
erzeugt  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transforma- 
tionen mit  einem  Parameter  t.  Die  Gleichungen  derselben  enthalten 
Og,  c^' '  •  ür  und  lauten  etwa,  wenn  x^-  ■  -  Xn  die  in  den  Uf  vor- 
kommenden Veränderlichen  sind: 

a?/ =  9i(a?l  •  •  •  a?«,  «8  •  •     «r,  0  (»  =  1,8  •••«). 

Variieren  wir  hierin  nicht  nur  t,  sondern  auch  (hf  <h  '  "  ^f  ^^  ergeben 
sich  00^  endliche  Transformationen  und  dieselben  bilden  eine  r-gliedrige 
Chttppe,  wie  man  allgemein  beweisen  kann. 

Hiemach  wird  es  der  Leser  gerechtfertigt  finden,  dass  wir  den 
Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
eingeführt  haben. 

§  2.    Enter  Typus  von  dreigliedrigen  ZuBammensetBiingen« 

Wir  gehen  nunmehr  daran,  alle  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  U^f,  U^f,  TJ^f 
zu  bestimmen.  Dabei  kümmert  uns  zunächst  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen, die  in  der  Gruppe  vorkommen,  gar  nicht. 

Nach  den  Bemerkungen  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  das 
Problem  in  die  folgenden  einzelnen  zerlegen:  Alle  Zusammensetzungen 
von  dreigliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  deren  erste  derivierte  Gruppe 
dreigliedrig  (d.  h.  sie  selbst  ist)  oder  zweigliedrig  oder  eingliedrig 
oder  nuUgliedrig  ist  Im  gegenwärtigen  Paragraphen  erledigen  wir 
den  ersten  FalL 
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^riTinte  Vorausgesetzt   wird   also,   dass   TJJ^y   U^f,   U^f  eine   eingliedrige 

eÄdrit^'^^PP®  ^^^^^^y  ^'  ^-  ^^88  {UJj;),  {U,U^)  und  (U^U^)  sich  linear  mit 
eonstanten  Coefficienten  durch  Uif^  U^f  und  U^f  selbst  ausdrücken 
lassen  und  dass  diese  drei  Klammerausdrücke  drei  van  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  seien.  Wir  werden  auf  zwei 
Wegen  erkenn en^  dass  sich  die  Zusammensetzung  einer  solchen  Gruppe 
immer  durch  passende  Auswahl  dreier  von  einander  unabhängiger 
aus  der  Schar  der  infinitesimalen  Transformationen 

Const  U^f+  Const  UJ+  Const.  UJ 
auf  eine  gewisse  canonische  Form  bringen  lässt 

Der  erste  Weg;  um  dies  zu  beweisen^  ist  rein  elementar.  Der 
zweite^  elegantere,  setzt  die  Eenntnis  homogener  Punkt-  und  Linien- 
coordinaten  in  der  Ebene,  sowie  einige  Sätze  ans  der  projectiyen 
Geometrie  voraus  und  ist  'deshalb  von  Wichtigkeit;  weil  er  typisch 
ist  für  die  Bestimmung  von  Zusammensetzungen  von  Gruppen  überhaupt 

^Sdu^on*'  Zunächst  schlagen  wir  den  elementaren  Weg  ein:  Nach  Theorem  40 
(§  4  des  17.  Kap.)  gehört  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe; 
also  etwa  Uifj  wenigstens  einer  zweigliedrigen  üntergi-uppe  an  und 
diese  kann,  wenn  U^f  eine  von  U^f  unabhängige  Transformation  der- 
selben ist^  nach  Satz  1;  §  1  des  18.  Kapitels,  auf  eine  der  beiden  Formen 

gebracht  werden.  Der  zweite  Fall  ist  auszuschliessen,  da  (JJ^TJ^^ 
( E^i  ^)  «öd  ( ?7g  t^)  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen sein  sollen.    Wir  nehmen  daher  an 

Sei  non  etwa 

WO  die  a  und  ß  Constanten  bedeuten.  Wir  wenden  auf  üif,  U^f,  U^f 
die  Jacobi'sche  Identität,  die  wir  in  §  4  des  10.  Kapitels  kennen 
lernten,  an.     Es  ist  danach 

iiU,U,)U,)  +  ((Z7,D,)Di)  +  iiU,UdU,)  =  0, 
also,  wenn  wir  ausrechnen: 

-<hU,  +  «,(/3xOi  +  AOi  +  ß,U,)  =  0 

oder,  da  zwischen  Uif,  U^f,  U^f  keine  lineare  Relation  mit  eon- 
stanten Coefficienten  besteht: 

«3  =  0,     -ft_fta,  =0,    a,(l-/83)  =  0. 
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Sicher  ist  ofg  4=  0,  denn  sonst  wäre  (f/if^)  ^  «lüj  ^  aiC^Tif/g),  (1.  li. 
die  drei  Ausdrücke  (Dif^),  (f^if^),  (f^Ds)  wären  nicht  von  einander 
unabhängig.  Da  a^  also  4=0  ist,  so  folgt  ft  =»  1  und  ft  =  —  fifj, 
sodass  wir  haben ,  vr enn  Uif  von  nun  an  kurz  mit  Ui  bezeichnet  wird : 

{U,Us)^za,U,  +  a,U,     («,=^0), 
An  Stelle  von  U^f  können  vrir  nun  eine  infinitesimale  Transformation 

in  der  A^,  A^  irgend  welche  Gonstanten  bedeuten^  und  die  sicher  U^if 
enthält,  einführen.     Dann  haben  wir: 

-  (ß,  -  2X,)U,  -  («,  +  l,W,+  U,'. 
Nehmen  wir  also 

an,  so  kommt 

Die  von  Null  verschiedene  Zahl  a^  kann  leicht  gleich  irgend  einer 
von  Null  verschiedenen  Zahl  gemacht  werden.     Setzt  man  nämlich 

ÜJ^alJJ,     Ü,f^.2U,f,     llf^aV^f   (<r-|=0), 
so  kommt 

Durch  passende  Wahl  der  von  Null  verschiedenen  Constanten  a  können 
wir  hier  dem  Factor  a*«,  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  geben. 
Insbesondere  wollen  wir  a^a^  =^  2  macheu.     Wir  finden  demnach 
die  ElammerausdrQcke 

Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
deren  infinitesimale  Transformationen  durch  die  Klammeroperatiouen 
sämtlich  reproduciert  werden,  kann  also  durch  passende  Auswahl  dor 
drei  von  einander  unabhängigen  Transformationen  auf  die  Zusammen- 
setzung < 


gebracht  werden. 

Lie,  nifrerentlalgleiohnngen.  31 
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Beispiele  hierzu  sind  in  einer  und  in  zwei  Veränderlichen  diese 
drei  Gruppen: 

2(j)  +  a;g),    xp  +  2yq,    (x^  —  y)p  +  xyq; 
p  +  q,    xp  +  yq,    x^p  +  y'^q. 

dOT^R^dt^         Nunmehr  betreten  wir  zum  Nachweis  jener  Zusammensetzung  den 
*ieibrFora"^^^^  eleganteren  Weg. 

Dabei  bedienen  wir  uns  einer  eigentümlichen,  in  der  Gruppen- 
fnt'^TT? tu^^^^^^^  äusserst  fruchtbaren  geometrischen  Deutung.  Wir  wollen  nämlich 
^Eblno^"^®^  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

«if^i  +  «sCTa  +  aaC; 

unserer  dreigliedrigen  Gruppe  Ui,  U^f  U^  als  Bildpunkt  einen  Punkt 
in  einer  Ebene  zuordnen^  der^  bezogen  auf  ein  Coordinatendreieck,  die 
homogenen  Goordinaten  a^y  a^,  a^  hat.  Hiernach  wird  jede  infinitesi- 
male Transformation  der  Gruppe  symbolisch  durch  einen  Punkt  dieser 
Ebene  dargestellt;  und  umgekehrt  entspricht  jedem  Punkte  dieser 
Ebene  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten  a^^  a^^  a^  eine  infinitesi- 
male Transformation 

der  Gruppe.  Da  die  homogenen  Coordinaten  nur  ihren  Verhältnissen 
nach  bestimmt  sind,  so  wird  dem  Punkte  (o^,  a2,  a^  zwar  auch  jede 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

zugeordnet  sein^  aber  diese  sind  wir  schon  gewöhnt  als  mit  der  obigen 
identisch  anzusehen,  da  sie  sich  von  ihr  nur  um  einen  constanten 
Factor  k  unterscheidet. 

Es  ist  ohne  weiteres  einzusehen,  dass  dreien  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  die  Ecken  eines  wirklichen 
Dreiecks,  dreien  von  einander  abhängigen  aber  drei  Punkte  einer  Geraden 
entsprechen. 

Durch  die  Elammeroperation  wird  zwei  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

wegen  der  Relationen 

(3)  ( Ui  Uk)  =  cni  U,  +  Ol  2  CT,  +  an  U, 

(i,*=l,2,8) 

eine  dritte  infinitesimale  Transformation 
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e. TJ,  +  c,?7,  +  e,fr,  =  {SttU,  ZßU)  = 

+  («,A-«»A)(Pif7,)  + 

=  (a,ft  -  «jftXcmü;  +  Ct„Ut  +  CijjlTj)  + 

+  («jA  —  «jA)(c»«c^i  +  c^o;  +  c„,tr,)  + 

zugeordnet,  wo  also: 

«1  =  («ißi  —  «iß^Cm  +  («»A  —  «»ßt)Cisi  +  («jA  —  aiA)<'3u, 
(4)       «j  =  («ift  —  as,ft)Ci„  +  (a,/J,  -  a,/Jg) <!„,  +  (a,A  -  a,/J,)c3,„ 

e»  =-  («lA  —  'hßi)Cm  +  («aßa  —  «»ßi)Cm  +  ifhßt  —  '^ißi)<i»n 
ist    Entsprechend  gehört  danach  jedem  Punktepaar  (a,,  a^,  «(,),  (ß^, 
ßit  ßs)    ^^^   Bildebene    ein   Punkt  (e,,  s^,  c,)    derselben   zu,    dessen 
Coordinaten  Cj,  Cj,  e,  sich  vermöge  (4)  durch  die  der  ursprünglichen 
beiden   Punkte    ausdrücken.     Die   beiden   ersten   Punkte   —   wir   be- 
zeichnen sie  kurz  mit  (a)  und  (ß)  —  bestimmen  eine  Gerade.    Zwei 
beliebige  Punkte  (ä)  und  (/))  derselben  haben  die  Coordinaten: 
äi'=tti  +  (fßi,    ä,  =  «s,  +  p/Jj,    «8  =  «8  -+  (>  A; 
ft=a, +  «/?!,     ft  =  aj +  «/?,,     Ä  =  as  +  *Ai; 
ihnen  gehören  die  infinitesimalen  Transformationen 

a,U,  +  a,U,  +  a,U,  +  Q(ß,U,  +  ß,U,  +  ß,U,), 
«lüi  +  €c,U,  +  a,ü,  +  6{ß,U,  +  ß,U,  +  ACT,) 
zu.     Der  Elammeraasdrack  derselben  ist  offenbar  gleich 

(6  -  q)  (a,U,  +  a,U,  +  a,U„    ß,  U,  +  ß,U,  +  ß,U,). 

Die  Coordinaten  des  dieser  infinitesimalen  Transformation  zugeordneten 
Punktes  {e)  unterscheiden  sich  demnach  yon  den  obigen  £,,  f,,  b^  nur 
um  den  Factor  {6  —  p),  d.  h.  dieser  neue  Punkt  («)  deckt  sich  mit 
dem  Punkt  {s). 

Wenn  also  zwei  Punkten  (a)^  {ß)  der  Bildebene  ein  dritter  Punkt 
{b)  derselben  vermöge  der  Klammeroperation  zugeordnet  ist,  so  ist 
jedem  Punktepaar  (ä),  (ß)  der  von  (a)  und  {ß)  bestimmten  Geraden 
eben  dieser  Punkt  {i)  zugeordnet.  Daher  rechtfertigt  es  sich;  zu 
sagen ;  dass  die  Elammeroperation  jeder  Geraden  der  Bildebene  einen 
Punkt  derselben  zuordnet  Es  fragt  sich  nun,  welches  der  geome- 
trische Charakter  dieser  Zuordnung  ist. 

Die  durch  die  Punkte  («)  und  (/8)  bestimmte  Gerade  hat  die 
Liniencoordinaten 

31* 
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und  die  Panktcoordinaten  s^,  s^^  £3  des  dieser  Geraden  zugeordneten 
Punktes  drücken  sich  nach  (4)  linear  und  homogen  durch  dieselben 
aus.     Die  Determinante  dieser  Ausdrücke  ist  diese: 


^m 

Cm 

<ha 

Cm 

<i« 

<in 

CjSl 

Ctn 

%» 

= 

Cm 

Cffll 

«»s 

c»u 

C312 

Cjl» 

c».j 

<3U 

<!5I« 

Wir  wollten  nun  nur  den  Fall  im  vorliegenden  Paragraphen  ins  Auge 
fassen,  in  welchem 

(3')  (  U^  U^)  ~-  C231  üi  +  C232  ^7^  +  c,33  f73, 

von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  die  Determinante 

z/=|=0 
ist. 

Benutzen  wir  die  Jacobi'sche  Identität: 
so  liefert  sie  nach  (3'): 

S  3  8 

1  1  1 

oder,  da  (RO;)  =  0  und  (C7, Uk)  =  —  {Ukü,)  ist: 

(C122  -  cji»)  ( ^2  Di)  +  (^3  -  Cj2i)  ( c^3  Ui)  +  feil  —  O  ( c^i  d;)  =  0. 

Da  nun  (C^C^),  (C^Di)  und  (Di?^)  nach  Voraussetzung  von  einander 
unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  einzeln 

^21?       ^311  *^  ^32 


1/122 


^813  > 


^238 


ist     Mithin  ist  auch  die  Determinante  ^  symmetrisch. 

Die  projective  Qeometrie  lehrt,  dass  hieraus  folgt,  dass  die  durch 
(4)  hergestellte  Zuordnung  von  Gerade  und  Punkt  die  durch  einen 
(nicht  ausgearteten)  Kegelschnitt  vermittelte  Beziehung  zwischen  Polare 
und  Pol  ist. 

In  der  Bildebene  existiert  also  ein  gewisser  Kegelschnitt  von  der 
Art,  dass  der  Bildpunkt  des  Klammerausdruckes  aus  zwei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  der  Pol  der  Geraden  ist,  welche 
die  Bildpunkte  dieser  beiden  letzteren  infinitesimalen  Transformationen 
verbindet.  Die  Gleichung  dieses  Kegelschnittes  lautet  übrigens  nach 
den  Lehren  der  projectiven  Geometrie  in  den  homogenen  Punkt- 
coordinaten  Ji,  Xa»  h- 
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h 

h 

£. 

0 

^31 

Cjll 

<h»i 

£1 

Cn* 

C3I» 

Cm 

h 

<^i3S 

Csia 

Cm 

h 

rig.  35. 


=  0. 


Da  nun  die  Abbildung  eine  ein-eindeutige  ist,  so  können  wir  diese 
geometrische  Eigentümlichkeit  gruppentheoretisch  verwerten:  Wir  con- 
struieren  irgend  ein  Dreieck^  bestimmt 
durch  eine  Sehne  und  die  Tangenten 
des  Kegelschnittes  in  den  Schnitt- 
punkten der  Sehne  und  bezeichnen 
diese  Schnittpunkte  als  Bildpunkte  der 
neuen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ui ,  Uq  und  den  Schnittpunkt 
der  Tangenten  als  Bildpunkt  der 
neuen  Z^.  (Figur  35.)  Sicher  sind 
diese  neuen  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  von  einander 
unabhängig,  da  ihre  Bildpunkte  ein  wirkliches  Dreieck  bestimmen. 

Der  Sehne  ist  der  Tangentenschnittpunkt  als  Pol  zugeordnet,  und 
es  ist  daher  jetzt 

Ferner  hat  jede  Tangente  ihren  Berührpunkt  als  Pol.     Demnach  ist 
auch  jetzt: 

Sicher  sind  die  Constanten  a,  /5,  y  sämtlich  verschieden  von  Null,  da 
sonst  jd  =  0  wäre.     Die  Jacobi'sche  Identität  liefert  noch: 

d.  h. 

a  *=  y. 

Benutzen  wir  schliesslich  an  Stelle  von   U^  U^y  U^  die  infinitesimalen 
Transformationen 

so  kommt: 


{U^U,)^haV„    {U,U,)=^'U„ 


iU,'Ü,)^baU,. 


Über  die  Constanten  a,  b,  c  können  wir  beliebig  (doch  so,  dass  keine 
Null  wird)  verfügen.     Wir  setzen  also: 


6  =  -, 

2 

a  ' 

aß 

und  dann  kommt 
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(ÜJl,)=ü„     (ÜJJ,)~2V,,     (Ujj,)=ü„ 

und  wir  sind  in  der  That  zu  der  oben  auf  anderem  Wege  gefundenen 
Zusammensetzung  unserer  dreigliedrigen  Gruppe  gelangt. 

Wählt  man  an  Stelle  von  TJ^fy  U^f^  U^f  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen 7,/*,  V^fy  Fj/*,  deren  Bildpunkte  die  Ecken  eines  Polardrei- 
eckes unseres  Kegelschnittes  sind,  indem  man  etwa  setzt: 

7^f=v(Ü,f-iÜ^f), 
SO  kommt 

(7,7,)  =  -^F„     {V,Y,)  =  -^-^V,,     (73F,)  =  liJ^F,. 

Hierin  kann  man  durch  passende  Wahl  der  von  Null  verschiedenen  Con- 
stanten A,  ^,  V  erreichen,  dass  inbesondere 

{V,7,)  =  7„    (7,7,)  =  7„     {V,V;)  =  V, 
wird. 

Es  ist  dies  eine  symmetrischere  Form  der  Zusammensetzung  unserer 
dreigliedrigen  Gruppe.     Ein  Beispiel  hierzu  ist  dies: 

—  xq  +  yp,    q  +  xyp  +  y^q,     —  i)  —  a;*i?  —  xyq. 

Wir  werden  jedoch  in  diesem  Buche  die  weniger  symmetrische  frühere 
Form  der  Zusammensetzung  benutzen. 

§  3.    Die  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen  ZusammensetBxmgen. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  die  dreigliedrigen 
Zusammensetzungen  für  den  Fall  bestimmt  haben,  dass  die  Determi- 
nante J  der  Coefficienten  Ca«  verschieden  von  Null  ist,  kommen  wir 
jetzt  zur  Erledigung  der  übrigen  Fälle. 

Es  sei  also  die  Determinante 

dagegen   sollen   zunächst   nicht   sämtliche  zweireihigen  Unterdetermi- 
nanten von  d  verschwinden,  d.  h.  es  sollen  von  den  drei  infinitesi- 
malen Transformationen   (C^C^),  (C^C^),  (t^C^)  zwei  und  nur  zwei 
dlriidlrt«  ^^^  einander  unabhängig  sein,  mit  anderen  Worten,  die  erste  derivierte 
G^ppe^Mi  Gruppe  der  Gruppe  üif,  U^f,  U^f  soU  gerade  zweigliedrig  sein. 

In  diesem  Falle  wählen  wir  als  Uif  und  üif  zwei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  derivierlen  Gruppe 
und  können,  wie  wir  nach  Satz  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  wissen,  ins- 
besondere (C^t4)^0  oder  (Ü[C^)^  Uu  also  allgemein 
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annehmen.  Dann  mQssen  sich  (l^l^)  und  {U3U1)  linear  mit  con- 
stanten  Coef&cienteu  durch  Ui  und  Ut  ausdrücken,  d.  h.  es  ist: 

(  Ut  Ui)  =  c„i  Ui  +  %2  ü», 
{UzUi)^CinUi  +  Cit,Ui. 
Die  Jacobi'scbe  Identität 

{{U,U,)Ui)  +  {liU,Ui)U,)  +  i{UiU,)U,)^0 
liefert  nun: 

^121  (      ^11  ^1       ^312  ^2)  H"  ^32  (      ^121  ^u  4"  ^11^21  f^  ^  0 
oder  also: 

^32^21  "^  ^7    ^12^121  '^  ^• 
Wäre  Ciji  =j=  0,  also  Cggj  =  Cji,  =  0,  so  würden  in 

c„i       0       0 

^  **       ^31       ^232        ^ 
^11        ^12        ^ 

a22e  zweireihigen  Unterdeterminanten  versehwinden  ^  was  der  Voraus- 
setzung zuwiderläuft.     Also  ist  Ci^i  =  0  und 

(u;üi)  =  o, 

während  die  Determinante 

^81       ^232 
^811        ^12 

ist     Bedeuten  nun  x  und  X  zwei  Constanten^  so  ist 

und  dies  lässt  sich  wegen  des  Nichtverschwindens  der  vorstehenden 
Determinante  durch  passende  Wahl  der  beiden  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Gonstanten  x,  k  immer  auf  die  Form 

«(xüi  +  ACTj) 
bringen.    Diese  Forderung  fOhrt  nämlich  zu  den  Bedingungen: 

*^31l     I     ^^231  *™  ^^y  ^^312  "r   ^^232  ™°  ^^^ 

Es  sind  dies  zwei  lineare  homogene  Gleichungen  für  x,  Xy  welche 
nur  dann  nicht- verschwindende  Werte  für  x,  X  liefern,  wenn  ihre 
Determinante 


4=0 


=  0 


^312  ^232 

ist.     Dies    aber   ist  eine  quadratische  Gleichung  für  a,   welche   sich 
immer  durch  passende  Wahl  von  a  erfüllen  lässt.    Da  bisher  Ui  und 
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U2  ganz  symmetrisch  aufgetreten  suid,  weil  (ü|£Zj)^0  ist,  so  können 
wir  insbesondere  x  4=  0  voraussetzen,  und  dann  verwerten  wir 
jcDi  +  AC4  als  neues   C^  und  erhalten: 

Hier   sind    die  Coustanten  a  und  ß^  beide  =|=  0,   da  sonst  die  erste 
derivierte  Gruppe  nicht  mehr  zweigliedrig  wäre. 
Benutzen  wir  an  Stelle  von    U.^f: 

'Ü,f=  UJ+  aUJ, 
WO  a  eine  noch  verfügbare  Constante  ist,  so  erhalten  wir 

und 

CÜ, U,)  ^ß,U,  +  ß, U,  +  aaU,=  ß,Ü,  +  (ft  +  («  -  ft)a) U, . 
Sobald  cc  =^  ß^  ist,  können  wir  hiernach  a  so  wählen,  dass 

mu,)  =  ß;ü, 

wird;  ebenso  dann,  wenn  zwar  a  «= /S^,  aber  auch  jS^  =  0  ist.  Es 
ergiebt  sich  somit  in  diesen  Fällen,  wenn  Ü^f  von  jetzt  ab  mit  ü^f 
bezeichnet  wird,  die  Zusammensetzung: 

{U,U,)  =  ß,U„ 
WO  a  und  ßi^O  sind.     Benutzen  wir  schliesslich  au  Stelle  von    U^ 
noch  —-U^y  so  erreichen  wir  insbesondere  diese  Form: 


a 


c  ^  =  0. 


Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  :t,  y: 

P>    Qy    ^P  +  cyq. 
Wenn  dagegen  a  «=  /J2   und  /Jj  =f=  0  ist,  so  haben  wir  zunächst: 

und  hier  sbd  a  und  ßi  4=  0.    Nehmen  wir  aueh  hier  —  U3   als  neues 
Ua,  ao  ergiebt  sich: 
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WO  c  ={=  0  ist.     Noch   können   wir   c  Ui   als   neues    t^  benutzen,  und 
dadurch  geht  der  Typus  hervor: 


der   sich   nicht   auf  den  vorher  gefundenen  zurückführen   lässt     Ein 
Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y\ 

Pj  2;   ip  +  y)p  +  yi' 

Wir  sind  also  zu  zwei  verschiedenen  Typen  gelangt  und  heben 
noch  hervor^  dass  sich  die  Constante  c  im  ersten  nicht  durch  passende 
Wahl  der  infinitesimalen  Transformationen  t/,,  fJ^,  U^  specialisiereu 
lässt.     Nur  lässt  sich  dadurch,  dass  man 

setzt,  jene  Zusammensetzung  überführen  in: 

also  c  in  —  verwandeln.    Je  zwei  jener  Zusammensetzungen  sind  also 

in  einander  überführbar,  mit  Ausnahme  derjenigen,  für  die  c  =  — , 
d.  h.  c  «=  +  1  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  für  unsere  dreigliedrige  Gruppe 
Uli  C^a?  C^3  seien  alle  zweireihigen  ünterdeterminanten  von  J  gleich 
Null,  während  nicht  alle  Glieder  der  Determinante  einzeln  verschwinden. 
Es  sollen  sich  also  {U^U^y  {V^U^),  (U^Ui)  alle  durch  eine  einzige 
infinitesimale  Transformation,  die  wir  als  Ui  benutzen,  darstellen 
lassen  und  nicht  sämtlich  verschwinden,  d.  h.  die  erste  derivierte  Gruppe  nie  erste 
soll  eingliedrig  sein.    In  diesem  Falle  ist:  Gruppe  sei 

oingliodrig. 

und  a,  ßy  y   verschwinden  nicht  samtlich.     Die  Jacobi'sche  Identität 
liefert  hier  für  a,  /3,  7/  keine  Bedingungen.     Wohl   aber  können  wir 
durch   passende  Einführung   von  xf^-j-AC^  als  neues  U2  erreichen, 
dass  insbesondere  ( ?7j  t^)  ^  0,  d.  h.  a  «=  0  wird. 
Ist  dann  ß  =^0^  so  setzen  wir  nachträglich 


und  erhalten 


U,~U,-JL\ 
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iU,Ü,)  =  0,     mu,)  =  yU,  -  -J-  .  ßU,  =  0. 

Dann  können  wir  also  durch  Benutzung  von  U^  an  Stelle  von  U^ 
auch  y  =  0  machen,  y  U^  als  neues  U^  macht  schliesslich  noch 
/3  »=  ly  und  so  ergiebt  sich  die  Zusammensetzung: 


Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Gruppe 

p,    q,    xp, 

Ist  dagegen  /3  =  0,  so  ist  y  4=  ^  und  y  P[   als  neues   Ui   macht 
y  =  1,  sodass  wir  den  Typus  erhalten: 


{U,U,)  =  0    iu,u,)  =  o    iU,U,)^U, 


Diese  Zusammensetzung  besitzt  z.  B.  die  Gruppe: 

g,    j),    xq. 


Wir  kommen  nun  zur  letzten  Annahme^  dass  nämlich  alle  Glieder 

derivlerte  "®' 

n^giiedrig.w**%^*^^^;  gar  Dicht  vorhanden  ist: 


Die  erste  j^^  Determinante  jd  verschwinden,    d.  h.   die  erste  derivierte  Gruppe 


(U,U,)  =  0    iU^U,)  =  0    {U,U,)-^^0 


Hier  diene  als  Beispiel  : 


q,    xq,    x^q. 


Fassen  wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  und  dieses  Paragraphen 
übersichtlich  zusammen,  so  ergiebt  sich 

Satz  1:  Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen lässt  sich  durch  passende  Auswahl  dreier  von  einander  unab- 
liängiger  üif,  Uif,  Usf  aus  der  Schar  ihrer  infinitesimalen  Transforfna- 
tionen  auf  eine  und  nur  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 

A.  1)    (U,U,)=U,    iU,U,)  =  2U,    {U,U,)=Us, 

B.  2)    {U^U,)  =  0      iU,U,)=U,      (C4Cr8)  =  cC4  (c:.,=o,.pi). 
2')    {U,U,)  =  0      (U,U,)^U,      iU,U,)=U,, 

3)  (U,U,)  =  0  {U,U,)=U,  {U,U,)=U,+  U,, 

C.  4)  (U,U,)  =  0  {U,U,)~U,  iU,U,)  =  0, 
5)  iU,U,)  =  0  iU,U,)  =  0  iU,U,)^.U,, 

D.  6)  iU,U,)  =  0  {U,U,)  =  0  {U,U,)  =  0. 
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Wir  haben  hier  den  Typus  2')  vom  Typus  2)  abgetrennt,  weil  er 
aus  gewissen  Gründen  eine  bemerkenswerte  selbständige  Bedeutung 
besitzt. 

1.  Beispiel:    Die    drei   infinitesimalen   Transformationen   in   zwei  Bei.pieie. 
Veränderlichen: 

Uif^p,     U^f^  sin  rc  •  p  -f  cos  a?  •  g,     U^f"^  cos  rc  •  j?  —  sin  o?  •  g 
bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen^ 
denn  es  ist: 

{U,U,)=U„  {ü,U,)^-l\,  {U,U,)--=-U,. 
Offenbar  ist  die  erste  derivierte  Gruppe  dreigliedrig.  Die  vorliegende 
Gruppe  gehört  daher  zum  ersten  Typus,  um  sie  daiauf  zurück- 
zuführen, denken  wir  uns  wieder  Z^,  E^,  C^  als  Punkte  einer  Bild- 
ebene interpretiert,  wie  in  §  2.  Sie  bilden  alsdann  sicher  ein  Polar- 
dreieck jenes  daselbst  auftretenden  Kegelschnittes,  da  die  Combination 
zweier  U  jedesmal  das  dritte  U  giebt.  (Vgl.  die  Note  zum  Schluss 
des  §  2.)  Nach  §  2  handelt  es  sich  nun  darum,  statt  dieses  Polar- 
dreiecks ein  Dreieck  aus  zwei  Tangenten  und  ihrer  Berührsehne  ein- 
zuführen. Als  Tangentenschnittpunkt  wählen  wir  den  Bildpunkt  von 
U^  selbst.  Die  Berührsehne  ist  alsdann  die  Gerade,  welche  die  Bild- 
punkte von  Ui  und  U^  verbindet.  Auf  ihr  müssen  die  neuen  Ui  und 
tis  liegen.     Wir  setzen  daher: 

und  müssen  nun  die  Constanten  a,  ß,  y,  S  so  wählen,  dass 

wird.     Dies  liefert  die  Bedingungen: 

a^Qß,  ß  =  Qcc, 

Überdies  muss  die  Determinante 

aß  cc        occ 

,>'-,> ,  -('+»•)«»+" 

sein.     Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  etwa  setzen: 

<y=.  1,     y  «  1,     *  =  —  1. 
Wir  nehmen  somit  an: 

f/;  E^  Z7i  +  C^  ^  (1  +  cos  a?)  -i)  —  sin  x  -  q, 

if^^  Ui  —  C^  ^  (1  —  C08  x)   p  -{-  sin  X  '  q 
und  erhalten  dann 
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während 

wird.     Somit  ist 

(1  +  cos  x)  'p  —  sin  a;  •  q,    sin  x  'p  -\-  cos  x  •  g, 
(1  —  C08  x)  'P  -\-  sin  X  '  q 
eine  solche  Gestalt  unserer  Gruppe,  wie  wir  sie  suchten. 

2.  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  in  a;,  y: 

UJ  =  p,     U^f^  yp,     UJ=  xyp  +  (1  +  y')q 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformatioueo, 
denn  es  ist 

Sie  soll  auf  ihren  Typus  zurückgeführt  werden.  Da  die  erste  deri- 
vierte  Gruppe  zweigliedrig,  nämlich  Ui,  U^  ist,  so  ist  der  Typus  ent- 
weder der  zweite  oder  der  dritte.     Wir  bestimmen: 

so,  dass 

wird.     Dies  liefert: 

«  =  (>/*,    ß  =  —  Q^7 
und  wir  setzen  daher  (>  =  i,  a  =  1,  ß  =  —  i,  sodass 

cr;=  U,  —  iU, 
ist.     Dann  kommt: 

Indem  wir  alsdann 
setzen,  kommt: 

Wir  setzen  noch 

ü,  =  iV,-\-tiU,    (ft  +  o) 

und  bekommen: 

{Ü,  U,)  =  0,     {Ü,  Ü,)  =  (A  +  (ii)  Ü,-fiU,  H^-  (2A  +  ^O Üx  -  U, . 

Indem  wir  also  etwa 

A  =  i,     ft  ■=  —  2 

annehmen,  erhalten  wir  insbesondere 

(Ü^U,)  =  -  ü,. 
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Mithiu  hat  unsere  Gruppe  in  der  Gestalt: 

C/;  =  (1  —  iy)p,      f/g  ^  {i  —  y)p,     Üs=-  ixyp  —  i(l  +  ?/)3 
die  gewünschte  Form.     Sie  gehört  zum  Typus  2  des  Satzes  1. 


Kapitel   22.  • 

Bestimmnng  aller  Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesi- 
malen Transformationen  in  zwei  Veränderlichen. 

Die  Bestimmung  aller  möglichen  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen,  die  im  21.  Ka- 
pitel durch  Reduction  derselben  auf  gewisse  typische  Formen  geleistet 
wurde,  war,  wie  bemerkt,  ganz  unabhängig  von  der  Zahl  der  Ver- 
änderlichen. Gleichwohl  haben  wir  damals  jeder  typischen  Form  als 
Beispiel  eine  derartige  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  hinzugefügt. 
Jetzt  werden  wir  in  systematischer  Weise  alle  dreigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  x,  y^  also 
in  der  Ebene^  dadurch  bestimmen,  dass  wir  alle  derartigen  Gruppen 
der  Ebene  von  den  gefundenen  sechs  Zusammensetzungen  durch  Ein- 
führung zweckmässiger  neuer  Variabein  auf  möglichst  einfache,  von 
arbiträren  Grössen  freie  Typen  zurückfuhren. 

Es  ist  dann  klar,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene 
durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen  Transformationen  und 
passende  Wahl  des  Coordinatensystems  auf  eine  der  zu  findenden 
Formen  zurückführen  lassen  muss. 

§    1.     Bestimmung    aller    Typen    von    dreigliedrigen    Grappen    der 
Ebene  9  deren  erste  derivierte  Grappen  dreigliedrig  sind. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  der  betreffenden 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  1  des  Satzes  1  (§  3  des  21.  Kap.): 

Nach   §  4  des   18.   Kapitels  lässt  sich  die  zweigliedrige  Gruppe,Er8ter  Faii: 
welche  hier   C^   und   U^   bilden,  durch   Benutzung  zweckmässiger  Va-   'haben* 
riabeln  auf  die  Form  bringen:  Bahncurven. 

17;=  j?,     U^  =  xp  +  yq, 

sobald   Ux  und    C^,  wie  wir  zunächst  annehmen,  verschiedene  Bahn- 
curven haben.    Ist  dann: 
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Us  =  IP  +  Vi, 
80  wird 

Da  ersteres  gleich  2U^,  letzteres  gleich   U^  sein  soll^  so  kommt: 
11^2«,    11^2,, 

Hieraus  folgt;  dass  |  und  ij  die  Formen  haben: 

wo  a  und  ß  Constanten  sind.     Es  wird  also: 

U,  =  {x*  +  ai/>)p  +  (2xy  +  ßy^q. 
Fahren  wir  nun  die  neuen  Veränderlichen 

ein;  so  wird 

Ui^Py     üi  =  (x  +  yy)p  +  yq  =  xp  +  yq 
und 

üi  -  (^  +  «y'  +  2yxy  +  ßyy')p  +  (2xy  +  ßy'^)q 

=  i^  +  {^  +  ßy-  y')y')P  +  i^xy  -  2yy«  +  ^y*)^. 
Nehmen  wir  also  die  Constante  y,  fiber  die  wir  verfQgeD  können ,   so 
aH;  dass 

a  +  /Jy  —  y*  —  0 
wird;  so  kommt: 

£^8  =  ^*P  +  (ßiy  +  9y')Q' 
Jetzt  also  hat  unsere  GruppC;  wenn  wir  x,  y  nunmehr  mit  x,  y  be- 
zeichnen; die  Gestalt: 

P,    ^P  +  yq,    ^P  +  {2xy  +  Qy^)q. 
Wenn  nun  ^  =4==  0  ist;  so  lässt  sich  durch  Einführung  von  Vielfachen 
von  X  und  y  als  neuen  Variabein  erreichen ;   dass  schliesslich   p  <»  1 
wird.     Sonach  ergeben  sich  die  beiden  Typen: 


P    ^P  +  yq     ^P  +  {2xy  +  y^q    |, 


I    P    (^P  +  yq    x^p  +  2xyq      \ . 

I ._ .. _   __    __    _  _         _i 

Diese  beiden  Typen  sind  wesentlich  von  einander  verschieden:  es  giebt 
keine  Transformation;  welche  den  ersten  in  den  zweiten  überführen 
konnte.    Der  Orund  hierfür  wird  in  §  2  des  23.  Kap.  gegeben  werden« 
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Wir  hatten  oben  angenommen;   dasB    TJ^f  und  U^f  verschiedene^^^^^'^^^J^y 
Bahncurven   haben.     Besitzen    sie  dagegen   dieselben  Bahneurven,   so^^*^*^^^^;, 
können  wir  wegen  (üiU^)  ^  ÜJ  nach  §  5  des  18.  Kapitels  solche  Ver-    *'^'^*° 
änderliche  x,  y  annehmen^  dass  insbesondere 

wird.     Sei  dann 

i^8  =  Sp  +  i?«, 
so  ist: 

Der  erstere  Elammerausdrack  soll  gleich  2  U^j   der  letztere  gleich   U^ 
sein.    Demnach  folgt: 


35  _o           81  — 
Sy—   '         dy  — 

2y, 

,|i^t,      ,U^2,. 

1  ^E  i/*,  sodass  die  Gruppe  lautet 

\   9  yq  y^q 

• 

Also  ist  S  ^  0  und  iy 


Wir  haben  also  gefunden,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene^  deren  erste  derivierte 
Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  auf  eine  der  drei  typischen  Formen 
bringen  lässt: 


1) 
2) 
3) 


P    xp  +  Vi    a^^P  +  (2a:y  +  y*)g 


p  ^p  +  yq  ^^p  +  2xyq 


q  yq  y^q 


Für  die  beiden  ersten  Typen  wollen  wir  noch  einige  andere  Formen 
angeben,  die  sich  durch  Einfachheit  auszeichnen.  Um  Typus  1)  zu  er- 
halten, führten  wir  schliesslich  die  neuen  Yariabeln 

x  —  x  +  yy,    y  —  y 
in  die  Gruppe 

p,  i^p  +  yq,   {^^  +  ^y')p  +  (2xy  +  ßy')q 

ein,  indem  wir  y  als  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

«  +  /*y  —  y'  =  0 

wählten.    Da  diese  Gleichung  zwei  Wurzeln  y,  etwa  y^  und  y^  besitzt, 
so  können  wir  auch,  sobald  y^  4=  ^2  ^^^7 
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einführen,  wodurch  sich  ergiebt 

Diese  typische  Form  hätten  wir  auch  direct  aus  der  Form  1)  ableiten 
können,  indem  wir 

S  =  a;,    y  =x  +  y 

in  dieselbe  einführten.     Wir  sind  also  zu  dem  Tjpus  gelangt: 

P  +  Qy    ^P  +  VQ,    ^P  +  y^Q' 
Wenn  wir  dagegen  in  Typus  1  die  neuen  Veränderlichen 

ir  =  2a;  +  y,    y  =•  2oi?  +  2a:y 
einführen,  so  kommt: 

2{p-\'xq),    xp  +  2yq,    {x^  -  y)p  +  xyq, 
wo    wir   natürlich   in    der   ersten    infinitesimalen  Transformation    den 
Factor  2  weglassen  können. 

Führen  wir  in  Typus  2)  die  neuen  Veränderlichen 

x  =  x,    y=Yy 
ein  und  bezeichnen   dann  x^  y  einfach  mit  x,  y,   so  kommt  die  aus 
gewissen  Gründen  vorzuziehende  Form 

p,    ^(2xp  +  yq),    x^p  +  xyq, 

wo  natürlich  der  Factor  ^  gestrichen  werden   darf.     Wenn  wir  noch 

in  diese  neue  Form  die  Veränderlichen 

J^      _       _^ 

«?=  y  ,    y=       y 

einführen,  so  ergiebt  sich  die  noch  einfachere  Gestalt: 

—  xq,    yq  —  xp,    yp. 

§  2.     Bestimmung  der  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen 

der  Ebene. 

Typen  von  Es  ist  jctzt  uuscrc  Aufgabc,  die  Gruppen  zu  bestimmen,  deren 

sammen-  ZusammensetzuniT  die  in  Satz  1  des  21.  Kapitels  mit  2)  bezeichnete  ist: 

Setzung  2.  *^  m:  / 

(c-i=0). 

Wenn  zunächst  CTj  und  f^  verschiedene  Bahncurven  haben,  so 
können  wir  nach  §  2  des  18.  Kapitels  wegen  (C^Z72)^0  solche  Ver- 
änderliche eingeführt  denken,  dass 

Ui=p,     U^  =  q 
wird.     Sei  dann 
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JTj  =  Ip  +  Tiq, 
so  haben  wir  wegen  (DiC^)^  ^  und   (C^i73)^ct^   zu  verlangen: 

Hiernach  ist 

11^1,     |i  =  0,    d.h.    i^x  +  a, 

1?  —  °^     Ij  — ''^    ^'^'    V  =  cy  +  h, 
sodass 

Us  =  (x  +  a)p  +  {cy  +  h)q 

wird.     Da  die  Gruppe  schon   Ui^p  und   ZJg  ^  g  enthalt,  so  können 
wir  statt   U^  einfach: 

TJ^  —  aUi  —  lUi^xp  +  cyq 

benutzen,  sodass  sich  der  Typus  efgiebt: 


P    Q.     ^P '\' oyq     (c=:=o) 


Ilaben    aber    C/j    und    U^    dieselben  Bahncurven,   so  können  wir 
wegen  (C^C^)^  0  nach  §  3  des  18.  Kapitels  annehmen: 

01  =  «,     U^  =  xq 
und  haben,  wenn 

ü^  =  lP  +  M 
ist,  zu  fordern: 

P^p  +  ^^q  =  q,     x(^-p+^^q)-iq  =  cxq, 

d.  h. 

^___rv        drj  ^  dri         ^ 

also 

i  =  (l—c)x,    ij  =  y  +  g)(äj). 

Daher  lautet  der  Typus  zunächst  so: 

«;    ^Q,    (}  —  c)xp  +  (y  +  (p(x))q. 
Führen  wir  y  '■\'  if(x)  statt  y  ein,  wobei  ^  die  Gleichung 

(1  -  c)xt'(x)  +  <p  —  ^ 
erfüllen  soll,  so  kommt: 


g    reg    (1  -  c)xp  +  yq 

(c=|=0) 


Man  sieht,  dass  der  Fall  c  =  1  besonders  ausgezeichnet  ist,  denn  nur 

Lie,  DiffeMnUalgleiohTiiigen.  32 
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fBr  ^  =»  1    haben   alle   infinitesimalen   Transformationen   der    Gmppe 
dieselben  Bahncunren  y  »s  Const,  da  dann  der  Typus  lautet: 

q    xq    yq. 

^dJ?zn^°         Wir  gelangen   zu  den  Gruppen  mit  der  dritten  Znsammensetzong 
flammen-  Jes  Satzes  1: 

•etzung  9. 

Haben   üi  und   U^  Terschiedene  Bahncurven,  so  können  wir 

setzen  und  müssen  Ton 

üs  =  ip  +  m 
Terlangen,  dass 

^p-\-j^q=P,     ^p  +  ^-q=p  +  q, 

d.h. 

H-*'     f|  =  ^'    *****    i^x  +  y  +  a, 

|j  =  o,   1^  =  1»  ai«>  n  =  y  +  b 

wird.     Somit  kommt 

?7,  =  («  +  y  -f  o)i)  +  (y  +  b)q 
oder,  da  p  and  q  schon  in  der  Gruppe  auftreten: 

(»  +  y)p  +  yq- 

Der  Typus  ist  folglich: 


P    q    ii>!  +  y)p  +  yq 

Wenn  dagegen  Z7,  und  U^  dieselben  Bahncurven  haben,  so  können 
wir  annehmen: 

01=?;     U,  =  xq 
und  erhalten  die  Forderungen  fQr  Ug- 

Ifp  +  fjä^?,     x(p-p  +  ^^q)-iq  =  q  +  xq, 
sodass 

d.  h. 

|  =  — 1,    ij  =  y+9(a;) 
also 

f^»  =  -i'  +  (y  +  9>(«))«, 

wird.    Statt  x  wird  —  x,  statt  y  die  Function  e-'hpg'dx  benutzt. 
Dann  folgt: 


q     —xq    p  +  yq 
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Wenden  wir  uns  zur  vierten  Zusammensetzung: 
Wie  früher  können  wir  zunächst  annehmen: 
und  haben  für  ü^  die  Bedingungen: 


d.  b. 
sodass 


dy^^  dy 
I  =  «  +  o,    ij  =  &, 


J7,  =  (a:  -f  a)p  +  hq 
oder,  da  p  und  q  schon  als   Ui  and   U^  auftreten: 

U^  =  xp 
gesetzt  werden  darf.    Also  finden  wir: 


p    q    xp 


Ist  di^egen  anzunehmen: 

üi  =  q,     Ui  =  xq, 


so  kommt: 


d.  h. 


-S^P  +  ^q  =  q,     x{^p+^q) 


S?  =  0, 


also 
daher 


H-ö.   Ä-i.    -U-«-o. 


Ui  =  xp-\-iy  +  ^(x))q. 
y  —  X  I  -^  dx  als  neues  y  macht 

sodass  wir  erhalten: 


Ua  =  xp  +  yq, 


q    xq    xp  +  yq 


Typen  yon 
der  Zu- 
sammen- 

setBung  4. 


sammen- 
■etzung  5. 


also 
d.  h. 


Die  fünfte  Zusammensetzung  ist  nach  Satz  1,  §  3  des  21.  Kap.^  diese:  der°za^^ 
Zunächst  haben  wir 

^p-\r^q^O,    ^p  +  ^q^p, 


<)x 


dy 


dy 


82* 
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U»  =  (y  +  a)p-\-  bq 
oder,  da  p  und  q  schon  in  der  Gruppe  Torkommen: 


p  9  yp 


Wenn  wir  andererseits  haben: 

üi  =  q,     Ut  =  xq, 
80  kommt: 

5  =  — 1,    ti  =  <p(pi;), 
Ua  =  —p  +  q>(x)q. 

Benutzen  wir  y  -\-  C<p{x)dx  als  neues  y,  so  bleibt: 

U,  =  -p 
und  es  kommt  der  Typus  (in  dem  —  U^  statt   U^  geschrieben  ist): 


q    xq    p 


Er  deckt  sich  aber  mit  dem  vorhergehenden  Typus ,  wie  sich  durch 
Yertauschung  von  x  mit  y  ergiebt.  Dass  dies  eintreten  kann,  liegt 
darin;  dass  im  vorliegenden  Falle  U^  und  U^  völlig  äquivalente  Rollen 
spielen.  In  allen  übrigen  bisherigen  Fallen  sind  die  erhaltenen  Typen 
wesentlich  von  einander  verschieden. 

Typen  Ton         Jetzt  habcu  wir  nur  noch  die  letzte  Zusammensetzung  zu  erledigen: 

der  Zu- 

Hier  würde  die  Annahme: 

Ui=Py     Ui  =  q 
für  U^  ergeben: 

dx  —  ^'     dy—^'     dx  —  ^'     dy—^' 

d,  h.  I  «=  Const,  ri  =»  Const.  und 

DJ  ^  Const  p  +  Const.  g, 

wäre  nicht  von   Uj   und   U^  unabhängig.    Diese  Möglichkeit   ist   also 
ausgeschlossen.     Es  bleibt  die  andere: 

^i  =  «;       ü%  =  ^if 

in  welcher  sich  für  U^  ergiebt: 
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dn 
8^  =  "' 
d.  h. 


11  =  0'     U^O'     5  =  0, 


U,  =  X(x)q. 
Also  haben  wir  als  letzten  den  Typus: 


q    xq    X{x)q 


In  demselben  ist  X(x)  eine  arbiträre  Function  von  x. 

Die  bemerkenswerte  Thatsache,  dass  die  Annahme  Ui^^p,  U^^q 
in  dem  jetzigen  Falle,  wo  alle  Elammerausdrücke  Null  sind;  keine 
dreigliedrige  Gruppe  liefert^  können  wir  mit  Benutzung  der  in  §  4 
des  14.  Kapitels  eingeführten  Bezeichnung  so  aussprechen: 

Satz  2:  Sind  drei  infinitesimale  Transformationen  U/,  U^f,  U^f 
der  Ebene  mit  einander  vertauschbar ,  so  sind  sie  von  einander  abhängig. 

§  3.     Zusammenatellang   aller   Typen   yon   dreigliedrigen   Grappen 
Yon  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene. 

Die  in  §§  1  und  2  gefundenen  Typen  sollen  nun  in  einem 
Schema  zusammengestellt  werden.     Dabei  bemerken  wir  Folgendes: 

Zwei  Typen  ergaben  sich,  die  eine  arbiträre  Constante  c  ent- 
hielten, die  4=0  war.  Die  speciellen  Formen,  für  die  c=  1  ist^  be- 
sitzen aus  gewissen  Gründen  besondere  Bedeutung  und  sollen  deshalb 
besonders  angegeben  werden.  Wir  sehen  übrigens,  dass,  wenn  c  <»  0 
gesetzt  wird,  Typen  hervorgehen,  die  später  besonders  aufgestellt  wurden. 

Für  die  beiden  ersten  Typen  haben  wir  in  §  1  mehrere  Formen 
abgeleitet.  Einige  derselben  sind  in  dem  folgenden  Schema  ange- 
geben. Dabei  bedeutet  das  Zeichen  ^  die  Worte:  „durch  Einfüh- 
rung neuer  Veränderlicher  überführbar  in". 

A.   Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  dreigliedrig. 


p  +  q    xp  +  yq    ««p  +  y*g 

= 

1) 

^ 

p  +  xq    xp  +  2yq    {a^  —  y)p  +  xyq 

r*\ 

p    2xp-\-yq    a^p  +  xyq 

= 

2) 

^ 

xq    xp  —  yq    yp 

} 

3) 

9  ya  y*Q 

• 
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B.    Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  ^toeigliedrig. 


4) 

P 

q    xp  +  cyq    c-:  o,  -;-i 

2 

'xq     (1- 

5) 

■c)xp  +  yq    «--0. 

H=i 

6) 

P 

q     xp  +  yq 

7) 

2 

xq    yq 

8) 

P 

i   {x  +  y)p  +  yq  \ 

</fl   '• 

9) 

yt 

xq   p  +  i 

C    Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  eingliedrig. 

10) 

p 

q    xp 

11) 

1 

xq    xp-\-yq      . 

p 

q     xq     1 

12) 

, 

D.    Die  erst 
13) 

!e  derivierte  Gruppe  ist  nuUgliedrig. 
q     xq     X(x)q     \. 

Nach  §  4  des  4.  Kapitels  sind  fast  alle  Typen  projective  Gruppen, 
nämlich  Typus  1  in  seiner  zweiten  und  die  übrigen  in  den  hin- 
geschriebenen Formen  mit  Ausnahme  der  beiden  Typen  3  und  13, 
von  denen  man  beweisen  kann,  dass  sie  sich  nicht  durch  Einführung 
neuer  Variabeln  auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  dass  ihre  in- 
finitesimalen Transformationen  projectiv  werden.  Obgleich  wir  von 
dieser  Thatsache  keinen  Gebrauch  machen  werden,  wollen  wir  ihren 
Beweis  kurz  angeben:  Da  eine  infinitesimale  projective  Transformation 
die  Diflferentialgleichung  zweiter  Ordnung  y"  —  0  invariant  lässt  (vgl. 
das  Beispiel  zu  §  6,  Kap.  16,  S.  389),  so  müssten  auch  die  drei  in- 
finitesimalen Transformationen  q,  yq,  y^q  gemeinsam  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  wenn  der  Typus  3  durch 
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Einführung  neuer  Yariabeln  projectiv  gemacht  werden  konnte.  Es 
müsste  also  eine  Schar  von  oo^  Gurven  existieren  ^  welche  durch 
Q}  y^f^y^Q.  unter  einander  vertauscht  würden.  Wäre  y '^^  f(x)  eine 
dieser  GurveU;  so  würden  die  endlichen  Translationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  q  diese  in  die  Gurven  y  =  f(x)  +  a  überfuhren ,  die  auch  der 
Schar  angehören  müssten.  Ferner  würden  die  endlichen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  yq  die  Gurven  y  =  f(x)  +  a  oflfenbar  in  die  Gurven 
by  =  f(x)  +  a  überführen,  und  die  endlichen  Transformationen  der 
Gruppe  y^q  würden  diese  in  die  Gurven 


l-c(|^(x)  +  |) 
oder  also  in  die  Gurven 

verwandeln.  Dies  aber  sind  oo'  Gurven.  Jede  Gurve  wird  also  bei 
q,  yq,  y^q  in  oo^  Gurven  übergeführt;  niemals  in  nur  oo*.  Es  existiert 
demnach  auch  keine  invariante  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
beim  Typus  3.  Beim  Typus  13  wird  eine  Gurve  y  =  f(x)  auch  stets 
in  oo'  Gurven 

y  =  f(x)  +  a  +  6a;  +  cX{x) 

transformiert;  sodass  auch  dieser  Typus  keine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann. 


Kapitel  23. 

Znriickffihrnng  der  dreigliedrigen  firuppen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Ebene  auf  ihre  canonischen  Formen. 

Das  Ziel  aller  unserer  jetzigen  Betrachtungen  ist,  wie  schon 
hervorgehoben  werde,  die  Integration  derjenigen  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine  bekannte  drei- 
gliedrige Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten.  Durch 
die  Aufstellung  der  canonischen  Formen  der  dreigliedrigen  Gruppen, 
wie  sie  in  §  3  des  vorhergehenden  Kapitels  angegeben  ist,  sind  wir 
diesem  Ziel  schon  bedeutend  näher  gerückt.  Die  Schritte,  die  noch 
nötig  sind,  werden  nun  in  diesem  und  iejß  nächsten  Kapitel  gethan. 


504  Kapitel  28,  §  1. 

§  1.     Differentialgleiohungen  zweiter  Ordnung  m  x^  y^  welche    eine 
dreigliedrige  Gruppe  von  inflniteaimalen  Transformationen  gestatten. 

dwi^^ode  Nehmen  wir  an,  die  Differentialgleichung 

iE^l  Sl{x,y,y',y")  =  0 

oderinv.  gestatte  die  drei  infinitesimalen  Punkttransformationen  U^fj  U^ff    U^f^ 

welche  eine  dreigliedrige  Gruppe   bilden.     Alsdann  ist  die  Schar   der 

(X?  Integralcurven: 

©  {Xy  y,  a,b)  =  0      (a,  6  =  Const.) 

der  Differentialgleichung  invariant  gegenüber  diesen  dreien  und  über- 
haupt jeder  infinitesimalen  Transformation 

Const.  UJ+  Const.  Uif+  Coiist.  U^f 
der  dreigliedrigen  Gruppe. 

Betrachten  wir  insbesondere  eine«  bestimmte,  aber  beliebige  unter 
diesen  Integralcurven,  erteilen  wir  also  a  und  b  bestimmte  Werte. 
Ulf  führt  diese  Curve 

©(a;,  y,  öf,6)  =  0 
in  die  Curve 

a}{x,  y,  a,  h)  —  U^ioSt  «=  0 

über.    Diese  muss  zur  Schar  der  Integralcurven  gehören  und  also  auch 
eine  Gleichung  von  der  Form  haben: 

(o{Xy  y^a  —  S^ay  b  —  Ö^b)  =  0 
oder: 

ö(^;  y;  «^  *)  -  |j  *i«  —  W  *i^  "  ^• 
Hier  sind  Ö^a  und  d^b  gewisse  unendlich  kleine  Zahlen.    Es  ist  also: 
jj da  ^1«    1^  d(o  dyh 

^1®  "^ä^  77"'"  W  IT- 
Analog  fähren  ü^f  und   U^f  die  Curve  ©  =  0  in  benachbarte  Curven 
ai{x^  y,a--  d^a,  6  ~  dg 6)  =  0 , 
m{x,  y,a  —  d^a,  b  —  d^ft)  =  0 

über,  und  es  ist 

Yj      dm  d^a    ,     da  d^h 

rr/«  =  ^?.  ??f  -L  ^"^  ^8^ 

^^^—  da    dt  "f"  db  Tt' 
Nun  ist  es  leicht^  eine  infinitesimale  Transformation 

CiUJ+c,UJ+c,UJ 
der  dreigliedrigen  Gruppe  anzugeben,  welche  die  Integralcurve 
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(o(x,y,a^b)  =  0 
invariant  lässt.     Wir  haben  ja  nur  Ci,  c^y  c^  so  zu  bestimmen ^  dass 

für  alle  Punkte  (a;,  y)  der  Curye  wird,  d.  h.  wegen  der  obigen  Werte 
von   üifOy  U^<o,  U^o  haben  wir  c^,  c^,  c^  so  zu  bestimmen,  dass 
d.  a    f        d« a    ,         daCt        f. 

^-h  +  '^-h  +  ^it-^ 

wird.  Es  lassen  sich  aber  stets  solche  Constanten  c^y  c^,  c^  angeben, 
denn  -^  u.  s.  w.  sind  ja  sämtlich  bestimmte  Zahlen.     Unter  den  in- 

finitesimalen  Transformationen  der  dreigliedrigen  Gruppe  giebt  es  also 
sicher  mindestens  eine,  welche  eine  beliebig  ausgewählte,  aber  be- 
stimmte Integralcurve  invariant  lässt,  d.  h.: 

Satz  1:     Gestaltet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
a(x,y,y,y')^0 

eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  in  x^  y, 
so  ist  jede  Integralcurve  hei  mindestens  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  dreigliedrigen  Gruppe  invariant 

Auch   aus   diesem   Satze   kann   man    schliessen,   dass  die  beiden 
dreigliedrigen  Gruppen 

«;   y?;   fr, 

j,    xq,    X(x)q 

keine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen.  Denn 
die  erste  hat  nur  cx>^  Bahncurven  x  =^  Const.  und  ausser  diesen  bleiben 
nur  gewisse  Geraden  y  «=»  Const.  bei  irgend  einer  infinitesimalen  Trans* 
formation  der  Gruppe  invariant,  sodass  also  keine  oo^  solche  Curveu 
existieren,  deren  jede  wenigstens  eine  der  infinitesimalen  Transforma- 
tionen zulässt.  Die  zweite  Gruppe  besitzt  die  oo^  Bahncurven  x  =  Const. 
und  ausser  diesen  giebt  es  keine  Curve,  welche  irgend  eine  ihrer  in- 
finitesimalen Transformationen  gestattet.  Hiermit  ist  die  zum  Schluss 
des  §  3  des  Kap.  22  gemachte  Bemerkung  in  etwas  anderer  Weise 
begründet,  als  dort  geschehen. 

Handelt  es   sich   nun  darum ,  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  ^d/J^S'te? 
zweiter  Ordnung  «~Scm.' 

£l{x,y,y\f)  =  0 

zu  integrieren,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Transformationen  Uif,  U^f,   U^f  gestattet,  so  bietet  sich  die 
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folgende  Integrationsmethode  dar:  Man  fuhrt  in  die  Gruppe  solche 
neue  Veränderliche  ein^  dass  sie  ihre  canonische  Form  annimmt.  Dabei 
geht  die  Differentialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  eine  der 
oben  bestimmten  Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  gestattet,  und 
vereinfacht  sich  deshalb  bedeutend,  da  jene  Typen  selbst  sehr  einfache 
Gestalt  haben. 

Die  Integration  wäre  also  geleistet,  wenn  man 

1)  jede  dreigliedrige  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  zurück- 
führen und 

2)  jede  DiflFerentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  eine  jener 
canonischen  Gruppen  gestattet,  integrieren  könnte. 

Mit  dem  ersten  Problem  beschäftigen  wir  uns  in  diesem,  mit 
dem  zweiten  im  nächsten  Kapitel.  Eine  andere  Integrationsmethode, 
nach  der  die  Zurückführung  auf  die  canonischen  Formen  in  den  meisten 
Fällen  vermieden  werden  kann,  soll  zum  Schluss  des  nächsten  Ka- 
pitels entwickelt  werden. 

^Redu^io'l^'        unsere  Aufgabe  ist  also  jetzt  die,  eine  vorgelegte  dreigliedrige  Gruppe 
«mpp'l'aSf^i^;  ^^f}  f^zf  «w/"  *A**^  Typus  durch  Benutzung  passender    Variabein 
^^'^^T!yp^9.g^rüc^mführen.     Dabei   bemerken   wir,   dass    dies   Problem   eigentlich 
zwei  einzelne  enthält    Erstens  nämlich  handelt  es  sich  darum,  über- 
haupt zu  erkennen,  welche  von  den  obigen  13  Gruppen  der  zugehörige 
Typus  ist,  und  zweitens  darum,  wie  man  die  zur  Überf&hrung  notigen 
neuen  Yariabeln  bestimmt.     In  bezug  auf  das  erste  Problem,  das  wir 
doI^GT^eA^  der  Normierung  der  Gruppe  nennen,   können  wir  Folgendes  von 
vornherein  aussagen:    Indem  wir  (UiU^),  (C^C^)  und  (f^Di)  bilden, 
erkennen  wir,  ob  die  erste  derivierte  Gruppe  3-,  2-,  1-  oder  0-gliedrig 
ist,   d.  h.  ob  der  gesuchte  Typus  in  der  Zusammenstellung  des  §  3 
des  vorigen  Kapitels  unter  A,  B,  C  oder  D  vorkommt.    Dadurch  wird 
die  Zahl  der  Typen  in  jedem  Fall  erheblich  verringert.    Auch  können 
wir   die  Gruppen   3   und   13  nach  dem  Obigen  von   vornherein  aus- 
schliessen. 

Wie  sich  die  weitere  Normierung  des  Typus  und  die  Überführung 
in  den  Typus  in  jedem  einzelnen  Falle  gestaltet,  soll  in  den  folgenden 
Paragraphen  entwickelt  werden. 

Dabei  wird  von  einer  einfachen  Bemerkung  mehrfach  Gebrauch 
gemacht,  die  wir  hier  vorausschicken  wollen. 

^d'eMn^^         Bilden    Uif,    Uif,    U^f  eine  dreigliedrige  Gruppe  und   sind    Uif, 
Diffgi.  1.  o.  U^fy    U^f  die   einmal   erweiterten   infinitesimalen   Transformationen, 
also  etwa 


=  0 
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WO  g'^g-V,  so  können  wir  nach  den  Differentialgleichungen  ersieh' 
Ordnung 

fragen,  welche    ÜJ,   TJ^  und   JJ^  gestatten.     Für  diese  müssen 

t^i  >y  —  6i  ga,  ■+-  ni  8y  -r  Vi  sy- , 

TT' Vir— t  ^^1         aw    .       /8H^ 
^»  ^=  ^» -g^  + ''»  ^  + ''»   87 

sämtlich   vermöge   ^«==0  verschwinden,  d.h.  es  muss,  da  -^ — ^ -g~ 

dW 
und  yi-  nicht  sämtlich  vermöge  W^=0  verschwinden  oder  wenigstens 

W=0  immer  so  geschrieben  werden  kann,  dass  dies  vermieden  wird, 
die  Determinante 

Si     ^1     Vi 

Sa     %     Vi 
I  63     Vi    Vs 

sein  vermöge  "FT  =  0.  Ist  sie  nun  nicht  identisch  Null,  so  muss 
^  =  0  völlig  die  Gleichung  TT  «==  0  ersetzen ,  d.  h.  .ii  =  0  ist  die 
gesuchte  Dififerentialgleichung  erster  Ordnung. 

Man  kann  nun  umgekehrt  beweisen,  dass  ^  ^=0  immer  die  drei- 
gliedrige Gruppe  Ulf,  ü^f,  ü^f  gestattet.  Doch  brauchen  wir  diesen 
Satz  nicht  Es  genügt,  durch  Nullsetzen  der  Determinante  überhaupt 
ein  Mittel  zu  haben,  alle  eventuell  existierenden  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  finden.  Zerfallt  J  in  einzelne  Factoren, 
so  kann  man  in  einem  concret  vorliegenden  Fall,  wie  dies  unten  ge- 
schehen wird,  immer  verificieren,  dass  jeder  Factor  gleich  Null  ge- 
setzt eine  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  darstellt, 
vorausgesetzt,  dass  er  y  enthält.  Doch  entgeht  bei  dieser  Ableitung 
unter  Umständen  eine  invariante  Dififerentialgleichung  der  Aufmerk- 
samkeit, nämlich  die  der  00^  Geraden  x  =  Const.  mit  der  Gleichung 

i  =  0. 

y 

Es  liegt  dies  in  einem  Mangel  des  Cartesischen  Coordinatensystems. 
In  jedem  Fall  ist  also  noch  besonders  zu  untersuchen,  ob  die  Schar 
X  =  Const.  invariant  bleibt.  Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
die  Incremente  von  x  sämtlich  nur  von  x  abhängen. 
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Nor- 
mierung. 


§  2.     Znrüokftihruiig  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  dreigliedrig  ist,  auf  ihre  eanonisohe  Form. 

Angenommen,  es  handelt  sich  um  die  gegebene  dreigliedrige 
Gruppe  Ui,  üg,  üj,  deren  erste  derivierte  auch  dreigliedrig  ist,  und 
deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  sämtlich  dieselben  Bahn- 
curven  haben.  Nach  dem  Früheren  muss  sie  auf  einen  der  Typen 
reducierbar  sein: 

1)  p  +  qy   ^p  +  yq,   ^p  +  y^q-, 

2)  p,    2xp  +  yq,    a^p  +  xyq. 

Um  zu  entscheiden,  auf  welchen,  suchen  wir  die  Anzahl  der  in- 
varianten   Diflferentialgleichungen    erster   Ordnung.     Zu    dem    Zweck 
bilden  wir  nach  der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  die 
Determinante  J,    Beim  Typus  1  lautet  sie: 
1      1  0 


X     y 


0 


2(y-^)V. 


x^    y^    2(y  —  x)y 
In   der  That   ist,   wie   man   verificieren    mag,  y  =  0  eine  invariante 
Differentialgleichung  erster  Ordnung.     Offenbar  ist  auch 


beim  ersten  Typus  eine  solche. 

1      0 


Beim  Typus  2  lautet  die  Determinante 
0 


2x    y        —  j/        =y*. 

x^    xy    y  —  xy 

Sie  liefert  also  keine  invariante  Differentialgleichung.     Aber  offenbar 
ist  auch  hier 

0 


j 

7 


invariant.  Typus  1  und  2  unterscheiden  sich  mithin  dadurch,  dass 
der  erste  zwei,  der  zweite  nur  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung invariant  lässt,  weshalb  sie  auch  wesentlich  verschieden  sind. 

Nun  suchen  wir  in  derselben  Weise  die  bei  fJi,  f/g,  U^  invarianten 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Sind  es  zwei,  so  ist  die  vor- 
gelegte Gruppe  auf  die  erste  Form,  ist  es  nur  eine,  so  ist  sie  auf  die 
zweite  Form  reducierbar. 

auf  t5^m^.        Zunächst  mögen  es  zwei  sein,  d.  h.  ü^,  U^^  U^  sei  auf  Typus  1 
reducierbar.     Dieser  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 
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wenn  seine  infinitesimalen  Transformationen  mit  F^,  Fg,  F3  bezeichnet 
werden.  Wir  bringen  daher  die  gegebene  Gruppe  auf  dieselbe  Zu- 
sammensetzung und  zwar  in  der  allgemeinsten  Weise^  in  der  dies 
möglich  ist.     Zu  dem  Ende  setzen  wir  etwa: 

und  bestimmen  die  Constanten  a,  h,  c  in  allgemeinster  Weise  so^  dass 

wird.  Dies  ist  offenbar  ein  rein  algebraisches  Problem  und  immer  zu 
erledigen.     Ist  dies  geschehen  und  ist  etwa: 

üi  =  liP  +  Vii,  ^  =  I2I)  +  %?;  ^8  =  kP  +  •%?; 
so  können  die  |  und  1}  noch  einige  der  Constanten  a,  h,  c  als  arbiträr 
enthalten.  Es  muss  nun  notwendig  solche  Functionen  x  und  y  von  x 
und  y  geben,  dass  C^  in  Fj,  U^  in  F^  und  Ü^  in  F3,  geschrieben  in 
X  und  y  statt  x  und  y,  übergeht,  und  zwar,  wie  man  allgemein  be- 
weisen konnte,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  noch  arbiträren  Con- 
stanten.    Wir  setzen  also  an: 

^läS"*"  ^1  dy       dx'^  dy' 
^dx^"^^  dy       ^    dx^^   dy' 


d£.         df  _^i  df   ,.2df 

dx'^'^^  dy~^  a^"f"^  dy' 


Hieraus  Hessen  sich  x  und  y  durch  Integrationen  bestimmen,  denn 
setzen  wir  f^x  oder  ^y,  so  ergeben  sich  jedesmal  Differential- 
gleichungen für  Xj  y.  Aber  wir  können  einfacher  verfahren:  Es  sind 
dies  drei  Gleichungen,  welche  das  Verschwinden  der  Determinante 
nach  sich  ziehen: 

iiP  +  ViQ     1      1 

^iP  +  ViQ    X      y     =0 

SsP  +  %3    ^^    y^ 
oder: 

(y—^)  (I3JP  +  ^39) +^y{y  —  ^)  (liP  +  Vii)— if  —  ^*)  {^p  +  V29)  =  0 

oder: 

(SaP  +  %q)  +  ^y{^iP  +  viO)  —  Qö  +  y)  (fejp  +  %?)  =  0. 

Andererseits  besteht  aber  zwischen  den  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen die  Relation  (vgl.  §  1  des  7.  Kap.): 
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liJ?  +  Vi9 

Ii      % 

^P  +  Vtq 

I2     Vi 

kP  +  %? 

Is     % 
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oder: 

Sicher  besteht  keine  andere  Relation  als  diese  zwischen  ihnen,  denn 
zwischen 

jp  +  g,   ^p  +  ya^   ^p  +  y^g. 

besteht  nur  eine,  und  auf  diese  Gruppe  soll  ja  die  gegebene  reducierbar 
sein.  Wir  fanden  aber  vorher  eine  Relation.  Dieselbe  muss  sich  also 
mit  der  jetzigen  decken  und  der  Vergleich  giebt: 

Also  lassen  sich  x  und  y  rein  algebraisch  als  Functionen  von  Xy  y 
bestimmen. 

Damit  ist  die  Reduction  geleistet  und  zwar  in  der  allgemeinsten 
Weise,  in  der  sie  überhaupt  möglich  ist. 

uufT*paT2         Gesetzt  nun,  die  Gruppe   DJ,   f4,   C^  lasse  nur  eine  DiflFerential- 
gleichung  erster  Ordnung  inyariant,   sei  also  auf  den  zweiten  Typus 

reducierbar: 

p,    2xp  +  yq,    x^p  +  xyq. 

Wir  schlagen  dann  denselben  Weg  ein  wie  vorher:  Dieser  Typus  hat 
die  Zusammensetzung 

und  wir  bringen  zunächst  die  vorgelegte  Gruppe  in  allgemeiuster 
Weise  auf  eine  solche  B'orm 

üi  =  ^iP  +  nii,     f^8  =  lül' +  %?.     ^1  =  IsP  +  %?, 
class    sie    dieselbe   Zusammensetzung    hat.     Dies    erfordert,    wie    wir 
wissen,  nur  algebraische  Operationen.     Alsdann  giebt  es  Functionen 
X  und  y  von  x,  y,  so  dass: 

df 


(1) 


«1  ä^,+ '»' 


fe|^+%-^.==2^^1  +  ^^.. 


PI 

dx 

K 

dx 


dy 
df 
dy 


-L 


dy> 


,         df       -idf    ,    .-  df 


wird.     Also  besteht  die  Relation: 
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liP  +  Vi9 

1       0 

IsP  +  Vii 

2x     y 

Ssl'  +  %? 

ö?    xy 

oder: 

.      {izP  +  %q)  +  ^\iiP  +  niQ)  -  ^{kP  +  %Q)  =  0; 
während  doch  zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  nur 
die  Relation 

(^^  +  ^»«)  +  iS^  (^^^  +  ">«>  +  IrJ;-^  (^^^  +  "^'^^ = ' 

bestehen  kann.     Somit  ist,  wie  der  Vergleich  lehrt: 

Diese  Relationen  geben  x,  aber  nicht  ^.  Dass  sie  sich  nicht  wider- 
sprechen, ist  von  vornherein  sicher,  um  auch  y  zu  finden^  benutzen 
wir  die  drei  Gleichungen  (1).  Setzen  wir  darin  f^x,  so  ergiebt  sich 
keine  Bestimmungsgleichung  für  y,  wohl  aber,  wenn  wir  f^y  setzen. 
Dann  kommt: 

^^dx  ^^^  dy~^' 

^2  dx  "^  ^^  ~dy  ~  ^' 
i,    dy    i         cy 

Die  letzte  Gleichung  muss  sich  natürlich,  wenn  in  ihr  für  x  der  ge- 
fundene Wert   eingesetzt  wird,   auf  die  vorletzte  reducieren,   kommt 

also  nicht  in  betrachi     Die  beiden  ersten  geben     ^^  und     ?  ^  als 

bekannte  Functionen  und  daher  lg  y^  also  y  selbst  durch  eine  Quadratur. 
Die  Reduction  ist  also  vermittelst  einer  Quadratur  zu  leisten. 

Das  in  beiden  Fällen  zuerst  zu  erledigende  Problem,  die  vor- 
gelegte Gruppe  in  allgemeinster  Weise  auf  die  betreffende  Zusammen- 
setzung zu  bringen,  deckt  sich  wegen  der  in  §  2  des  21.  Kapitels 
gegebenen  geometrischen  Deutung  mit  dem  Problem  der  analytischen 
Geometrie,  als  Grunddreieck  des  homogenen  Ooordinatensystems  in  all- 
gemeinster  Weise  ein  aus  zwei  Tangenten  jenes  Kegelschnittes  und 
ihrer  Berührsehne  gebildetes  Dreieck  einzuführen.  Doch  wird  man, 
wenn  es  nur  darauf  ankommt,  überhaupt  auf  irgend  eine  Weise  die 
Reduction  zu  leisten,  bequemer  verfahren,  indem  man  versucht,  ob 
nicht  irgend  eine  leichter  zu  findende  specidlere  Auswahl  der  infinite- 
simalen Transformationen  Di,   C^,   ü^  zum  Ziele  führt. 
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=  (»y+iy.2f/. 


Nach  einem  allgemeinen  Satze,   den   wir  jedoch  hier  nicht    ent- 
wickehi,  ist  dies  bei  jeder  Annahme  der  Fall. 
Beispiele.  1.  BeispUl:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

^^p  +  Q,   —xp  +  yq.,  p  +  ^a 

auf  ihre  canonische  Form  bringen*  Da  ihre  erste  derivierte  drei- 
gliedrig ist;  muss  sie  sich  auf  Typus  1  oder  2  reducieren  lassen.  Die 
Determinante  aus  den  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 
lautet: 

(X?       1      ~2a;y' 

-^  ^     —  X     y         2y 
1       y"       2yy' 

Die  Gruppe  lasst  also  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  y'  =  0 
invariant  (wie  noch  verificiert  werden  mag)  und  überdies  offenbar  diese: 

im  ganzen  mithin  zwei,  und  sie  ist  daher  auf  Typus  1  zurückzufahren. 
Man  erkennt;  dass  sie  überdies  schon  genau  dieselbe  Zusammensetzung 
wie  dieser  hat.     Versuchen  wir  daher,  direct  anzusetzen: 

—  xp  +  yq^xp  +  yq, 

P  +  y^Q  =  ^^P  +  y^Q- 
Es  würde  sich  hieraus  ergeben: 


0 


oder: 

(y  —  ^){p  +  y^g)  +  ^y{y  —  ^)  ip^p  +  ?)  —  {y^  —  ic^  (-  ^i>  +  y?)  =  o 

oder  also: 

(JP  +  y^i)  +  xy{a?p  +  q)  —  {^  +  y)  (—  ^cp  +  yq)  =  0. 
Andererseits  besteht  aber  die  Identität: 
a^p  +  g         x^ 
—  xp  +  yq     —  a; 
P  +  y^Q       1 


a^p 

+  q 

1 

1 

xp 

+  y« 

X 

y 

P 

+  y'q 

ä? 

y* 

oder: 


1 


y 


=  0 


{3?y  +  a;)  (i)  +  t^q) — {xy*+  y)  {a^p  +  q)-  {a?y*  —  1)  (—  xp  +  yq) = 0, 
also: 

Der  Vergleich  giebt: 
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x  +  y  = 

xy- 

X 

1 

1 

»  =  — 

1 

X 

^y  —  t' 

also: 

^  —  y  = 
Wir  können  also  entweder  setzen 

oder: 

In  der  That  führen  beide  Yariabelnpaare  die  vorgelegte  Gmppe  auf 
Typus  1  zurück. 

3.  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

p,    sin  x-p  -^  cosX'  j,    cos  x-p  —  sinx-q 
auf  ihre  canonische  Form  bringen.     Ihre  erste  deriyierte  Gruppe  ist 
dreigliedrig;    sie   ist   also   auf  Typas  1   oder  2  zurückzuführen.     Wir 
bilden  die  Determinante  der  erweiterten  Transformationen.     Sie  ist: 
10  0 

sin  x       cos  a;       —  sin  x  —  y  cos  x    ^  —  1. 
cos  X    —  sin  ic     —  cos  a;  +  y  sin  x 
Daher  lässt  die  Gruppe  nur  die  eine  Dififerentialgleichung  erster  Ord- 
nung -r  =  0  invariant,  die  Gruppe  ist  mithin  auf  Typus  2  zu  redu- 
cieren.     In   §   3    des   21.   Kapitels    haben    wir    schon    dies    Beispiel 
betrachtet.   Danach  nehmen  wir  die  Gruppe  in  der  Form  an: 

Ui^il-^-cos  x)  'p  —  sinx-q,     f^  ^  2  sin  a;  •  p  +  2  cos  a;  •  g, 

Z^  ^  (1  —  cos  a;)  •  |9  +  sin  ir  •  q. 
Wir  stellen  nun  die  Relation  auf: 

Ui     1  +  cos  05     —  sin  rr 

Ü2       2  sin  a;        2  cos  a?     ^  0 

Vs     1  —  cos  a;       sin  x 
oder:  ^ 

(1  +  C08  x)!!^-^  (1  —  cos  x)Ui  —  sin  xU^  ^  0, 

während  andererseits 

Üs  +  x'ü^-xÜ^  —  O 

sein  soll,  wie  oben  in  der  allgemeinen  Entwickelung.    Somit  haben  wir: 


1  +  008  a: ' 


X'  =- 


1  —  coa  Ä 
1  +  cos  a: ' 


In   der  That  ist  die  zweite  Gleichung  eine  blosse  Folge  der  ersten. 
Zur  Bestimmung  von  g  haben  wir  nun  die  Gleichungen: 
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(1  +  COS  a:)  II  -  sin  a:     ||  —  0, 

28ma;g|+  2co8a;^  =  y, 

woraus  folgt: 

dlgy Bin  x  d  lg  y  l^ 

dx     ~  2(1  +  cos  a:) '        dy     ~  2' 

und  eine  Quadratur  giebt: 

lgy  =  y  —  lg  cos  Ja;, 
also  setzen  wir: 


y  = 


1  +  C508  Ä '      ^        COS  ^  o; 

In  der  That  gehen  üi,  ü^j  U^  durch  Benutzung  dieser  neuen  Yariabeln 
über  in 

Py   ^^p  +  m  «^p  +  '^m, 

womit  die  Reduction  durchgeführt  ist. 

§  3.     ZuTÜokführang  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivlerte  sweigliedrig  ist,  auf  ihre  canonisohe  Forml 

Es  liege  nunmehr  eine  dreigliedrige  Gruppe  üi,  C^,  t^  in  a:,  y 
vor,  deren  erste  derivierte  zweigliedrig  ist,  und  die  überhaupt  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann.  Dieselbe  muss 
sich  nach  dem  in  §  3  des  22.  Kapitels  gegebenen  Schema  auf  einen 
der  folgenden  Typen  zurückführen  lassen: 

p     q     xp  +  cyq,  (c^fO) 

q    -xq    (1  —  c)xp  +  yq,       (c=!=o,  r|ri) 

p    a    {^  +  y)p  +  yq, 

q    xq    p  +  yq. 
Der  damals  mit  6  bezeichnete  Typus  ist  hier  in  dem  ersten  Typus 
enthalten,   da   bei   diesem   nur   der   Fall   o  =  0  ausgeschlossen   wird, 
nicht  auch  c  -=  1.  ^ 

Konnienmg.  Zunächst  ist  Icicht  ZU  entscheiden,  wann  die  vorgelegte  Gruppe 
auf  die  dritte  Form  gebracht  werden  kann,  nämlich  dann  und  nar 
dann^  wenn  ihre  infinitesimalen  Transformationen  sämtlich  dieselben 
Bahncurven  haben.  Vom  dritten  Typus  kann  daher  weiterhin  bei  der 
Normierung  abgesehen  werden. 

Um  nun  zu  unterscheiden,  auf  welchen  der  übrigen  Typen  die 
vorgelegte  Gruppe  reducierbar  ist,  werden  wir  die  ersten  deriyierten 
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Gruppen  betrachten.  Sie  sind  die  Gruppen  p^  q  und  q^  xq.  Im  ersten 
und  vierten  Fall  haben  die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten 
derivierten  Gruppe  verschiedene,  im  zweiten  und  letzten  Falle  die- 
selben Bahncurven.  Indem  wir  auch  die  erste  derivierte  Gruppe  der 
vorgelegten  Gruppe  U^,  U^,  U^  daraufhin  betrachten,  entscheiden  wir 
sofort,  ob  die  Gruppe  auf  den  1.  oder  4.  oder  aber  auf  den  2.  oder 
5.  Typus  reducierbar  sein  muss,  denn  es  ist  klar,  dass  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  jene  Eigentümlichkeit  nicht  ändert,  wenn  neue  Ver- 
änderliche in  dieselbe  eingeführt  werden. 

Nun  fragen  wir  weiterhin  nach  der  Anzahl  derjenigen  infinitesi- 
malen Transformationen  Vf  der  Typen,  welche  sich  bei  jeder  Elammer- 
operation  reproducieren.  Bei  allen  Typen  geben  ja  die  Elammer- 
operationen  nur  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  derivierten 
Gruppe,  so  z.  B.  beim  ersten  nur  p,  q.  Wir  suchen  daher  z.  B.  bei 
diesem  eine  Transformation  ap  -f-  ßq,  sodass  jedes 

{ap  +  ßq,  lp  +  M  +  v{^P  +  cya)) 
die   Form  Q(ap  -f  ßq)   hat,   welche   Constanten  Werte   auch  A,  fi,  v 
haben    mögen.     Da   die   erste   derivierte   Gruppe    aus   vertauschbaren 
infinitesimalen  Transformationen  besteht  —  wie  auch  bei  den  andern 
Typen  — ,  so  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  verlangen: 

{ap  +  ßq,  xp  +  cyq)  —  9{ap  +  ßq). 

Ausrechnung  giebt: 

ap  +  ßcq  —  Q{ap  +  ßq), 

(l-(»)«-0,    (c-p)^-O. 

Ist  c  4=  1>  so  liefert  dies  (>  «=  1  oder  (>  =  c.  Für  (>  =  1  kommt 
ß  =  0,  die  gesuchte  Transformation  ist  also  p.  q  =^  c  liefert  a  &=  0, 
d.  h.  die  Transformation  q.  Im  Falle  c=^  l  giebt  es  also  gerade  zwei 
infinitesimale  Transformationen  der  gesuchten  Art.  Wenn  dagegen  c=l 
ist,  so  ist  (>  «=  1  (weil  sonst  a  =  /J  «=  0  wäre)  und  a  und  ß  sind 
beliebig,  d.  h.  alsdann  sind  alle  ainendlich  vielen  Transformationen 
ap  -{-  ßq  solche  der  gewünschten  Art. 

Beim  zweiten  Typus  reproducieren  sich  analog  nur  q  und  xq. 

Beim  vierten  Typus  fordern  wir: 

{ap  +  ßq,  {x  +  y)p  +  yq)  —  Q{ap  +  ßq). 
Ausrechnung  giebt: 

ap  +  ß{p  +  2)  =  Q{ap  +  ßq), 

{l-Q)a  +  ß  =  0,    {l-Q)ß^O. 
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Mithin  ist  (»  SB  1  und  /J  «^  0,  d.  h.  hier  ergiebt  sich  nur  eine  infini- 
tesimale Trausformation  der  gewünschten  Art^  nämlich  p. 

Beim  fünften  Typus  endlich  ergiebt  sich  analog  auch  nur  eine, 
nämlich  q. 

Dieselbe  Rechnung  führen  wir  bei  der  gegebenen  Gruppe  durch 
und  entscheiden  dadurch  ^  ob  sie  zu  Typus  1  für  o  4=  1  oder  zu  Typus  2 
oder  aber  zu  Typus  1  für  c  =  1  oder  endlich  zu  Typus  4  oder  5 
gehört;  denn  die  Anzahl  solcher  sich  bei  den  Elammeroperationen 
reproducierender  infinitesimaler  Transformationen  bleibt  unverändert, 
wenn  auch  neue  Yariabeln  in  die  Gruppe  eingeführt  werden. 

Da  wir  schon  oben  entschieden  haben,  ob  sie  auf  Typus  3  oder 
aber  auf  Typus  1  oder  4  oder  aber  auf  Typus  2  oder  5  reducierbar 
ist,  so  ist  nunmehr  der  Typus ;  auf  den  sich  die  vorgelegte  Gmppe 
zurückführen  lassen  muss,  bekannt 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Reduction  für  die  einzelnen  Möglich- 
keiten wirklich  durchzuführen, 
^au^den**  Angenommen  sei  also  erstens^   dass  die  Gruppe  Z^,  E^,  f^   auf 

erstenTypuiJeU    TypUS 

jp,    g,    xp  +  cyq 
zurOckfQhrbar  sei,  wo  allerdings  die  Constante  c,  die  sicher  =f=  ^  i^^» 
noch  unbekannt  ist.     Der  Typus  hat  die  Zusammenseizung: 

(p,  q)  =  0,     (p,  xp  +  cyq)  =p,     {q,  xp  +  cyq)  =  cq. 
Entsprechend    werden    wir   die   infinitesimalen   Transformationen   der 
vorgelegten  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  so  auswählen,  dass: 

(ÜJl,)  =  0,    (ü,U,)^%  (F,tr,)  =  Consta, 

wird.     Dies  erfordert  nur  algebraische  und  verhältnismässig  einfache 

Überlegungen.     Die  Constante,  die  bei  der  letzten  Elammeroperation 

auftritt,  benutzen  wir  als  die  Grosse  c.  Wenn  nun  etwa: 

(1  =  1,2,8) 

ist,  so  giebt  es  sicher  solche  Functionen  x  und  y  von  Xj  y^  dass: 
^^dx'^^^dy  dx' 

u    df    t        df        -  df    ,      ^df 

wird.     Zwischen   den    drei    infinitesimalen   Transformationen   besteht 
daher  notwendig  die  Relation 
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U,     1 
Ü^    0 


0 

1 


oder: 


U^    X     cy 


U^  —  xUi  —  cyUi  —  0. 

Bekanntlich   besteht   aber   zwischen  ihnen  nur  eine  lineare  Relation, 
nämliche  diese: 

TT     I     6«  ^3  —  6a  y/a    TT   6i  ^3  ~"  fe  Vi 

'^       £i ^1  —  £i%     ^       Si  Vt  -  Si^i 
Demnach  ist: 


U«  =  0. 


i  =  ~|^ 


Is^j 


^  C   S,i7, 


Die  Reduction  ist  hiernach  rein  algebraisch  durchführbar. 


Nicht   so   im  eweiten  Falle:    Die  vorgelegte  Gruppe  t^,  [Tg,   U^  ^au/do^ 

B  weiten 
Typus. 

2;    a?g,    (1  —  c)a;i)  +  yq 


sei  auf  den  Typus 


reducierbar.     Wie   vorher  bestimmen  wir  auch  hier  drei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

der  vorgelegten  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  so,  dass  sie  dieselbe 
Zusammensetzung  liefern,  wie  der  Typus,  d.  h.  dass: 

wird.    Die   zuletzt   auftretende  Constante   nehmen  wir  als  das  c  an. 
Nun  giebt  es  Functionen  x^  y  von  x,  y^  sodass: 

^*äx"i'^i  dy       dy' 
t  a/-  ,       K  —  '^L 


(2) 


dy 


dy' 


oder 

d.  h.  es  ist: 


+  %I5  =  (1-'') 

-4i^-y% 

besteht  zwischen  den  U  die  lineare  E 

üi          0           1 

ü^          0          X 

—  0 

Ü,    (\-c)-x    y 

ü,  =  iÜ„ 
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hP  +  Vi^l^^i^iP  +  Vi^), 


also: 


li         Vi 


(Dass  diese  beiden  Werte  dieselben  sind,  ist  von  vornherein  sicher.) 
Um  y  zu  bestimmen^  setzen  wir  in  (2)  f^x,  y.  Die  erste  Annahme 
giebt  für  y  keine  Bestimmangsgleichung,  hat  also  keinen  Zweck. 
Setzen  wir  aber  f^y,  so  kommt: 

a   dy    ,         dy        -. 

(Die    zweite  Gleichung   giebt  offenbar  nichts  neues.)     Hieraus   lassen 

sich  g^  und  -^  berechnen  als  lineare  Functionen  von  y,  deren  Coeffi- 

cienten  von  x,  y  abhängen.  Bekanntlich  erfordert  alsdann  die  Be- 
stimmung von  y  nur  Quadraturen. 

Die  Beduction  verlangt  also  nur  Quadraturen« 

^auf  dir  W®'*'^  ^i®  vorgelegte   Gruppe   U^y   TJ^,  U^  drittens  auf  die   Form 

dritten 

TypuB.  2,    xq,    yq 

gebracht  werden  kanu,  so  Wählen  wir  wieder  drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

(1  =  1,2,8) 

in  allgemeinster  Weise  so,  dass  die  U  dieselbe  Zusammensetzung 
haben  wie  der  bekannte  Typus,  dass  also 

wird.     Alsdann  setzen  wir: 


1. 

dx 

+ 

df 
dy-> 

1, 

df 

dx 

+ 

5^ 

&> 

df 

+ 

'.g- 

^Ty' 

Zunächst  ist  hiernach 

U^=xUiy     Us  =  yÜi. 

Andererseits  müssen   Ü^  und   C/j  sich  notwendig  in  den  Formen  dar- 
stellen lassen: 

U,  =  q(x,  y)Ü\,     Ü^  =  a(x,  y)TJ^, 
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da  die  infinitesimalen  Transformationen  Ui,  U^y  U^  sämtlich  dieselben 
Bahncuryen  haben.     Also  ergiebt  sich  sofort 

Die  Reduction  erfordert  demnach  weder  Integration  noch  Quadraturen. 

Sei  die  vorgelegte  Gruppe   U^  U^f  U^  viertens  auf  die  Form         ^Ju?  din° 

p>  «,   C^  +  y^  +  y«  Ä 

reducierbar.     Wir   wählen   zunächst   wieder  drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

«=1,2,8) 

in  allgemeinster  Weise  so  aus^  dass  die   U  dieselbe  Zusammensetzung 
ergeben  wie  der  bekannte  Typus,  d.  h.  dass 

ist     Darauf  setzen  wir  an: 

t  ^z'  o. «  i/"  =.  £/ 
i  ^  j^^  K  —  ^L 

«a«  '+"''«  dy~dy' 

Hiemach  ergiebt  sich: 

Ü,  =  {x  +  y)U,  +  yV„ 
während  doch 

ist.     Demnach  kommt: 

Die  Reduction  erfordert  also  keinerlei  Quadraturen  oder  Integrationen. 

Endlich  wenden  wir  uns  zum  ßnften  Fall:    U.,  ZJ«,  CT,  sei  redu- Beduotion 
cierbar  auf  fünften 

+  Typus. 

Vi- 

Nachdem  die  infinitesimalen  Transformationen 

Ü.f^i'ä  +  ^4y 
in   allgemeinster  Weise   aus   der   vorgelegten  Gruppe  so  ausgewählt 
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sind;  dass  sie  auch  die  Zusammensetzuug  de»  Typus  geben,  nämlich 
diese: 

so  setzen  wir: 

^^dx  '^^^  dy~      dy' 

t  K  A.      ^  _-^ 
^^dx  "T"^»  dy~^  dy' 

«3^^  -rV9  ^y—     d^-ry^y 
und  erhalten  hieraus: 

^  aS  "*■  ^2  ~fy  =  ^  \^i  3^  -r  Vi  ^y)  y 
also: 

i  «  II  =  "?«- . 

Si       Vi 

Um  y  zu  finden,  setzen  wir  f^y  und  unsere  drei  obigen  Gleichungen 
geben  (indem  die  zweite  überflüssig  wird): 

t  ^?  -L  ^   ^^  _  1 
^'di  '^^^cy~  ^' 

Wie   bekannt,   lässt  sich  hieraus  y  durch   Quadraturen   als  Function 
von  Xy  y  berechnen. 

Diese  Reduction  fordert  also  nur  Quadraturen. 

In  allen  fünf  Fällen  kann  mithin  die  ZurückfÜhrung  der  vor- 
gelegten Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  durch  algebraische  Opera- 
tionen und  höchstens  einige  Quadraturen  geleistet  werden.  Doch  ist 
in  jedem  Falle  eine  ähnliche  Bemerkung  wie  im  vorigen  Paragraphen 
zu  machen.  Sicher  existiert  jedesmal  eine  Form  Üi,  U^y  ül  der  ge- 
gebenen Gruppe  derart,  dass  Z7[,  üi,  C^  direct  in  die  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  des  betrefiPenden  Typus  übergeführt  werden 
können.  Diese  Form  suchten  wir,  indem  wir  in  allgemeinster  Weise 
Ui,  U^f  ü^  so  bestimmten,  dass  sie  dieselbe  Zusammensetzung  liefern, 
wie  der  Typus.  Bei  dieser  Bestimmung  treten  völlig  willkürliche 
Constanten  auf.  Für  gewisse  Zahlenwerte  derselben  muss  die  Über- 
führung zu  leisten  sein.  Dass  sie  für  alle  zu  leisten  ist,  folgt  aus 
allgemeinen  Sätzen,  die  hier  nicht  erörtert  werden  können.  Man  mag 
sich  in  jedem  Beispiele  davon  überzeugen. 
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1,  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe  seiipieie. 

üi  =  xp,     U^  =  yq,     Ui  =  oo\gX'p  +  y\gy'q 
auf  ihre  canonische  Form  bringen.    Hier  ist 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  also  zweigliedrig,  nämlich  t/^,  U^. 
Ihre  infinitesimalen  Transformationen  haben  verschiedene  Bahncurven. 
Mithin  kann  die  Gruppe  nur  auf  den  ersten  oder  vierten  Typus  redu- 
cierbar  sein.     Da  nun 

ist;  SO  giebt  es  unendlich  viele  sich  bei  den  Klammeroperationen 
reproducierende  infinitesimale  Transformationen  a^U^  +  ^^a?  ^^^ 
Gruppe  ist  demnach  auf  Typus  1  fär  c  =  1,  also  auf 

P7    a,    ^P  +  Vi 
reducierbar.     Um   das    allgemeinste  neue  Veränderlichenpaar  -  ^^  y  zu 
finden,  welches  die  Beduction  vermittelt,  nehmen  wir 

Uz  =  YiUi  +  y^U^  +  y^U^f 

wo  die  a,  ß,  y  Constanten  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  d.  h. 

y3=f*0     und     a^ß^  —  a^ß^J^Q 

sein  sollen,  so  an,  dass 

wird.     Dies  liefert  für  die  a,  ß,  y  nur  die  Bestimmungen: 
(1  -  ys)«i  =  0,    (1  -  y,)«,  =.  0, 

(1  -  y»)^  =-0,   (1  -  Y^ß,  =  0. 

Also  ist  ^3  =  1  anzunehmen,  während  die  a,  ß  und  y^^  y^  willkürlich 
sind.    Nun  setzen  wir 

f/,  =  Yixp  +  YiVi  -{-^ksop  +  ylgyq  =  x^.  +  Sg^, 
d.  h.: 
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Xri  +^gx)x  =  (a^x  +  ß^y)x, 

sein  muss.     Dies  giebt: 


X  = 


«I  ßt  —  «t  l^i 


ys  +  igy   /J2 


y — 


Die  neuen  Veränderlichen  fähren  also   Üi,  U^,  U^  in 

df      df      -  Ifi-  df 
dx^     dy^     ^  dx"^^  dy 

über.  Dabei  sind  «j,  o^;  /S^,  /J,;  y^,  y^  ganz  willkürlich.  Nimmt 
man  z,  B.  diese  alle  gleich  Null  an  mit  Ausnahme  von  a^  =  |3g  =  1, 
so  kommt: 

sc  =  \gx,    y  =  lg  y. 
In  der  That  wird  dann: 

a^^^a:^^'^4-x^^^^^^v 
^  dx      dx^^        dx    dy       dx       ^^ 

y^       y    dy      Bx^y    dy    dy        dy       ^> 
x\g  X  ■  p  -\-  ylgy  •  q  ^Ig  X  p  +  \gy  -q  =  xp  +  yq. 

2.  Beispiel:   Die  Gruppe 

2,   |-ä',   m^p  —  yq 

soll  auf  ihre  canonische  Form  gebracht  werden.    Hier  ist 

{U,U,)  =  0,  (IT,  17,)  =  -  17„  iU,U,)  =U,-U,. 
Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  demnach  zweigliedrig:  UiU^  ^^^  ^^® 
infinitesimalen  Transformationen  {7^,  U^  haben  dieselben  Bahncurven^ 
nicht  aber  hat  auch  ü^  eben  diese  Bahncurven.  Also  ist  die  Gmppe 
auf  den  zweiten  oder  fünften  Typus  reducierbar.  Wir  fragen  nach 
der  Anzahl  der  infinitesimalen  Transformationen  cc^üi  +  A^i,  welche 
sich  bei  den  Elammeroperationen  reproducieren: 

Es  kommt  hier: 

-  aU,  +  ßiU,  -  U,)  =  QiaU,  +  ßU,), 
also 

(C  +  1)«  +  |8  =  0,    ß(Q  +  l)^0. 

Wäre  (>  =f=  —  1,  so  käme  «  =  j3  =  0.  Also  ist  p  =»  —  1  und  /3  =  0, 
d.  h.  es  giebt  nur  eine  infinitesimale  Transformation  der  gesuchten 
Art^  nämlich  Ui]  die  Gruppe  ist  sonach  auf  den  letzten  Typus 

2,    ^2>   p  +  yi 
zurückführbar.    Zunächst  setzen  wir  nun  allgemein  an: 
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und  nehmen  an^  das8  ^'s  4^  0  und  a^ß^  —  ^^ßi'^^  s^^-     ^^^  ^i  ^^^^ 
so  zu  bestimmen,  dass 

wird.    Dies  giebt  für  die  a,  ß,  y  die  Bediagungen: 

—  «i?3  +  «tra  ■=  «1,  —  "iVa  =  ««; 

—  ßira  +  ß%ys^ßi  —  «i>     -  ßiYa  =  ßi  -  «i- 

Wäre  j^s  4°  —  ^  >  ^^  käme  a^  =  0,  d.  b.  a^  '°*  ^>  ^^  auszuscbliessen 
ist.     Somit   ist  T'j  =  —  1    zu   setzen,   d.  b.  a^  ==  0,   /S^  =>  a^.     Also 
habeu  wir  die  Relationen  aufeustellen: 
TT  —  ^f 

Demnach  ist: 

während  f^§  liefert: 

'^i  dy       ^'     \^i  +  a:    ^  ^/  dy       ^  dx       ^' 
Es  ist  daher  y  zunächst  von  der  Form: 

y  =  ^  +  9{^), 
also  nach  der  zweiten  Gleichung 

d.  h. 

da?  »»  "^  Vo;»  "^  a?'/  «^  ' 

daher 

^  «j        '    «,     a?    '  ' 

wo  c  eine  beliebige  Gonstante  bedeutet,  sodass  also 

*        «1  «1    •    ttj     a;     *  "^       «1 
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die    neuen   Veränderlichen   sind^    welche    die   Transformation    in    die 
canonische  Form  leisten.     In  der  That  ist  wegen: 


df  _dx    df.dy 
■P — dx       dx' dx'*' dx 

df .1 

dy            X 

^       dy       cy    dx  "■"  dy 

dy        a,  ^ 

ip  +  (-i^.-c^)3. 


auch 

^.  =  (A  +  y3  =  (^  +  i)3  =  ^2, 

Natürlich    kann    man    die   Constanten    specialisiereu,    z.  B.    a^  =  1, 
j3^  =  ^^  e»  ^^  =  c  «=  0  setzen^  sodass 


1 
X  = 

wird. 


«  =  ^,   y  =  y 


§  4.    Zarüokfühmng  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  eingliedrig  ist,  auf  ihre  eanonische  Form. 

Eine  dreigliedrige  Gruppe  üi,  üg,  TJ^  in  Xy  y,  deren  erste  deri- 
vierte Gruppe  eingliedrig  ist^  lässt  sich  nach  dem  Schema  in  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  drei  folgenden  canonischen  Formen  zurück- 
führen: 

p,      2,     XT^\ 

q,    xq,    xp  +  yq] 

q,  jp,  xq. 
Normierung.  In  allen  drei  Fällen  stellt  die  erste  infinitesimale  Transformation 
die  erste  derivierte  Gruppe  dar,  also  im  ersten  p,  in  den  beiden 
anderen  q.  Im  dritten  Falle  ist  q  mit  p  und  xq  vertauschbar,  im 
ersten  und  zweiten  Fall  ist  die  erste  infinitesimale  Transformation 
nicht  mit  allen  übrigen  vertauschbar.  Ferner  besteht  im  ersten  Falle 
zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  die  Relation: 

(xp)  —  x(j>)  =  0, 


im  zweiten  diese: 
und  es  ist  im  ersten 
im  zweiten 


(xq)  -  x(q)  =  0 
(j>,xp)=p, 
(g,a;g)=0. 
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Um  also  für  ZJ^,  ZJj,  U^  den  zugehörigen  Typus  zu  bestimmen, 
bilden  wir  (JJiU^j  {ü\ü^7  (^a^^s)  ^^^  erbalten  dadurch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  ersten  deri vierten  Gruppe.  Sie  sei  etwa  Ui. 
Alsdann  untersuchen  wir,  ob  sie  mit  allen  Transformationen  der 
Gruppe  vertauschbar  ist  oder  nicht.  Ist  sie  es,  so  ist  die  Gruppe  auf 
Typus  3  reducierbar.  Ist  sie  es  nicht,  so  kommen  nur  die  beiden 
ersten  Typen  in  Frage.  Dann  bilden  wir  die  sicher  bestehende  Relation 
von  der  Form: 

«1  f^i  +  «2 C72  +  «3  U^  —  9{^j  y)üi=o, 
wo  g)  eine  wirkliche   Function,  nicht  aber,  wie   a^,  «g,  cfj,  nur  eine 
Constante  sein  soll.     Ist  dann 

so  ist  die  Gruppe  auf  Typus  2  zurückzuführen,  andernfalls  auf  Typus  1. 

Sei    —    nach  Beendigung   dieser  Normierung  —    die   vorgelegte  Reduction 
Gruppe  auf  den  ersten  Typus  ewten 

jp,    gr,    xp 

reducierbar.  Auch  sei  Ui  die  erste  derivierte  Gruppe.  Sicher  lassen 
sich  dann  in  allgemeinster  Weise  U2  und  U^  so  aus  der  Gruppe  aus- 
wählen,^  dass  sie  von  Ui  und  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass 
sie  dieselbe  Zusammensetzung  wie  der  Typus  geben: 

Ist  etwa: 

Uif=l^iP+  tltq 

so  können  wir  dann  x,  y  so  als  Functionen  von  x^  y  bestimmen,  dass 

fei  -^f 

wird.     Zunächst  kommt  hiernach  sofort:  ^ 
Indem  wir  f^y  setzen,  kommt  femer: 
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woraus  sich  y  durch  eine  Quadratur  bestimmt  Die  Reduction  erfor- 
dert also  eine  Quadratur. 

^aÄn''         Is*  meitens , 

«weiten  g,       Xq,      Xp  +  tfQ 

der  Typus,  auf  den  die  vorgelegte  Gruppe  reducierbar  sein  muss,  und 
üi  ihre  erste  derivierte  Gruppe,  so  wählen  wir  wieder  in  allgemeinster 
Weise  CTg,  U^  so,  dass  die  Zusammensetzung  der  vorgelegten  Gruppe 
in  der  neuen  Form  genau  die  des  Typus,  d.  h. 

ist.     Ist  etwa 

Vi  =  iip  +  fiia 

(f=l,2,3), 

so  kommt  das  Gleichungensystem: 


fc       1               ^f 

S*P  +  %«  =  ^||. 

Daraus  folgt: 
und  f^y  giebt: 

fc       ,               -df   .    -df 

Si         Vi 

Hieraus  bestimmt  sich  bekanntlich  y  durch  Quadraturen. 

^aÄn""  Wir  kommen  zum  leMen  Fall,  in  dem    U^,  üg,  üj  auf  die  ca- 

TypuJ"    "Oßische  Form 

zurückgeführt  werden  kann.  Nachdem  wir  wieder  Z7,,  CTg,  üj  in  all- 
gemeinster Weise  so  aus  der  gegebenen  Gruppe  ausgewählt  haben, 
dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass  sie  dieselbe  Zusam- 
mensetzung wie  der  Typus  haben,  also: 

ist,  setzen  wir,  wenn 

Ui  =  iip  +  riiq 

(.  =  1,2,8) 

ist: 


Hiernach  wird : 
und  f^y  liefert: 
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woraus  y  durch  eine  Quadratur  berechnet  wird. 

In  jedem  Falle  reichen  also  auch  jetzt  algebraische  Operationen 
und  höchstens  Quadraturen  zur  Reduction  der  vorgelegten  Gruppe 
aus.  Es  ist  hierbei y  wie  in  §  2  und  §  3;  zu  bemerken,  dass  die  U 
noch  völlig  willkürliche  Constanten  enthalten ,  demnach  auch  in  den 
Werten  von  x  und  y  solche  auftreten.  Sicherlich  giebt  es  gewisse 
Werte  der  Constanten,  für  die  S,  y  in  der  That  diejenigen  neuen  Ver- 
änderlichen sind,  welche  die  Reduction  leisten.  Man  würde  sie  in 
jedem  Falle  durch  wirkliche  Einsetzung  von  x  und  y  in  die  U  rein 
algebraisch  bestimmen  können.  Aber  man  kann  beweisen,  dass  diese 
Constanten  in  der  That  gänzlich  willkürlich  gewählt  werden  dürfen. 
Doch  gehen  wir  darauf  nicht  ein. 

Beispiel:    Die  Gruppe  Beispiel. 

p,  yp^  ya 

soll  in  allgemeinster  Weise  auf  ihre  canonische  Form  zurückgeführt 
werden.    Hier  ist: 

U2  ^  yp  also  stellt  die  erste  derivierte  Gruppe  dar.  Da  U^  nicht 
mit  üi  und  U^  vertauschbar  ist,  so  ist  der  zugehörige  Typus  sicher 
nicht  der  dritte.  Nun  besteht  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  nur  die  folgende  Relation 

und  es  ist  (Dj  1/2)^0.     Daher  ist  die  Gruppe  auf  den  zweiten  Typus 

g,    xq,    xp  +  yq 
reducierbar.     Wir  haben  nun  zu  setzen: 
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und  die  Constanten  a,  ß,  y  so  zu  bestimmeD,  dass 

«4=0,   Ayj-An  +  o 

und  ausserdem 

wird.     Dies  liefert 

aß,  =  0, 
d.  h.  ß,  =  0,  ferner: 

—  «ys  — «, 
d.  h.  ^3  =  —  1,  und  endlich 

Ars  -  0, 

d.  h.  ß2  =  0,  sodass  sich  ergiebt  und  zu  setzen  ist: 


Hiernach  ist: 
während  f^S  liefert; 


y»y)p 


=  (yi  +  y.y>  -yi^^-^^  +  yj-y' 


ay' 


dy        < 


also  zunächst 

und,  wenn  dies  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  wird: 

(n  +  y«y)  ;^  —  »'(y)y  =  <», 

woraus  sich  durch  Quadratur  ergiebt: 

sodass  die  neuen  Veränderlichen  diese  sind: 

«y  ay     *     a       y  cc 

Wirklich  wird  bei  EinfQhrung  dieser  neuen  Yariabeln: 
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^s  =  (.Vi  +  yty)p  —  yq^  (n  +  r^y)  ^l  — 

_A 
«y 

=  «p  +  yg. 


§  5.  Bednction  der  dreigliedrigen  Gruppen,  welche  keine  Differential- 
gleiohnng  zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  anf  ihre  canonische  Form. 

Wir  haben  von  vornherein  in  den  drei  letzten  Paragraphen  die- 
jenigen Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  von  inBnitesimalen  Trans- 
formationen von  der  Betrachtung  ausgeschlossen,  welche  bei  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  nicht  vor- 
kommen. (Vgl.  §  1.)  Da  aber  das  in  den  §§  2,  3^  4  behandelte 
Problem  unabhängig  von  der  Integration  von  Differentialgleichungen 
eine  gewisse  Bedeutung  in  der  Gruppentheorie  hat,  so  wollen  wir  uns 
nun  noch  fragen,  wann  eine  Gruppe  U^fy  U^f,  U^f  in  x,  y  auf  einen 
der  ausgeschlossenen  Typen,  d.  h.  nach  dem  Schema  des  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  beiden  Formen 

q    xq    X(x)q 

reducibel  und  wie  diese  Reduction  auszuführen  ist. 

Die  Gruppe  Ui,  U^,  U^  ist  dann  und  nur  dann  auf  einen  dieser 
Typen  zuröckführbar ,  wenn  U2  und  U^  sich  nur  um  von  einander 
abhängige  Factoren  von  U^  unterscheiden.  Insbesondere  ist  sie  auf 
den  ersten  oder  zweiten  Typus  reducibel,  je  nachdem  ihre  erste  deri- 
vierte  Gruppe  3-  oder  0-gliedrig  ist. 

Sie  'sei  zunächst  3-gliedrig,  d.  h.  Ui,  ü^f   U^  sei  auf  den  ersten  ^^f^^^^j^" 

Typus  ersten 

•' '  9  Typus. 

reducibel.  Dann  wählen  wir  üj,  U^,  U^  so  von  einander  unabhängig 
in  allgemeinster  Weise  aus^der  vorgelegten  Gruppe  aus,  dass  sie  die 
Znsammensetzung  des  Typus  ergeben,  also 

Iiie,  Bifferentialgleicbungen.  34 
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{U,U,)  = 

Ui. 

{U,Ü,)  =  2U„    (U,U,)  = 

ü. 

wird,     Ist  etwa 

und  ist  deinnach 

üx  =  ip  +  m 

üi  =  <f(lp  +  m), 

so  wird  angesetzt 

ip  +  n9-%> 

Q{ip  +  n9)  =  y  -^y 

Hiernach  ist 

während  x  die  Differentialgleichung 

u  dx    ,       dx       /N 

erfüllen  muss,  d.  h.  als  Integral  der  gewöhnlichen  Differentialgleichang 

erster  Ordnung: 

dx dy 

bestimmt  wird. 
Reduction  Wcnu  ßweUensi 

auf  den 

zweiten  g,     xq^     JL{x)q 

der  Typus  der  Gruppe  ist,  in  dem  allerdings  X  noch  unbekannt  ist, 
so  wählen  wir  Uu  TJ^',  ü^  irgendwie  von  einander  unabhängig  aus 
der  vorgelegten  Gruppe  aus.  Es  ist  dann  jedes  (UiUk)^0.  Wenn 
wieder: 

Ui  =  ip  +  vaf 


wird,  so  setzen  wir 


iP  +  vq  =  ^, 


Hieraus  folgt: 

X^Q 

und 

X{x)  =  a, 

während  sich  y  aus 
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^  dx    *     *  dy 

berechnet.     Bekanntlich    erfordert    letzteres   die   Integration   der   ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx dy 

und  eine  Quadratur. 

Das  Gesamtergebnis  der  §§  2  bis  5  ist  dieses:  ^faM™S^*^ 

Theorem  47:  Die  Zurückführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  ier  Ebene,  welche  nicht 
sämtlich  dieselben  Bahnctirven  haben,  auf  ihre  canonische  Form 
erfordert  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  einige 
Quadraturen.  Haben  jedoch  alle  infinitesimalen  Transfor- 
mationen  der  Gruppe  dieselben  Bahncurven,  so  verlangt  die 
Zurückführung  unter  Umständen  auch  die  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  ßwei 
Veränderlichen. 
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Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung 
in  X,  ify  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Ornppe  von  infinite- 
simalen Transformationen  gestattet. 

In  §  1  des  vorigen  Kapitels  skizzierten  wir  den  Weg,  auf  welchem 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
gestattet;  integriert  werden  kann:  Zunächst  bringen  wir  die  dreiglie- 
drige Gruppe,  welche  eine  der  in  §§  2,  3,  4  des  vorigen  Kapitels  be- 
trachteten ist,  auf  ihre  canonische  Form.  Die  Bestimmung  der  dazu 
nötigen  neuen  Veränderlichen  verlangt  nach  Theorem  47  (§  5  des 
23.  Kap.)  ausser  ausfOhrbaren  Operationen  höchstens  einige  Quadraturen. 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  geht  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  bei  einer  der  typischen 
dreigliedrigen  Gruppen  invariant  bleibt.  Es  fragt  sich  demnach  nur 
noch,  wie  man  diejenigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in 
zwei  Veränderlichen  integriert,  welche  einen  der  Typen  von  dreiglie- 
drigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

Wir  werden  daher  die  bei  jedem  der  Typen  invarianten  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  aufstellen  und  zu  integrieren  suchen, 
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Noch  bemerken  wir^  dass  wir  nachher,  in  §  3^  diejenige  Inte- 
grationsmethode entwickeln,  nach  der  die  Zurückfahrung  auf  die  cano- 
nischen Formen  in  den  meisten  Fällen  nicht  notig  ist,  und  auf  welche 
wir  schon  im  vorigen  Kapitel  hindeuteten. 

§   1.     Die   gewöhnlichen    Differentialglelohungen    zweiter   Ordnung, 
welche   eine    dreigliedrige   Gruppe  vom  Typus  1  oder  2  gestatten. 

Typui  1.  Der  Typus  1  des  in  §  3  des  22.  Kap.  angegebenen  Schemas  hat 

die  Form: 

p  +  Qf  ^p  +  VQy  x^p  +  y^q- 

Wir  fragen  nach   denjenigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

welche   diese   drei   infinitesimalen  Transformationen   gestatten.     Dazn 
benutzen  wir  das  Theorem  35  des  §  3,  16.  Kap. 

Soll  die  Gleichung  y"  —  cö  =  0  die  infinitesimale  Transformation 
p  -{-  q  gestatten,  so  muss  a  danach  diese  Bedingung  erfüllen: 

dm  j^  d(o  ^ 

d.  h.  CO  hat  die  Form: 

cö  =  o(a;  — y,y). 

Soll  sie  auch  xp  4~  yq  gestatten,  so  muss  dies  ca  femer  der 
Gleichung  genügen: 

Bezeichnen  wir  x  —  y  für  den  Augenblick  mit  u,  so  ist: 

d(D den       dm dm 

dx        du^     dy  du^ 

die  Bedingung  geht  also  über  in: 

'       du         ' 
sodass  o  die  Form  hat: 

u 
Nun  soll  j/'—  cö  =  0  auch  a?p  +  y^g  gestatten,  und  daraus  folgt 
die  letzte  Bedingung: 

2»'»  -2tf  +  (2y  -Ax)a>-  2y'(y  -  ^)  |j  - 

'^ dx    y  dy    ^• 

Da 

dm  f        dm f        dm f 

dy         w '     dx  tt"      dy        t*" 

ist,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 
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Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  f  und  y\ 
deren  Integration  in  bekannter  Weise  liefert: 

/•=  _  2^-  _  2ay'  W  -  2y'*, 
sodass  die  gesuchte  Di£ferentialgleicliung  zweiter  Ordnung  lautet: 

X  —  y 
a  ist  darin  eine  beliebige  Constante. 

Es  fragt  sich  nun^  wie  man  diese  gefundene  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  integriert.  Dazu  verwerthen  wir  die  Thatsache^ 
dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe 

gestattet,  wo  {p  +  q,  xp  +  yq)  ^p  +  q  ist.    Nach  §  4  des  20.  Ka- 
pitels fangen  wir  die  Integration  also  so  an.     Wir  bilden: 


Äf=p  +  yq  +  (oq      (q  =  ^) 


und  erweiteren  unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ  =  p  +  q, 
UJ=xp  +  yq. 

Durch  Erweiterung  tritt  kein  Glied    mit  q    hinzu.     Ein  erstes  Inte- 
gral ist  daher: 

dx    dy    dy 


-/(^+ 


(1  -  y')dy 


2(y'  +  <»y'y7 


Die  Ausführung  der  Quadratur  liefert  das  Integral 

\gip-y)  +  iigy'  -  ig(i  +  aYy'  +  y) 

oder  also  das  Integral: 

y)VV 


q>  = 


{X 


Man  kann  nun  fernerhin  die  Gleichung 


<p  = 


Gonst.  =  -g- 


int^rieren.     Bezeichnet   man  nämlich  -^ — ^ mit  »,   so  kommt 

durch  Auflösung  der  letzten  Gleichui^  nach  y: 
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also,  da 
ist: 
sodass 
oder  also: 


v'^iil-y) 


/ 


hx  =  Const.  =  c 


b 
dv 


„  ]/t7*  —  1 

1 


z:^  — bx 


die    gesuchte   yollständige   IntegralgleichuDg    unserer    Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  ist.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

^^  =  TF+l  +  i^  +  <' 
oder  da 

h(x  —  y)  —  a 

ist: 


-1 — \ — -  +  6y  +  c  +  a  =  0. 
bx  +  c    ^      ^    '         ' 


Wenn  also  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
vom  Typus  1  gestattet,  so  wird  ihre  Integration  dadurch  geleistet, 
dass  man  durch  ausführbare  Operationen  (siehe  §  2  des  23.  Kap.) 
canonische  Veränderliche  x,  y  einführt.  Sie  wird  dadurch  auf  die 
soeben  integrierte  Form  gebracht. 

TjpuB  2.  Wir  suchen  nun  die  beim  Typus  2: 

p,     2xp  +  yq,    x^p  +  xyq 
invarianten  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  genau  derselben 
Weise.     Nach   Theorem  35    (§  3    des    16.  Kap.)   ist   die   Differential- 
gleichung 

y'—(o(x,y,y')  =  0 

nur   dann   bei   allen   drei   infinitesimalen  Transformationen   invariant^ 
wenn  cd  die  Bedingungen  erfüllt: 

£=  =  0, 

ex  ^ 

3_  I      /  '\    ^  ®       I         it  3(0      ,  C  (O  ri. 
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Nach  der  ersten  enthält  o  nur  y  und  y\  sodass  sich  die  zweite  re- 
duciert  auf: 

-3  +  9  -^j-  -  y  -^—  =  0. 

Diese  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

dy  dy  dlgm 

y    ^ -y~      8     ' 

das  die  beiden  Integrale  yy   und  -r,  besitzt;  sodass  oi  die  Form  hat: 

iD  =  y  V(yy)- 

Sonach  giebt  die  dritte  Bedingung 

3/'(yy')  +  yyr(yy')  =  o, 

d.  h. 

Die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  lautet  daher  so: 

Wir  konnten  diese  Differentialgleichung  mit  Benutzung  des  Um- 
standes,  dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe  p,  2xp  -f-  yq^  gestattet, 
nach  unserer  allgemeinen  Theorie  integrieren.  Aber  die  Integration 
ist  auch  ohne  diese  sehr  einfach.  Die  Gleichung  lässt  sich  so  schreiben: 

und  liefert  integriert: 


Es  kommt  also: 
d.  h.: 


y'*  -j — i  «=  Const.  =  6. 


j 


'-J^'Z=-.;- Const. 
Vby^  -  a 


als  vollständige  Integralgleichung.   Die  Ausführung  der  Quadratur  giebt: 

y  ]/6y*  —  a  —  x  =  c 

oder 

by^  =  b\x  +  cf  +  a. 

Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  vor, 
die  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  vom  Typus  2  ge- 
stattet;  so  integrieren  wir  sie  also  dadurch,  dass  wir  canonische  Ver- 
änderliche einführen,  wozu  einige  Quadraturen  hinreichen  (vgl.  §  2 
des  23.  Kap.),  denn  alsdann  nimmt  sie  die  eben  betrachtete  integrabele 
Form  an. 
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§  2.     Die   gewöhnlichen   Differentialgleichungen    zweiter   Ordnung, 

welche  eine  dreigUedirige  Gruppe  gestatten,  deren  erste  derivierte 

weniger  als  dreigliedrig  ist. 

In  ähnlicher  Weise  wie  wir  im  §  1  die  Typen  1  und  2  erledigten, 
führen  wir  nun  die  Rechnungen  für  die  übrigen  Typen  durch.  Wir 
geben  die  einzelnen  Schritte  nur  noch  scheniatisch  an,  da  sich  doch 
immer  dieselben  Bemerkungen  wiederholen  würden. 

4.,  6.  und  10.  Tffpus: 

P,     a^    ^P  +  cyq. 

xp  +  cyq)  (c  —  2)a  -  y{c  —  1)  |j  =  0, 


d.  h. 

c— 8 

©^  Consty'^-^  ; 

also  lautet  die  Differentialgleichung: 

y"^ay''-^  =0. 

Sie  kann 

offenbar 

ohne 

weiteres  integriert  werden. 

Wenn  insbeson- 

dere  c  == 

1  ist;  so 

kommt  Ol  =  0  und  die  Differentialgleichung 

lautet 

einfach : 

5.,  7. 

und  11. 

Typus 
2, 

xq,     (1  ~  c)xp-\-yq. 

(1  -  c)a:i>  +  yq)  (2c  -  1)0,  +  (c  -  1>  ^^  =  0, 
d.  h. 

l_--2c 

o  ^  Const.  a;*^— ^  , 

1  — 2ü 

y"—  ax^'-^  =  0. 
Die  Integration   ist  sofort  zu  leisten.    Für  c  =  1  jedoch  folgt  m  =0 
und  die  Differentialgleichung  lautet: 

8,  TypuSj   der   nach  Vertauschung   von   x  mit  y  die   bequemere 
Form  annimmt: 

Pf    ff,    «i^  +  («  +  y)?. 
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da 

w 


xp  +  (x  +  y)q)  0)  +  ;t^  =  0, 


d.  h. 

(  y"—ae-»'  =  0. 

Die  Integration  macbt  keine  Schwierigkeiten. 

9.  Typus: 

q,     xq,    p  +  yq. 

2)  ^  =  0,     xq)  ^  =  0, 

p  +  yq)     fiJ  —  5^  =  0, 
d.  h. 

Diese  Differentialgleichung  ist  sofort  integrierbar. 

12.  Typus: 

p,    q,    xq. 

\   dm         ^  V    den         ^  V    dm 


d.  h. 

d  ^  Gonst.  =  a, 

Auch  diese  Gleichung  lässt  sich  ohne  weiteres  integrieren. 

§  3.    ZiisammenfaBsimg  der  Ergebnisse.    Vermeidung  der  Bedaction 
auf  canonische  Formen. 

Nunmehr  können  wir  die  Ergebnisse   dieses  Kapitels  offenbar  iu^J**™™®'^" 
diesem  Theorem  zusammenfassen: 

Theorem  48:  Gestattet  eine  vorgelegte  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  inx,y  eine  belcannte  dreigliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  PunTcttransformationen,  so  ver- 
langt ihre  Integration  ausser  ausführbaren  Operationen  nur 
noch  in  einzelnen  Fällen  einige  Quadraturen. 

Denn  nach  Theorem  47  (§'  5  des  23.  Kap.)  verlangt  die  Reduction 
der  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  höchstens  einige  Quadraturen. 
Nach  der  Reduction  aber  ist  die  Differentialgleichung  ohne  weiteres 
integrabel. 

Nachstehend  stellen  wir  die  Ergebnisse  in  Form  einer  Tabelle 
übersichtlich  zusammen: 
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P  +  q    xp  +  yq    a^p  +  y*q 

p    2xp  +  yq    a^p  +  xyq 

J. 

p    q    xp  +  cyq    c  4=  1 

p     q     xp  +  yq 

-c)xi 

;+ 1 

q    xq     (1- 

p  +  ya 

q    xq    yq 

P    2  xp  +  i 

l'^  +  yh 

q    xq    p  +  yq 

P    9    X'I 

'     •  X  —  y 


y  ■ 

-?="• 

y"- 

c  —  i 

-  ay'-'  =  0- 

y"=0. 

1  — 2c 

y"- 

-  ax'-^   =0 

t/"=  0. 

y  - 

-  ae-y'  =  0. 

y"- 

-  ae*  =  0. 

y 

-  a  =  0. 

Unter  den  angegebenen  Typen  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung;  welche  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen gestatten,  sind,  wie  man  leicht  durch  Rechnung  findet, 
vier  enthalten,  welche  nicht  mehr  als  drei  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  zulassen.  Es  ist  dies  der  erste,  zweite, 
dritte  und  siebente.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  in  denselben  a  =f=  0 
angenommen  wird.  Alle  übrigen  aber  bleiben  bei  mehr  als  drei,  näm- 
lich bei  acht  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen invariant  und  lassen  sich  durch  Einführung  neuer  Variabein 
auf  die  Form  ^'=0  bringen,  da  sie  sämtlich  die  Form  y" —  fp{x)  =  0 
haben.  Bekanntlich  gestattet  tf' «» 0  die  acht  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  projectiven  Transformationen. 


vermoiduiig         SchlicssHch   wollcu   wir   noch   hervorheben,   dass  die  Integration 
tioii  ftuf  einer  gewohnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung^  welche  eine  her 
Formcu,  kannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestattet, 
in  den  meisten  FaUen  die  Reduction  der  Gruppe  und  der  Differential- 
gleichung auf  ihre  canonische  Form  nicht  verlangt.    Wenn  nämlich  die 
Gleichung 

y'-a>{x,y,i/)  =  0 

die  dreigliedrige  Gruppe  £/,/*,  üg/*,  U^f  gestattet,  so  gestattet  die  zu- 
gehörige lineare  partielle  Differentialgleichung 


ZusammeDfasBUDg  d.  Ergebn.     Yermeiduiig  d.  RednctioD  auf  can.  Formen.     539 

^f^H  +  'l^y  +  '-lh'' 
die    drei    einmal    erweiterten    infinitesimalen    Transformationen    £7//) 
Uif,  V^f.    (Vgl.  Satz  7,  §  3  des  16-  Kap.)    Es  besteht  aber  zwischen 
vier  Symbolen   in    drei  Veränderlichen,   wie  hier  zwischen  Af^   Uif, 
U^'fy  U^f  immer  eine  lineare  Relation,  etwa  diese: 

U:f^u,U^f+u,V^f-\-vAf, 

WO  sich  %;  t«2  ^^^  ^  ^^  Functionen  von  Xy  y,  y  auf  algebraischem 
Wege  berechnen  lassen.  Nach  Theorem  31  (§  3  des  15.  Kap.)  sind 
alsdann,  vorausgesetzt,  dass  nicht  schon  zwischen  TJ^fy  U^f  und  Af 
eine  lineare  Relation  besteht,  die  Coefficienten  u^  und  tig  Losungen 
von  Af=0.  Um  zu  erkennen,  ob  dieselben  in  den  einzelnen  Fällen 
auch  unabhängig  von  einander  sind,  nehmen  wir  jetzt  vorerst  die 
Gruppe   t/j/',  U^fy  U^f  in  ihrer  canonischen  Form  an. 

Ist  dies  die  Gruppe  J?  +  g,  xp  -\-  yq,  x^p  +  y^Q,  so  ist  nach  dem 
Obigen :  _ 

CO  =  -  2  vl+j^y\YZ±l.' 

X  —  y  ' 

also: 

U,'f  =  p  +  q, 
Ui'f=xp  +  yq, 

Ui'f—^  x*p  +  i/q  +  2(y  -  x)y'q, 
WO  q  T=E  A  i  sein  soll.    Hier  besteht  zwischen  Afy  U^fund  U^'f  keine 

lineare  Relation,  wohl  aber  lässt  sich  ü^'f  linear  durch  diese  aus- 
drücken. Berechnen  wir  nämlich  aus  den  ersten  drei  Gleichungen 
p,  q  und  q'  und  setzen  die  gefundenen  Vierte  in  U^'f  ein,  so  kommt: 

U,'f=-[xy-\-^-f(p-xin]ü:f+  \a:  +  y  +  ^-fil-y')]u,'f- 

OH  ' 

Hierin  sind  die  Coefficienten  von  ?7iY  und  Uif'^egen  des  obigen 
Wertes  von  ca  von  einander  unabhängig  und  sie  stellen  also  gleich 
Consi  gesetzt  die  Integralgleichungen  von  y" —  co  =  0  dar,  aus  denen 
man  durch  Elimination  von  y  die  gewünschte  Gleichung  zwischen 
Xy  y  und  zwei  Gonstanten  erhält. 

Sobald  also  die  Gruppe    U^f,  U^f,  U^f  zum  soeben  betrachteten 
Typus  gehört,  giebt  die  Relation: 

U,'f=u,U,'f+u,U,'r-\-vAf 
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stets  von  einander  unabhängige  Losungen  u^  und  t/^.     Diese  Relation 
aber  kann  man  immer  aufstellen^  ohne  die  Gruppe  auf  ihre  canonische 
Form  gebracht  zu  haben.  Ahnliches  gilt  in  den  meisten  anderen  Fällen. 
Wenn  nämlich  smeUens  die  Gruppe  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann^  so  wird  zugleich  nach  der  obigen  Tabelle 

a 

Hier  haben  wir  also: 

Af=p  +  yq'^~q, 
U^f=P, 

U^f  =  2xp  +  yq  —  yq'y 
Uzf  =  x^p  +  xyq  +  (y  —  xy)q. 

Hier   besteht   zwischen   Af^    U^f  und    U^'f  ebenfalls  keine   Relation, 
dagegen  drückt  sich   U^'f  durch  diese  aus.     Es  kommt  ja: 


oder: 


Af      1 

U,'f     1 
üt'f    2x 


0  0 

y      -y' 

xy    y  —  xy 


=  0 


Af. 


y 

+ 


y' 


C—  1 


und 


Auch  hier  sind  die  Coefficienten  von  TJif  und   ü^f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af  =  0. 

Im  dritten  Fall  p^  q,  xp  +  cyq  ist  a>  ^  «y  *;  wo  n 
0=^1  ist.     Hier  besteht  auch  nur  die  eine  Relation: 
Af     1     y'         ay- 
ü,'f    1     0  0 

u^y  0    1        0 

U^'f    X    cy    {c  —  l)y 


=  0 


oder: 


u.'f^  (x  -  ^)  v;f  +  [cy  -  j^)  u;f + ^  ^/- 
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und  folglich  geben  anch  hier  die  Coef6cienten  von  U^f  und  IJ^f  zwei 
von  einander  unabhängige  Lösungen  von  Af=^0,  sobald  a=^0  ist. 
Wenn  aber  a  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  nur  diese  Relation: 

U,'f=-y'U,'f+Äf, 
die  HUT  eine  Losung  y'  von  Äf  •«  0  liefert 

Im  Fall  p,  q,  xp  -\-  yq  ist  cd  ^  0  und  es  besteht  schon  zwischen 

^f=P  +  y'i, 

U,'f=P, 

U.'fBSq 
eine  lineare  Relation: 

U,'f^-^U,'f-\-Af, 

worin  der  Coefficient  y   von   U^f  eine  l4)sung  von  Af=0  darstellt. 

Ferner  ist  hier 

und  also 

U,'f=(y-xy')U,'f+xAf, 

sodass  der  Coefficient  y  —  xy'y  der  von  y  unabhängig  ist,  eine  zweite 
Lösung  von  Af=0  liefert. 

Liegt  eine  Gruppe  vom  Typus  q,  xq,  (1  —  e)xp  +  y?  vor,  so  ist 

Gl  ^  arr",  wo  w  =  j-  und  c=^  l  ist     Zwischen  Af  und   den  ITf 

besteht  dann  nur  diese  Relation: 

U,'f=  {y  +  il-c)ax'^*-xy']U^'f  +  {cy  -  il-c)ax''+'}U,' f-\- 

+  (1  -  c)xAf 
und  hier  sind  die  Coefficienten  von   Uif  und    U^'f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=^0, 

Im  nächsten  Falle  q^  xq,  yq  ist  m^O  und  die  einzige  Relation 
ist  diese: 

U,'f=iy-xy')U,'f+f^U,'f, 

in  der  y  —  xy  und  y  von  einander  unabhängige  Lösungen  von 
Af=0  sind. 

Ist  die  Gruppe  vom  Typus  p,  q,  xp  -{-  (x  -}-  y)q,  bei  dem  a^aer^' 
ist,  so  besteht  nur  diese  Relation: 

ü,'f=(x-^)ü,7+(x-\-y-^^)u,'f+'-^Af, 

in  welcher  wiederum  die  Coefficienten  von  üi'f  und  U^'f  von  einander 
unabhängig  sind,  sobald  a  =|=  0  ist.     Für  a  =  0  dagegen  kommt: 

U;f=-y'U,'f+Af. 

Diese  Gleichung  aber  liefert  nur  eine  Lösung  ^  von  Af^=^Q, 
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Beim  Typus  q,  xq,  p  '\'  yq  kt  ©  ^:  ac*  und  die  einzige  Relation 
lautet: 

U,'f=  (tf  +  axef-y--  xy)  U^f+  (jf  -  aC)  ü^f  +  Af. 

Sie    giebt    zwei    von    einander    unabhängige    Losungeü,    auch    wenn 
a  =  0  ist. 

Endlich  beim  letzten  Typus  Py  q,  xq  ist  o^a  und  es  existiert 
nur  diese  Relation: 

t/,7=  -  I  U,'f-  (i-  -  x)  U;f+  l-  Af. 

Sie  ergiebt  nur  eine  Losung x  von  Af  «=  0,  sobald  a  =|=  0  ist. 

Für  a  =  0  haben  wir 

U,'f^-lfU,'f+Af 

und  so  ergiebt  sich  auch  dann  nur  eine  Losung  von  Af^^O. 

Wir  sehen  also:  Nur  in  wenigen  Ausnahmefällen  liefern  die 
Relationen  zwischen  Af  und  den  U'f  nicht  zwei  von  einander  unab- 
hängige Losungen.  Sehen  wir  von  diesen  Ausnahmefällen  ab,  so  folgt, 
dass  toir,  ohne  die  canonischen  Variabein  einmführen,  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung durch  rein  algäyraische  Processe  integrieren  können^ 
denn  die  Relationen,  welche  zwischen  Af  und  Uif,  U^f,  U^'f  be- 
stehen, lassen  sich  stets  aufstellen,  ohne  dass  man  nötig  hat,  zu  den 
typischen  Formen  seine  Zuflucht  zu  nehmen. 

In  den  bezeichneten  Ausnahmefallen  werden  wir  dagegen  nur 
eine  Lösung  der  Gleichung  Af=0  auf  rein  algebraischem  Wege 
finden,  während  sich  eine  zweite  nach  unseren  früheren  Theorien  durch 
Quadratur  bestimmen  lässt. 


Kapitel  25. 

Lineare  partielle  Differentialgleichnngen  in  vier  Veränderlichen  nnd 
gewohnliche  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  in  x,  y.^ 

Vom  16.  Kapitel  an  haben  wir  uns  mit  der  Integration  von  ge- 
wöhnlichen Di£ferentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x^  y  beschäftigt, 
indem  wir  voraussetzten,  dass  sie  eine  bekannte  eingliedrige  (16.  Kap.) 
oder  eine  bekannte  zweigliedrige  (18.  bis  20.  Kap.)  oder  endlich  eine 
bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
(24.  Kap.)  gestatten  sollten.  In  ähnlicher  Weise  könnten  wir  fort- 
fahren. Wir  wollen  uns  jedoch  statt  dessen  in  diesem  Kapitel  mit 
den   gewöhnlichen   Differentialgleichungen   dritter   Ordnung   und   ihrer 
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Integration  beschäftigen  für  den  Fall ,  dass  sie  eine  bekannte  drei- 
gliedrige Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten.  Dies 
erfordert  einige  Vorbereitungen  in  den  folgenden  §§  1  und  2. 

§  1.  Über  das  Problem  der  Integration  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung  mit  bekannter    dreigliedriger  Gruppe. 

Zunächst   fragt  es  sich,   was  es  überhaupt  heisst,   dass  eine  gc-^^^fj^^' 
wohnliche  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  ^lltattli 

eine  infinitesimale  PunJcttransformation  Uf^i^p-^-riq  gestattet.  Sie 
gestattet  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  die  oo'  Integralcurven 
unter  einander  vertauscht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
die  dreimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation  Uf  der  linken  Seite 
der  Differentialgleichung  ein  Increment  erteilt  von  der  Form: 

wo  Q  irgend  ein  offenbar  von  y "  freier  Factor  ist.  Natürlich  bedarf 
es  eigentlich  eines  Beweises,  dass  diese  beiden  Thatsachen  sich  mit 
einander  decken,  aber  wir  verzichten  darauf.  Der  Beweis  ist  ganz  analog 
dem  Beweise,  die  wir  für  den  Fall  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gaben.  Wir  werden  überhaupt  noch  einige  unbewiesene  Sätze 
in  diesem  Kapitel  benutzen.  Die  Entwickelungen  dieses  Kapitels 
sollen  eben  nur  dem  Leser  einige  Einblicke  in  weitere  Theorien  ge- 
währen und  ihn  zu  tiefergehenden  Studien  vorbereiten. 

Es  lässt  sich  nun  zweitens  darthun,  dass,  wenn  die  Differential- 
gleichung 

y"-  <^,yyy,y)^^ 

die  infinitesimale  Transformation 

TJf=lp  +  riq 

gestattet,  alsdann  auch  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  vier 
Veränderlichen  x,  y,  y,  y": 

^f=di  +  y  dy  +  y  w  +  '^äF    ^' 

die  der  Gleichung  y" —  ci  =  0  äquivalent  ist^  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

u-f^lp  +  nq  +  n'^+nY 

gestattet,  welche  aus  Uf  durch  moeimalige  Erweiterung  hervorgeht,  und 
umgekäirt.  Auch  diesen  ziemlich  selbstverständlichen  Satz  geben  wir 
ohne  Beweis  an. 

Wir  wollen  uns  das  Problem   stellen,  eine  vorgelegte  gewöhnliche 
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^^fj^^  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  x,  y  jm  integrieren,  welche  eine 

^^•uttf/  *^*«^wfe  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Punkttransformationen 

Uifj  U^ff  U^f  eulässt    Nach   dem  Obigen  lässt  sich  dieses  Problem 

auch  so  aussprechen:    Es  soll  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  ^,  y>  Vf  y"- 

integriert  werden^  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformationen  ET/'/)  U^'f,  U^'f  gestattet.  Erweitert 
man  nämlich  CTj,  U^y  U^  zweimal^  so  bilden  auch  die  hervorgehenden 
infinitesimalen  Transformationen  CTj",  U^",  CTj"  in  den  vier  Veränder- 
lichen X,  y,  y',  y"  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  wegen: 

(vgl.  Satz  3,  §  1  des  17.  Kap.)  folgt  aus 

4 

(lass  auch  ^ 

1 

ist,  d.  h.  die  ü"  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 

bilden. 
•Dmgi^iuA         Hierdurch    werden    wir   zu   dem   folgenden  allgemeinen  Problem 
sglor^pe  g^fö^irt:    Eine   vorgelegte    lineare  partielle  Differentialgleichung   in  Xi, 

^2}    ^3;    ^4* 

Af=a,(xr"X,)^  +  cc^ix^-'-x^)^  +  aj,{x,  •  •  -a?*)/^^  + 

zu  integrieren,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesi- 
malen Transformationen  in  den  vier  Veränderlichen  x^,  x^,  x^y  x^: 

Uk  =  l*iK  •••a:J  ^  +  |*2(a;i  •  •  •  ^4)  |^  +  ^«(^i  "  '  ^i)  H^  + 

+  ik,{x^  •  •  •  ^4)  II 

(*=  1.2,8) 

gestattety  d.  h.  für  welche  jedes  {UkÄ)  die  Form  hat: 

(siehe  Theorem  29,  §  2  des  16.  Kap.). 

Das  Verfahren,  welches  wir  einschlagen  werden,  um  dies  Problem 
zu  erledigen,  ist  analog  dem  in  §  2  des  20.  Kapitels  gegebenen,  wo 
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es  sich  darum  handelte;  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 
drei  Veränderlichen  mit  bekannter  zweigliedriger  Gruppe  zu  inte- 
grieren. Wie  wir  dort  den  Begriff  eines  zweigliedrigen  vollständigen 
Systems  in  drei  Veränderlichen  benutzten,  so  werden  wir  in  der  Folge 
von  dem  Begriff  eines  dreigliedrigen  vollständigen  Systems  in  vier  Ver-  y^lftind' 
änderlichen  Gebrauch  machen  müssen.  Daher  wollen  wir  ihn  hier  ^y«***" 
kurz  auseinandersetzen,  auf  nähere  Begründung  verzichtend. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af  =-  0  in  vier  Ver- 
änderlichen besitzt  bekanntlich  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen, 
und  jede  Function  derselben  ist  eine  Losung.  Untersucht  man,  wann 
drei  von  einander  unabhängige  (vgl.  §  2  des  10.  Kap.)  lineare  par- 
tielle Differentialgleichimgen 

A.f^O,    AJ^O,    AJ-0 

in  vier  Veränderlichen  mindestens  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen, 
so  findet  man,  dass  dazu  notwendig  und  hinreichend  ist,  dass  die 
{AiAk)  «=  0  nur  Folgen  der  drei  Gleichungen  sind,  d.  h.  die  {AiAk) 
sich  linear  mit  von  Xy  •••  x^  abhängigen  Coefficienten  durch  A^f^  A^fy  A^f 
ausdrücken  lassen.  Alsdann  besitzen  sie  auch  nur  eine  gemeinsame 
Lösung,  d.  lu  keine  von  ihr  unabhängige  ausserdem,  und  werden  ein 
dreigliedriges  vollständiges  System  in  vier  Veränderlichen  genannt.  Zur 
Auffindung  ihrer  gemeinsamen  Lösung  verfährt  man  ganz  ebenso  wie 
bei  den  zweigliedrigen  vollständigen  Systemen  in  drei  Veränderlichen 
(vgl.  §  3  des  10.  Kap.). 

Auf  die  Beweise  gehen  wir,  wie  gesagt,  nicht  näh^  ein,  sie  sind 
analog  denen  des  10.  Kapitels. 

§  2.   Integration  einer  linearen  partiellen  Differenüalgleichnng  Af^=^  0 

in  vier  Veränderlichen,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe 

von  infinitesimalen  Transformationen  zulässt. 

Wir  wollen  also  nunmehr  annehmen,  es  sei  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung 

Af=  a^pi  +  a^p^  +  a^p^  +  a^p^  «=  0 

vorgelegt,  in  der 

_  a/"  _!/;  _^  ^  df 

^i  =  a^'   P^  —  dx^'   P^  —  dx^'   ^^  —  dx, 

ist  und  die  a  gegebene  Functionen  der  vier  Veränderlichen  x^^x^yX^,  x^ 
bedeuten.  Femer  sei  vorausgesetzt,  diese  Differentialgleichung  gestatte 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen in  den  x^-  -  -  x^. 

Lie,  Differeiitialgleiohiiii;;on.  35 
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^dM^p?o-*  Wir   haben   im   21.  Kapitel    alle  möglichen   Zusammensetzungen 

biemi.  yqh  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  be- 
trachtety  und  zwar  waren  unsere  damaligen  Überlegungen,  wie  be- 
sonders hervorgehoben  wurde,  völlig  unabhängig  von  der  Anzahl  der 
Veränderlichen.  Demgemäss  können  wir  aus  dem  21.  Kapitel  ent- 
nehmen, dass  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen in  Xif  x^y  x^y  x^  durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen,  die  wir  jetzt  mit  X^/*,  X,/,  X,/*  bezeichnen  wollen, 
so  geschrieben  werden  kann,  dass  die  Zusammensetzung  eine  der  fol- 
genden Formen  hat  (vgl.  §  3  des  21.  Kapitels): 

1)  (X.Z,)  =  Zi    (Z,X,)-2X,    (X,Z,)  =  X, 

2)  (XiZ,)  =  0       (X,X3)  =  Xi       (X,X,)  =  cX,    (.==0) 

3)  (X,X,)E:iO      (X,X,)-X,      (X,X,)-Xi  +  X, 

4)  (X,X,)  =  0      (X.X,)  =  Xi       (X,X,)  =  0 

5)  (X,X,)  =  0       (X,X,)  =  0         (X,X3)  =  X. 

6)  (XiXO  =  0      (X,Xs)  =  0        (X,X3)  =  0. 

Wir  haben  nun  nacheinander  diese  sechs  Möglichkeiten  ins  Auge  zu 
fassen. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen 

Xi  =  fenj)i  +  gwpj  +  g^sPs  +  5**i^4 

(*=1,2.3) 

sollen  natürlich  wesentliche  fQr  die  Gleichung  Af  =»  0  sein,  und  über- 
dies soll  keine  lineare  Relation  zwischen  ihnen  und  Äf  bestehen  (vgl. 
§  3  des  15.  Kap.),  mit  anderen  Worten,  es  soll  die  Determinante 


d  = 


E^O 


«1  «2  «8  «4 

6ll  5i2  bl8  5u 

b21  b22  b2S  b24 

£31  bS2  &)8  b84    I 

sein. 

Den  Fall  der  Zusammensetzung   1  wollen  wir,  da  er  Besonderes 
darbietet,   erst   zum   Schluss   behandeln    und    also   beginnen   mit   der 
^viii^mmeti- Zusammensetssung  2: 

setsang  2. 

(X,X,)  =  0    (X,X,)  =  Xi    (X,X,)  =  (jX,      («=^=0). 
Bestehen  diese  Belationen  zwischeu  den  Xt,  so  bilden 

Af—O,    X,/*=0,    Xj/"-=.0 
ein  vollständiges  dreigliedriges  System,  denn  es  ist  ja  jedes 

{XU)  =  hAf 


Integration  einer  linearen  part.  DiflFerentialgl.  Af  =  0  in  vier  Veränderl.    547 


und  (Xi  Xg)  ^  0.  Es  existiert  daher  eine  Lösung  q)  desselben,  die 
natürlich  eine  Lösung  von  Af=0  ist.     Da: 

oder  ausführlich  geschrieben: 

ist  und  hieraus  für  f^q>  wegen  Aq)^0  folgt: 

ebenso  wegen  (XiXg)^Xi,  (XjX3)^cX2  und  X^qp^O,  Xg^J^O: 

X^{X^(p)  =  0,    X^{X^(p)  =  0, 
so  ist  X39  eine  Lösung  jenes  vollständigen  Systems,  d.  h.,   da  dies 
nur  eine  Lösung  q)  besitzt,  eine  Function  von  (p  allein: 

X,q>  =  Sl(<p). 
Sicher  ist  sie  nicht  Null,  da  z/  =^  0  ist,  also  dann 

dq>  __.  d^  __  d^  __  d^  __  ^ 

dxi        dXf  ~^  dx^        dx^ 

sein  müsste.  Wir  können  sie  daher  durch  Einführung  einer  Function 
0{q))  als  neues  9  gleich  1  gemacht  denken.  Demnach  existiert  also 
eine  Function  9,  für  welche: 

-3^1 9^  =  In  ^^  +  S12  ^^  +  S18  ^  +  Si4  ^^  =  0, 


dx^ 

dtp 


dq) 


X^tp  _  gai  ^—  +  S22  ;).«.^  +  ^23^^  +  ^24 


^iCi 


C^X^ 


ist,  während  ausserdem  die  Identität  besteht: 


dx^ 

dq) 

dx^ 
dx^^ 


0, 
1 


'^».•|j+d«,-|j+<?^5     äF. 


"'+'^**-|^-''^- 


Diese  fünf  Gleichungen  ziehen  das  Verschwinden  ihrer  Determinante 
nach  sich: 

«1   «2   «8   «4   0 

611    5l2   613   5l4   ^ 

621    622    523   §24   ^    ^0, 

»31    632    b83    »31   1 

t^j^i  dx^   dx^   dx^   dg) 

sodass  sich  d(p  hieraus  (wegen  ^  e|=  0)  berechnet  und  eine  Quadratur 
giebt: 

35* 
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dXi    dx^    dx^    dx^ 


6ll         bl2 
b2i         b22 


«4 


Hiermit  ist  eine  Lösuug  von  Af^^O  gefunden.  Diese  wird  nun  von 
dreien  der  Veränderlichen  x^,  x^,  x^^  x^,  etwa  von  x^,  x^,  x^y  un- 
abhängig sein.  Wir  können  dann  x^^  rr^»  ^3  ^^^  9  ^^^  ^^"^  ^^^' 
änderliche  benutzen.    Da  -4g)  ^  0,  X^tp^O,  X^(p^O  ist,  so  werden 

die  neuen  Af,  X^f^  X^f^  die  mit  Af,  X^f,  X^f  bezeichnet  werden 
mögen,  &ei  von  einem  Gliede  in  ^  -  sein,  also  die  Form  haben: 


^^=«1  a+^^dcc. 


^«'  ^  fei  ao:^  -r  6m  ^  -t-  fes  ^^^  • 

Die  a  und  |  sind  genau  die  früheren  mit  der  einzigen  Änderung,  dass 
a?4  vermöge  (p  =^  (pix^,  x^^  x^,  x^  aus  ihnen  eliminiert  und  dafür  €p 
eingeführt  worden  ist.     Nach  wie  vor  ist  jetzt: 

Unser  jetziges  Problem  ist  also  dies:  Es  sollen  zwei  von  einander 
unabhängige  Lösungen  der  Gleichung  Af  =  0  gefunden  werden,  welche 
die  mit  einander  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  X, ,  X^ 
gestattet  Af  <»  0  enthält  nur  drei  Grössen  als  eigentliche  Variabeln^ 
nämlich  Xi,  x^^  x^.  tp  spielt  in  Af'^0,  wie  in  X^,  Xj,  da  es  nicht 
transformiert  wird,  nur  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten.  Schliess- 
lich ist  noch  die  Determinante  aus  Af,  X^f,  X^f  nicht  identisch  Null. 

Da  wir  uns  jetzt  im  Gebiet  dreier  Variabeln  x^,  x^,  x^  befinden^ 
recurrieren  wir  auf  §  2  des  20.  Kapitels  und  entnehmen  daraus,  dass 
zwei  Lösungen  ^  und  %  von  Af  '^  0  durch  je  eine  Quadratur  ge- 
funden werden,  die  von  einander  unabhängig  sind.  Schliesslich  ist  in 
ifj  und  X  för  ip  wieder  die  früher  gefundene  Function  von  x^,  x^,  x^,  x^ 
einzusetzen,  wodurch  dieselben  in  von  einander  und  von  g>  unab- 
hängige Lösungen  von  Af «»  0  übergehen. 

Die  Integration  von  Af  =  0  erfordert  also  zunächst  eine  Qua- 
dratur und  darauf  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 
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Wir  wollen  gleich  hier  die  Zusammensetzung  4  ^etü^^T 

(Z,Z,)  =  0,    (X,X,)  =  X.,    (X,X,)  =  0, 

die  mit  dem  Falle  c  =  0  in  Zusammensetzung  2  identisch  ist,  erledigen. 
Wenn  die  dreigliedrige  Gruppe  diese  Zusammensetzung  hat,  so  bilden 
wie  vorher 

Äf=0,     XJ=0,     X/— 0 

ein  dreigliedriges  System  in  vier  Veränderlichen,  deren  Lösung  (p  so 
angenommen  werden  kann,  dass  X^q)^!  wird.  <p  wird  dann  wie 
oben  durch  eine  Quadratur  bestimmt     Es  bilden  aber  auch 

Af=0,    XJ=0,    X,f^O 

ein  Yollständiges  System,  dessen  Losung  ^  sicher  unabhängig  von  q) 
ist,  da  sonst  auch  Xg^  ^  0  wäre.  Analog  dem  Obigen  ergiebt  sich 
hier,  dass  —  was  im  Falle  c^O  wegen  (XgXg)  ^  cXj/*  nicht  so 
gewesen  wäre  —  X^V  ^ine  Function  von  tjf  allein  ist,  d.  h.  ^  so  ge- 
wählt gedacht  werden  kann,  dass  X^  ^  ^  1  wird.  Demnach  geht  ^  ganz 
analog  dem  €p  durch  eine  Quadratur  hervor: 

dxi    dx^     dcc^    dx^ 


I 

«I 

«J 

«s 

«4 

d 

1.1 

1» 

1.3 

Su 

631 

s» 

^, 

£34 

Diese  Quadratur  ist  von  der  vorigen  unabhängig.  Nun  sind  97  und  ^ 
etwa  zusammen  mit  0;^,  x^  von  einander  unabhängig.  Alsdann  werden 
sie  als  neue  Veränderliche  eingeführt.  Da  Äq>^Ailj^O  und  auch 
Xjfp  ^  Xi^  ^  0  ist,  so  werden  die  neuen  Äf  und  X^f  q)  und  ^  nicht 
transformieren,  also  von  der  Form  sein: 

7r—=    df     ,   =    df       ^ 

^iT  —  §11  g^^  -^  S12  ^^^ 

Hier  sind  die  a  und  i  aus  den  früheren  a  und  |  dadurch  gebildet, 
dass  x^  und  a;^  vermöge  q>^^  q>{x^"  •  x^),  ^  =^  ^{x^  - '  -  x^  eliminiert 
werden.  Af^=0  gestattet  X^f.  Beide  enthalten  nur  zwei  wirklich 
als  Variabein  auftretende  Grössen,  nämlich  x^,  x^.  Die  Lösung  von 
Af  =^  0  ergiebt  sich  also  nach  §  1  des  6.  Kap.  durch  eine  Quadratur. 
Indem  man  in  dieselbe  für  <p  und  f  wieder  die  gefundenen  Functionen 
von  Xi  ' ' '  Xi  substituiert,  geht  aus  ihr  die  gesuchte  dritte  Lösung  x 
von  Af  =  0  hervor.     Die  Integration  von  Af  =  0  erfordert  mithin 
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iusgesamt  drei  Quadraturen  ^  zuerst  zwei  vou  einander  unabhängige 
und  nach  diesen  eine  dritte. 

^euiS^T  ^^^  kommen  zur  Zusamfnensetmng  3: 

{X,X,)  =  0    iX,X,)  =  X,    (X,X,)  =  X,  +  X,. 
Jetzt  bilden  wir  das  vollständige  System 

Af=0,    X,f^O,    X/=0, 
dessen  Losung   <p   sich    durch   Quadratur   bestimmt.     Es    ist  nämlich 
leicht  einzusehen,  dass  X^q)  ebenfalls  Losung,  d.  h.  eine  Function  von 
g)  allein  ist,  die  bei  passender  Wahl  von  q)  gleich  1  gemacht  werden 
kann.     Da  also 

Ä<p^O,     X^tp^Oy     X^q)^Of     X^q)^l 
ist,  so  giebt   eine  Quadratur  (p  genau   so  wie  früher.     Nun    werden 
etwa  x^,  x^,  a?3  und  g)  als    neue  Veränderliche  benutzt.     Dann  sind 

die  neuen  Af,  X^f,  X^f  frei  von  ^J- ,  enthalten  also  nur  drei  Grössen 

^i>  ^%}  ^3  als  wirkliche  Veränderliche.  Af  =  0  gestattet  X{f  und  X^f 
und  es  ist  {X^  X^)  ^  0,  während  keine  Relation  zwischen  Af^  X^f,  X^f 
besteht.  Nach  §  2  des  20.  Kap.  lassen  sich  also  zwei  Lösungen  ^ 
und  X  von  Af  =  0  durch  je  eine  Quadratur  finden.  Diese  beiden  Qua- 
draturen sind  von  einander  unabhängig.  Die  Integration  von  Af=Q 
erfordert  also  im  vorliegenden  Falle  drei  Quadraturen  wie  im  ersten  Fall. 

wtz^gT         Haben  die  X*  die  Zusammensetssung  5: 

{X,X,)  =  0.    (X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  X,, 
so  giebt  es  eine  Lösung  q)  des  vollständigen  Systems 
Af=0,    XJ^O,    X,/-=0, 

für  die  wegen  A  (Xg  9)  ^  0 ,  Xj  (X3  9)  ^  0 ,  Xj  (Xg  9)  ^  0  auch 
X^ip^Sl^q))  ist.     Wir  dürfen  daher  annehmen: 

A<p^Oy     Xi^^O,     Xg^J^O,     Xg^^l 
und  bestimmen  97  durch  eine  Quadratur  in  bekannter  Weise.    Analog 
bilden 

Af=0,    XJ=0,    XJ=0 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  ^  auch  Xg^^l  an- 
genommen werden  darf.  Daher  ergiebt  sich  ^  durch  eine  von  der 
vorigen  unabhängige  Quadratur  genau  so  wie  bei  der  Zusammen- 
setzung 4.  i^i,  a?2;  9;  ^  ^twa  werden  darauf  als  neue  Veränderliche 
eingeführt;   die  dritte  Lösung  %  bestimmt  sich  dann  gerade  so  wie  in 
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dem  eben  angegebenen  Falle.  Af=0  wird  somit  durch  zwei  von 
einander  unabhängige  und  eine  dritte  darauffolgende  Quadratur  integriert. 

Wenn  schliesslich  die  X*  die  Zusammensetmng  6  haben:  ^euu^g^c!' 

(X,X,)  =  0      (X,X3)  =  0      (X,X3)  =  0, 
so  bilden 

^/•=0,    XJ^O,    XJ^O 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  g>  auch  X^tp  ^  1  an- 
genommen werden  darf,  (p  bestimmt  sich  also  durch  Quadratur. 
Analog  bestimmen  sich  die  Lösungen  ^  und  %  ^^^  beiden  vollständigen 
Systeme 

Af=0,    X/=0,    X,f=0    (woX,t  =  l) 
und 

Äf=0,    X^f=0,    Xg/-— 0    (woX.^^l) 

durch  je  eine  Quadratur.  Af^=^0  wird  als^  in  diesem  Falle  durch 
drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  integriert. 

Nunmehr  bleibt  nur  noch  der  oben  ausgeschlossene  Fall  zu  unter- 
suchen, in  welchem  die  X*  die  Zusammensetgung  1  haben:  zasammea- 

(XiX,)=X,      (X,X,)  =  2Z,     (X,X,)  =  X3, 

Wir  behaupten,  dass  es  in  diesem  Falle  eine  Lösung  (p  von  Af=0 
giebt,  für  welche 

-4g)  ^0,     Xi9)^l,     X^<p^(p,     Xj^j^gj* 

wird.  Ist  nämlich  tp  eine  Function  von*a?,,  a?,,  x^,  x^y  die  durch  die 
Gleichung 

fi^lf  ^2>  ^3>  ^4?  9?)  =  C      (c«  Conat.) 

definiert  sei,  so  bilden  wir  die  vier  Gleichungen: 
Ar       Ar  ^       df    ,         df    ,         df    ,         df      ^ 

){J=XJ+  g-  =  Sil  ^  +  g,2  ^  +  Sis  9--  +  lu  ä^  +  ay  "'^' 
XJ  =  X,f+  q>j^  =  6,,  ^^-  +  fe,  g—  +  S,3  g-  +  S,4  |-  +  9  g-=0, 

x3^-^3^+<p^l  ■  -  ^3.  g + s»s  ä^ + fe3-^ + 1.  ,'i;+<P%^^=o. 

Es  sind  dies  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in  fünf  Veränder- 
lichen a?i,  x^j  iCg,  x^y  <p,  und  es  ist: 
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(AX,)=  {AX,)  =  X,Af=X,kf, 
(AX,)=  {AX^)  =  XiAf=l^Af, 
(AX,)=  (AX,)  =  X,Af=X,Af, 

(X,X,)  =  (X,X,)  +  (1^,  9>»  IJ)  =  2X,f, 

(X,X3)  =  (X,X,)  +  (yf^,  9*  IJ)  =  V. 

Die  Klainmerausdrücke  geben  also,  gleich  Null  gesetzt,  keine  neuen 
Differentialgleichungen.     Daher  bilden 

A/'=0,     X/=0,     X,/-=0,    XJ=0 

ein  sogenanntes  viergliedrigcs  vollständiges  System  in  fünf  Veränderlichen 
^i;  ^89  ^3)  ^17  9;  d^Sy  ^^^  ^^^  allgemein  beweisen  kann,  eine  Losung  f 
besitzt.     Sei  diese  Losung 

so  setzen  wir  sie  gleich  einer  Gonstanten  c.    Indem  wir  dann  €p  aus 

f{Xi,x^,Xj^,x^,q>)  =  c 

berechnen y  erhalten  wir  eine  Function  g>{Xi,x^,x^,  x^),  für  die  wegen 

A/*^0  offenbar  Atp^^O,  wegen  Xj/'^O  offenbar  Xj^^l  etc.  ist^ 

denn  es  ist: 

IL 
dtp  _       dxj^ 


also: 


dtp 


(k  =  1,  2,  8,  l). 


=  -  ;^-  (« '  ä^i  +  ■  •  +  «^  £,)  =  -  ^  '^ ^  =  <^ 

u.  s.  w.    Mithin  existiert  in  der  That  eine  Function  (p,  für  welche 

-49?  ^  0,     X^tp^ly     X^q)^(pf     X^q)^<p^ 
ist. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  Function  praktisch  gefunden  wird. 

Aus  den  vier  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  die  ^  berechnen 

in  der  Form: 

*       ä|;  "^  **(*!  •  •  •  »4)  +  »»(a^i  •  •  •  «4)9  +  **(«i  •  •  «i)?»* 
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Um  hieraus  q>  zu  berechnen^  verfahren  wir  nach  Dubois-Reymond's 
Methode  so.     Wir  setzen: 

Xi  =  a^x,    a^  «=  ci^x,    x^  =  d^x,    x^  =  a^x 

und  drücken  also  q>  als  Function  yon  x  allein   und  arbiträren  Gon- 
stanten  a  aus,  sodass  in  dieser  Form 

dtp d(p    f^        dtp    ^^        dtp  ^^        dtp 

wird.     Setzen  wir  hierin  die  obigen  Werte  der  partiellen  Differential- 
quotienten ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

Es  ist  dies  eine  Hiccatische  Glekhuvg.     Haben    wir   ihre  allgemeine, 
eine  Constaute  c  enthaltende  Lösung 

<p  =  q>{Xj  «1  •  •  •  a^,  c) 
bestimmt,  so  setzen  wir  wieder  rückwilrts 

•«1  SCm  SCa  Xt 

Dadurch  fällt  notwendig  x  aus  q>  heraus  und  es  bleibt  eine  Function 
von  der  Form 

Hiermit  wäre  eine  Function  <p  gefunden,  für  die  Atp^^O  ist. 
Diese  Function  enthält  nun  noch  eine  arbiträre  Constaute  c.  Geben 
wir  dieser  üonstanten  c  drei  Zahlenwerte,  so  ergeben  sich  drei  Functionen 
9ij  92>  %>  fö**  ^^®  sicher  Atp^^^  A(p^=:  Aq)^^0  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  g^i,  tp^,  (p^  von  einander  unabhängig  sind. 
Denn  alle  drei  erfüllen  die  Gleichungen: 
dtp 


Wäre  also  etwa: 
so  würde  aus 


folgen: 


^  —  Q^  +  6kip  +  tktp^ 

^(9l;  9x>  9^3)  =  0, 
dx,—^*     dx^  —  ^'      dx^  —  ^ 


J^  (9*  +  ^*9Pi  +  ^iW)  +  T;r  (P*  +  <^*9>3  +  ^*%*)  + 


^9» 


^1^  (9*  +  <J*93  +  ^*9sO  =  0 


(*  =  1,2,3,4) 

oder,  anders  geordnet: 


554 


Kapitel  25,  §§  2,  d. 


Qk 


(|4^)+"<i''<)+"(^-'^)-» 


(*  =  1,2,8,4). 


Nun  sind  nicht  alle  Determinanten  der  Matrix 

identisch  Null,  da  sonst  zwischen  x^,  -^,  ^^,  -^  mehr  als  eine 

lineare   Relation    bestände   (da   doch   nur  Ä<p^O  ist).     Also  folgte 
notwendig,  dass  einzeln: 


dn  ,        dn 

^^-a9,  +  9^^  a<p,  +  ^^  ^9^3-^' 

d.  li.  dass  die  Determinante: 

111 

9>j      V»      9i 

=  0 

oder  also 

Vi^    Vi*    W 

(9>i  —  9>2)  (9>2  —  9s)  (%  —  9i)  =  0, 
d.  h.  zwei  der  g>i  identisch  wären. 

Wir  sehen  also:  Indem  wir  in  der  Losung  (fix^  -  -  -  x^y  c)  der 
Constanten  c  drei  Zahlenwerte  geben  derart,  dass  nicht  zwei  Zahlen- 
werte dieselbe  Function  liefern,  was  immer  möglich  ist,  so  erhalten 
wir  drei  von  einander  unabhängige  Functionen  (p^,  ip^,  q)^  als  Losungen 
von  Äf  =  0. 

Somit  ist  in  diesem  Fall  die  Integration  von  Äf  =  0  auf  die 
einer  Riccati'schen  Gleichung  reduciert*). 

*)  In  Bd.  26  der  Math.  Annalen  zeigte  Sophus  Lie,  dass  die  Gleichung 
^/'sO  im  vorliegenden  Fall  auf  eine  Riccati'sche  Gleichung  zurückgeführt 
werden  kano.  Alsdann  machte  Vessiot  die  äusserst  wichtige  Bemerkung,  dass 
man  direct  durch  die  im  Text  gegebene  Methode  eine  Lösung  von  Äf  =>  0  durch 
eine  Riccati'sche  Gleichung  bestimmen  kann.  Endlich  bemerkte  Lie,  dass  dann 
die  gefundene  Lösung  eine  arbiträre  Constante  derart  enthält,  dass  drei  ver- 
schiedene Werte  derselben  drei  von  einander  unabhängige  Lösnngeu  von  Af  =^  0 
iefern.    Die  Methode  des  Textes  ist  einer  Verallgemeinerang  fähig  auf  beliebige 
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Fassen  wir  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  zusammen  in  dem 

Theorem  49*):  Gestattet  eine  vorgelegte  lineare  partielle 
Differentialgleichung  Af=0  in  vier  Veränderlichen  eine  be- 
kannte dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen^ deren  erste  derivierte  Gruppe  weniger  als  dreigliedrig 
isty  so  verlangt  ihre  Integration  drei  Quadraturen^  von  denen 
entweder  die  beiden  ersten  oder  die  beiden  letzten  von  einander 
unabhängig  sind. 

Ist  dagegen  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig^ 
so  verlangt  die  Integration  von  Af=0  die  einer  BiccatVschen 
Differentialgleichung, 

In  beiden  Fällen  ist  vorausgesetzt,  dass  zwischen  Af  und 
den  drei  infinitesimalen  Transformationen  Iceine  lineare  Re- 
lation bestehe. 

§  3.     Integration   einer    gewöhnliehen   Differentialgleichung    dritter 

Ordnung  in  x,  y,  welche  eine   bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von 

infinitesimalen  Transformationen  gestattet. 

Die  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  wenden  wir  nunmehr  auf 
die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  an: 

/'-  (D(a;,y,y',y")  =  0, 
von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen 

ükf=  l^p  +  i?*2       <*  =  1,  2,  3) 
in  X,  y  gestatte. 

Es   bedarf  diese  Anwendunir  kaum  noch  einer  besonderen  Aus- Integration 

.  ,       „    durch  Ver- 

eiuaiidersetzung.  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  inx,y,yfy  :  wortung  d. 

welche  jener  gewohnlichen  Differentialgleichung  äquivalent  ist,  gestattet 
die  durch  zweimalige  Erweiterung  der  Ujt  gewonnenen  infinitesimalen 
Transformationen : 


r-gliedrige  vollständige  Systeme  in  n  Verfijiderliohen  mit  bekannter  («-r)-gliedriger 
einfacher  Gruppe  yon  infinitesimalen  Transformationen. 

*)  Dieses  Theorem  wurde  von  Lie  in  Bd.  11  und  26  der  Math.  Annalen 
aufgestellt  in  den  Abhandlungen:  „AUg.  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung'*  und  „Allg.  Untersuchungen  über  Differentialglei- 
chungen, die  eine  continuierliche  endliche  Gruppe  gestatten**.  Diese  Arbeiten 
enthalten  eine  durchgeführte  IntcgratioDbtheoriü  der  vollständigen  Systeme  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen. 
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^*  ^=  «*  ä5  +  ''^  ä^  +  '^*  ä?  +  ''^  W' 
Die  letzteren  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.     Denn  es  ist  ja  (nach 
Satz  3,  §  1  des  17.  Kap.) 

Da  aber  nach  Voraussetzung  etwa: 


und  auch: 
ist;  so  folgt: 


(2;  Const  f/.)"  ^.  Z  Const.  ü," 


1 

d.  h.  ?7/',  U^\  £/V'  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen. 

Die  Anwendung  der  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  lehrt  nun 
unmittelbar,  indem  die  JJ"f  an  die  Stelle  der  dortigen  Xf  treten, 
dass  die  Integration  von  Äf  =^  0,  also  auch  von  y'"  —0  =  0 
in  allen  Fällen  bis  auf  einen  nur  drei  Quadraturen  erfordert  Nur 
wenn  -die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  würde  nach 
jenen  Theorien  auch  die  Integration  einer  Riccati'schen  DiflFerential- 
gleichung  erforderlich  sein.  Gewisse  Differentialgleichungen  dritter 
Ordnung  allerdings  entziehen  sich  dieser  Methode,  diejenigen  nämlich, 
für  welche  die  Determinante  von  Af,  U^'f,  U^'f,  üg'7  identisch  ver- 
schwindet 

duTCh^Ei^^         Eine  andere  Integrationsmethode  unserer  Differentialgleichung 

Variabein.  V      —  0}{X,  J/,  ?  ,  ^  )  «=  0 

besteht  darin,  dass  man  die  dreigliedrige  Gruppe  Uif  U^j  U^  auf  ihre 
canonische  Form  bringt.  Dies  erfordert,  wie  wir  in  den  §§  2  bis  5 
des  23.  Kapitels  erkannten,  nur  eine  Reihe  von  Quadraturen  oder  aber 
noch  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y. 
Durch  diese  Reductiou  wird  die  vorliegende  Differentialgleichung  auf 
eine  einfachere  Form  gebracht^  und  es  handelt  sich  alsdann  darum, 
sie  in  dieser  Form  zu  integrieren.  Unter  Umständen  verlangt  diese 
Methode  einfachere  Operationen  als  die  obige,  sich  an  den  vorigen  Pa- 
ragraphen anschliessende. 

fühmugin         "^^  möge  die  Differentialgleichung  z.  B.  eine  dreigliedrige  Gruppe 

8on°d°FaUe  ^^l^^s^n,  dic  zum  Typus 

p,    q,    xp 

gehört     Die  Auffindung  der  zugehörigen  canonischen  Veränderlichen 
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x^  y  erfordert  nach  §  4  des  23.  Kapitels  nur  eine  Quadratur.  Die 
Differentialgleichung  nimmt  durch  Einführung  der  canonischen  Va- 
riabein eine  Form 

an,  in  der  sie  die  Gruppe  p,  q,  xp  gestattet.  Um  diese  Form  zu 
finden,  werden  wir  so  verfahren: 

Wir  bedenken,  dass  die  Gleichung  y"  —  co  =  0  bei  den  drei  drei- 
mal erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 

^1  '—dx' 

^«  f  —  dy' 

^»   f  =  ^d^        y    dy'        ^y    W  y     dy" 

invariant  bleiben  muss,  hierin  rc,  y,  y\  y",  y"  als  Variabein  betrachtet. 
Sie  ergiebt  sich  daher  in  allgemeinster  Weise  dadurch,  dass  man  die 
allgemeinste  Losung  des  dreigliedrigen  vollständigen  Systems 

tr/7=.o,  t7/7=0,  f/g'Y— 0 
in  Xy  y,  y\  y\  y"  einer  Constauten  gleich  setzt.  Dieses  vollständige 
System  in  fünf  Veränderlichen  wird  in  dieser  Weise  integriert:  Zu- 
nächst hat  C/j'"/'=0  die  vier  von  einander  unabhängigen  Losungen 
y?  y }  y" i  y"'>  ^'so  als  allgemeinste  Lösung  eine  Function  f  von 
y>  y'}  y\  y"»  SoU  sie  auch  Lösung  Von  U^'"f=^0  sein,  so  darf  sie 
offenbar  y  nicht  enthalten.  Soll  sie  endlich  noch  Lösung  von  U^^f^^O 
sein,  so  muss  diese  Function  f{y\  y\  y")  die  Gleichung 

erfüllen.  Diese  aber  hat  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Lö- 
sungen 

y"  j      y'" 

sodass  also 

<f.  9 

die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  und  demnach 
oder,  nach  y"  aufgelöst: 

die  allgemeinste  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  ist,  welche  die 
Gruppe  jp,  j,  xp  gestattet. 
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Es  fragt  sich  nun^  wie  diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zu  integrieren  ist     Wenn  wir 


setzen^  so  wird 


.58  —  u 
du 

y"       dx    t  ck  9 

y  »  dy      * 

dx 

dy    '  ' 

sodass  dann  die  Differentialgleichung  lautet: 

Eine  Quadratur: 


^  +  2«»-«>(«)  =  0. 


/ 


du  . 

w(tt)  — 2tt*     '    ^ 


oder 
d.  h. 


liefert  u  als  Function  von  y  und  der  Integrationsconstanten  a.     Wir 
finden  also  etwa: 

Ist  diese  Quadratur  beendet,  also  etwa  gefunden: 

y'  =  ^(y,  a,  6) 
so  folgt  durch  eine  letzte  Quadratur: 


L 


—  X 


die  vollständige  Integralgleichung  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung. 

Im  ganzen  sind  hier  also  vier  successive  Quadraturen  erforderlich, 
eine  erste  zur  Bestimmung  der  canonischen  Veränderlichen  x,  y  und 
drei  folgende  zur  Integration  der  Differentialgleichung  in  ihrer  neuen 
Gestalt. 

^n*aT*dir"         ^^^  Vergleich  wollen  wir  die  Differentialgleichung 

ersten  /«/'V 

Methode.  y'"_  y' 8^  (y  Jj  ^  Q 

nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen  integrieren.     Wir  setzen: 


Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichnng  dritter  Ordnnng  in  .r,  y,  559 


und 


df       .  hf 


^»"/■^  «  ^  -  y'  ä^  -  2y"  > 


„   df 


dx 


dy' 


dy" 


und  bilden  die  Determinante 

1  y    y" 

10       0 


/j  = 


Sie  ist,  sobald 


0 
0     10  0 

ja;     0      -y'     -2y" 


=  -  2y"*  +  y'Uv. 


w 


^A9' 


ist,  nicht  identisch  Null.     Das  yollständige  System 
Äf=0,     17/7=0,     Dg'Y=0 
besitzt  eine  Lösung  (p,  für  die  wegen 

auch  etwa 

Z7,'>=-1 

angenommen  werden  kann.     Es  kommt  also: 

dx    dy    dy      dy' 

1t        tf       /  « 
y     y     y^w 

10      0        0 
0       10        0 


9 


J       y'*u>-'2y"^~ 


oder,  wenn  wieder 


gesetzt  wird: 


y    — 


u 


Femer  hat  das  vollständige  System 

Äf^O,    i/xT-o,    D,"/-=-o 

eine  Losung  i>,  für  die 

0=1 
angenommen  werden  darf.     Demnach  kommt: 


:V»0  K»P«**1  25,  I  ». 

-»  "  «IT    dy     dff'      dif 


/i    1   jf'    jf"   y«- 
J  ■    1      0       O         0 


^  J  -  •'    =  «. 
r  j.  ••  ?'"  =  »- 

Vn*sf  X»jca%A£%f   iriri-itirj  i!:su   r-ir   acÄ   v^g^örgsictg.»    vcä 
4t;t«9a   5^?^<iaimtLa:c  i^  <uw  ^^isunkor  ^srurieF^  «dum. 

'»*"^»/  t'    *\,»    —  ^»  —  ZI,*  —  j1  ^^ 

.V  ,   •  >i  >r  -^  ^^ 

ers  ^  —  _  
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(3)  ^r-X,^/~X,0/-Xo^,  =  O 

(.  =  1,2,3) 

ist.     Insbesondere  können  sie  stets,  wie   man  leicht  einsieht,  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Determinante 


01  01     01 

02  02        ^2 
^a       ^«'       0^ 


e'eO 


^ '       ist.     Nun    gestattet   die  nicht  verkürzte  Diflferentialgleichung    (1)  die 
drei  infinitesimalen  Transformationen: 

Ui  =  0,q,     U2  =  02q,     Ü3  =  ^s2, 

denn  mit  y  ist  auch  y  +  Const.  0^  +  Consi  02  +  Const.  0^  eine  Lö- 
sung Yon  (1)  und  bei  üj,  CTg,  U^  erfahrt  y  eben  die  Incremente 
0idt,  02jStj  0^dt,  während  x  ungeändert  bleibt.  Dass  die  unverkürzte 
Differentialgleichung  die  TJif  gestattet,  kann  man  übrigens  auch  so 
einsehen:     Die  Differentialgleichung  ist  äquivalent: 

-.    -       und  die  Ut  geben  zweimal  erweitert: 
::-— .      sodass 

iJJl-Ä)  EEE  (.,X„  +  .IX,  +  ^,"X,)  ^  +  ,/  1^  +  zl'   \L  _ 


oder 
ist. 

wegen 

(3) 

df 
=  0 

-  er 

dt 

Nunmehr  bilden 

Af' 

=  0,     f7/  = 

■0, 

U,f: 

=  ( 

0 

ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  a?,  y,  y ,  y",  dessen  Lösung  (p 
so  angenommen  werden  kann,  dass 

wird.     Die  t/i  bilden  nämlich  eine  dreigliedrige  Gruppe  mit  vertausch- 
baren Transformationen. 
Sonach  ist: 

Lio,  DifferentialgleichuDgen.  86 
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i>  = 


-ß 


dx    dy  dy  dy" 

1     y'  y"  y'^w 

10  0        0 

X      0  —y  —2y" 

V«w-8y"')dy  +  t^(iy'dy'-^j/d^ 
'  y'*u)-  2y"« 

_  /•     du 

Durch  diese  zwei  Quadraturen  hat  sich  also  etwa  ergeben: 

vdf',  y")  =  o> 
*(y,  y'>  y")  =  ^ 

Eliminiert  man  hieraus  y",  so  kommt  eine  Relation 
deren  Integration: 


f-. 


^ x  +  c 


die  vollständige  Integralgleichung  liefert 

Diese  Methode  erfordert  also  nur  drei  Quadraturen^  von  denen 
sogar  die  beiden  ersten  von  einander  unabhängig  sind.  Allerdings 
haben  wir  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  canonischen  Veränderlichen^ 
deren  Bestimmung  ja  eine  Quadratur  erfordert^  schon  eingefQhrt  seien. 
Aber  diese  Voraussetzung  ist  offenbar  unnötig ,  wir  hätten  dieses 
zweite  Integrationsverfahren  auch  fClr  beliebige  Veränderliche  genau 
ebenso  durchfQhlren  können. 

Wir   werden   nun   auf  die  Behandlung  der   übrigen  Fälle   nicht 

weiter  eingehen,  ihre  Durchführung  vielmehr  dem  Leser  überlassen. 

Doch  sollen  zwei  Beispiele  zu  unseren  Theorien  hier  Platz  finden. 

BeiBpieie.  2.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  die  allgemeine  lineare  Differentialglei- 

Diffg^   chung  dritter  Ordnung 

dritter       ,    ^  " 

Ordn»n».    (1)  y"'_  X^y"  -  X,y'  -X^y-X^O, 

in  der  X,  Xq,  X^,  X^  gogebene  Functiouen  von  x  allein  bedeuten. 
Bekanntlich  nennt  man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zwischen  is  und  x: 

(2)  /"-  Xy—  X,z  —  Xo0  =  0 

ihre  verkarste  Gleichung.  Hat  man  diese  integriert,  so  kann  man 
durch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  erstere  ebenfalls 
integrieren.  Es  seien  nämlich  s^y  0^^  e^  drei  particulare  Lösungen  z 
der  verkürzten  Gleichung,  also  drei  Functionen  von  x^  für  die 
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(3)  ^r -  X,er~  X,z[-  X,z,  =  0 

(«  =  1,2,3) 

ist.     Insbesondere  können  sie  stets,  wie   man  leicht  einsieht,  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Determinante 


z/  = 


^1       e^ 


Z^      Z. 


eIeO 


ist.  Nun  gestattet  die  nicht  verkürzte  Differentialgleichung  (1)  die 
drei  infinitesimalen  Transformationen: 

üi  =  0iq,     U^  =  0iq,     U^  =  z^q, 

denn  mit  y  ist  auch  y  +  Const.  z^  +  Consi  z^  +  Const  z^  eine  Lo- 
sung von  (1)  und  bei  üj,  17,,  U^  erfahrt  y  eben  die  Incremente 
z^dt^  z^JSty  z^dt,  während  x  ungeändert  bleibt.  Dass  die  unverkürzte 
Differentialgleichung  die  Uif  gestattet,  kann  man  übrigens  auch  so 
einsehen:     Die  Differentialgleichung  ist  äquivalent: 

und  die  Ui  geben  zweimal  erweitert: 


sodass 


(urA)  =  (z^x, + zix, + zrx,)  jf.  +  z/ 1^  + ..."  1^ 


,  df  n   df  ,n  df 

oder  wegen  (3) 

ist. 

Nunmehr  bilden 

Äf=0,     UJ=0,     UJ^O 

ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  x,  y,  y,  y\  dessen  Losung  9 
so  angenommen  werden  kann,  dass 

£7,9  =  1 

wird.     Die  Vi  bilden  nämlich  eine  dreigliedrige  Gruppe  mit  vertausch- 
baren Transformationen. 
Sonach  ist: 

Lie,  DifTorenttalpleicbuDgen.  86  » 
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9  = 


oder 


dx 

dy 

dy'                        dy" 

1 

y' 

y"      X+X,y  +  X,y'  +  X,y" 

0 

h 

£?/                                    «l" 

0 

^2 

^/                           ^." 

1 

y' 

y"      X+X,y  +  X,y  +X,y" 

0 

«1 

^i'                            ^i" 

0 

^j 

.,'                            ^," 

0 

h 

^s'                                ^3" 

rfa;    dy    dy 

y     y 

0      ü^     z' 


df 

X+X,y+X,y+X,y" 


ein  Integral  von  Äf=0.  Durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices 
1,  2,  3  bei  den  z  ergeben  sich  noch  zwei  Integrale. 

3.  Beispiel:  Gesucht  wird  eine  Curve  in  der  Ebene  von  der  Be- 
schaffenheity  dass  ihre  Bogenlänge  s,  von  einer  Änfangsstelle  aus  ge- 
rechnet^ eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Bogenlänge  6  der 
Evolute  der  Curve  ist.  Wenn  Qq  der  Krümmungsradius  der  Anfangs- 
stelle, Q  der  Krümmungsradius  der  Stelle  mit  Bogenlänge  s  auf  der 
gesuchten  Curve  ist,  so  ist 

^  =  9  —  9o 

und  wir  verlangen 

Da  sich  die  Bogenlänge  s  durch  ein  Integral  ausdrückt,  so  ist  dies 
noch  keine  DiflFerentialgleichung.  Wir  haben  vielmehr  noch  zu  dif- 
ferenzieren: 

ds  =  Sl'{Q  —  po)^9- 
Es  ist: 


ds  =  yi  +  y^dx, 

^       (i+y'*)* 


Die  Bedingung  nimmt  also  die  Form  an: 

»■"-rT?-.(ä!^-^). 


WO 


y" 
ist.     Führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 
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1  =J<l±y':l) 


SO  lautet  die  DifferentialgleichuDg: 

Um  sie  zu  integrieren,  beachten  wir,  dass  die  gesuchte  Curve  in  eine 
ebensolche  übergeht,  wenn  man  sie  in  der  Ebene  verschiebt  oder 
dreht.     Die  Differentialgleichung  gestattet  daher  die  Translationen: 

und  die  Rotation: 

UJ^  —  yp  +  ^ff, 

die  zusammen  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen bilden.  Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  y  "  —  ©  =  0 
ist  der  linearen  partiellen  äquivalent: 

welche  die  zweimal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  zulässt: 

die  eine  dreigliedrige  Gruppe  bilden ,  deren  erste  derivierte  Gruppe 
zweigliedrig  ist.     Es  ist  die  Determinante  von  Äf  und  den  ü"f: 

tf       y  «0 

10         0  0 

0       10  0 

-y    X    1  +  y'»    Sy'y" 


Äf^'/^  +  y''^,  +  y" 


J  = 


3yV'»-(l  +  y'> 


=  f' 


w. 


Sobald  wir  «;=|=0  annehmen,  was  wir  thun  wollen,  ist  ^=^0,  und 
wir  können  die  Integration  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen 
durch  drei  Quadraturen,  ermöglichen. 
Es  ist: 

während  jedes  {üi' A)  ^  ki  Af  \9>t     Die  drei  Gleichungen: 
Af^Oy     üi'7-0,     [7/7=0       ' 

36* 
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bilden  also  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  x^y^y\y\  dessen 
Losung  9  so  gewählt  gedacht  werden  kann^  dass 


isi     Es  ist  somit: 


9> 


dx    dy    dy  dy' 

y      y  m 

10       0  0 

0      10  0 


oder  wenn  wir 


setzen : 


(1  +  y  ^y  ^  Uj    also     w^w  (-^,) 


V-fe) 


9  =  — arctgyVf       /„x 

Die  Ausführung  dieser  Quadratur  giebt  etwa: 
g)  =  — arctgy  +  «(^>) 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y,  y,  <p  als  Veränderliche.    Dadnrch  gehen 
Af  und  Ui",  Z/j"  über  in: 

Äf=  1^  4-  «'  ^  J_  «"  M. 


ay 


3»' 


WO  in  -4/"  das  y'  vermöge  der  Beziehung  zwischen  9,  y',  y"  durch 
q>  und  y'  ausdrückbar  ist  y'  ist  also  als  bekannte  Function  von  9 
und  y'  zu  betrachten.    Nun  bilden: 

Äf-O,       VJ'^0 

ein  vollständiges  System  in  x,  y,  y  (9  tritt  darin  als  arbiträrer  Para- 
meter auf)  und  seine  Lösung  ^  erfüllt^  wie  wir  wegen 
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annehmen  dürfen^  die  Gleichung 

Die  Determinante  von  Af,  U^f,  U^f  lautet: 

y    y 

J=    10     0 
0     1     0 
und  es  kommt: 

dx    dy    dy 

y     y 

1       0       0 

Hierin  ist,  wie  bemerkt,  y"  als  Function  von  y    und  tf  aufzufassen 
vermöge 

„  =  -arctgy'  +  *((i-+^!f:^). 
Bea^eichnen  wir  die  zu  0  inverse  Function  mit  0^  so  kommt: 


*-/f 


3 

(i±J'15_  =  ^(y_j.arctgy'), 


also 
Demnach  wird 


y  =^ 


(i  +  y")* 


wenn  nämlich 


*  (qp  +  arc  ig  y) 

t  =  y-  / -^^^"1  ^{"P  +  arc  tg  y') 
^y  -^  f  0((p  -^  arc  cos  z)d0, 


:  ^e 


gesetzt  wird.    Bei  der  Ausführung  der  Quadratur  ist  q>  wie  eine  Con- 
stante  zu  behandeln.     Man  findet  etwa: 


worin  noch 


q>^  —  arc  tg  y'  +  <P 


zu  setzen  ist. 

Nunmehr  werden  x,  y,  q>  und  ^  als  Veränderliche  benutzt.    Dann 
geht  -4/"=  0  über  in: 
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wo  y   als  Function   von  y,  g?  und 
Gleichung  gestattet: 


-^   aufgefasst  werden  muss.     Diese 


TT  f=.lL 


und  hat  daher  das  Integral: 


■j 


dy 

y 


y 

0 


-«+/^ 


durch 


wo   y    durch  y,  (p  und  ^  ausdrüekbar  ist  und  bei   der  Quadratur  q> 
und  ^  als  Constanteu  zu  behandeln  sind. 

Diese  dritte  Quadratur  ist  von  der  zweiten  abhängig.  Wir  könnten 
aber  auch  die  dritte  unabhängig  von  der  zweiten  ausführen;  denn  be- 
nutzt man  x,  y,  y   und  (p  als  Veränderliche,  so  bilden  auch: 


Äf. 


vx+y 


dl 

dy 


+        /i 
y 


dl 


0, 


^»'  —  dy 


ein   zweigliedriges  vollständiges  System  und  die  Lösung  %   desselben 
erfüllt,  wie  angenommen  werden  darf,  die  Gleichung 


sodass 


Ü^%=1, 


/ 


dx 

dy 

dy 

1 

y' 

2/" 

0 

1 

0 

1 

y' 

!/" 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

..-/: 


'd^ 


wird.    Hierin  ist  ^'  durch  y   und  q>  ausdrückbar,  und  darauf  muss  so 
integriert  werden,  als  ob  q>  eine  Constante  wäre.     Schliesslich  ist  für 
9  sein  obiger  Wert  einzusetzen. 
Eliminiert  man  endlich  aus 

die  Grössen  y,  y',  so  erhält  man  die  gesuchte  vollständige  Integral- 
gleichung 

lix.y.ayh.c)  =  0. 
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Schlnsswort. 

Wir  wollen  nunmehr  mit  einigen  Bemerkungen  übef'  die  Bedm- 
tungjder  vorgetragenen  Theorie  dieses  Werk  beschliessen. 

Nehmen  wir  an,  es  liege  —  um  gleich  allgemein  zu  reden  — 
ein  System  von  Differentialgleichungen  vor,  welches  integriert  werden 
soll  und  von  dem  man  weiss,  dass  seine  allgemeinen  Lösungen  nur 
arbiträre  Constanten,  keine  arbiträren  Functionen,  enthalten.  Alsdann 
kann  man  sich  fragen,  ob  dasselbe  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet. Lässt  sie  solche  zu  und  zwar  eine  hegrenete  Anzahl  von  ein- 
ander unabhängiger,  so  ist  es  immer  möglich,  die  Bestimmung  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  zurückzuführen  auf  das  Problem,  ein 
gewisses  vollständiges  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen zu  integrieren,  welches  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen gestattet.  Wird  dieses  vollständige  System  integriert,  so 
findet  man  die  gewünschten  infinitesimalen  Transformationen  und  ihre 
Verwertung  ermöglicht  alsdann  gewisse  Vereinfachungen  des  Inte- 
grationsproblemes.  Das  dann  noch  zu  erledigende  Integrationsgeschäft 
lässt  sich  nämlich  wiederum  auf  die  Integration  eines  vollständigen 
Systems  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Trapsformationen 
zurückführen. 

Wenn  ein  System  von  Differentialgleichungen  vorliegt,  so  kann 
man  sich  ferner  die  aus  vielen  Gesichtspunkten  wichtige  Frage  vor- 
legen, ob  dasselbe  auf  eine  gegebene  typische  Form  reduciert  werden  kann. 
Die  Frage  der  Möglichkeit  dieser  Zurückführung  lässt  sich  immer 
durch  die  allgemeine  Theorie  der  Differentialinvarianten  entscheiden. 
Ist  die  Reduction  möglich,  und  gestattet  dabei  die  typische  Form  eine 
endliche  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  so  kann  man 
die  wirkliche  Überführung  leisten,  sobald  man  ein  gewisses  vollstän- 
diges System  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen integriert  hat.  Wieder  also  tritt  das  letztere  Problem  auch 
hier  in  den  Vordergrund. 

Schon  diese  Bemerkungen  genügen,  die  hervorragende  Wichtigkeit 
des  Problems  zu  zeigen,  ein  vorgelegtes  vollständiges  System  mit  be- 
kannter Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  zu  integrieren. 

Eine  Begründung  der  obigen  Bemerkungen  kann  freilich  hier 
nicht  gegeben  werden,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  voraus*). 

*)  Eine  ziemlich  eingehende  Integrationstheorie  eines  vollständigen  Systems 
mit  bekannter  Gmppe  findet  sich,   wie   schon   gelegentlich  bemerkt  wurde,  in 


*^fj^^9^^^y.i' 
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Schliesslich  sei  noch  Eines  hervorgehoben:  Bei  der  Ausführung 
der  von  uns  verwerteten  Integrationstheorien  spielten  die  zu  einer 
Gruppe  gehörigen  JXfferentialinvarianten  eine  wesentliche  Rolle.  Man 
wird  durch  ihre  Benutzung  zu  solchen  Integrationstheorien  gefuhrt, 
welche  mit  der  Qahis'schen  Behandlung  der  Auflösung  (ügAraischer 
Gleichungen  durchgehende  Analogien  darbieten.  Allerdings  mfissen 
wir  uns  darauf  beschränken,  auch  dies  hier  nur  angedeutet  zu  haben. 
Eine  Begründung  dieser  Bemerkung  ist  hier  nicht  am  Platze. 

Bd. '26  der  Math.  Annalen.  Es  mag  aber  hier  erwähnt  werden,  dass  die  dortige 
Darstellung  an  einer  Stelle  eine  kleine  Lücke  hat  und  an  einer  anderen  Stelle  einen 
Satz  verwertet,  dessen  allgemeine  GQltigkeit  allerdings  zweifelhaft  ist.  In  den 
Berichten  der  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wies,  vom  Jahre  1889  ist  jedoch  die  genannte 
Lücke  ausgefüllt  und  der  fragliche  Satz  eliminiert  worden.  Die  früher  citierte 
Bemerlcung  des  Herrn  Vessiot  ermöglicht  es  überdies,  die  Hauptresultate  jener 
Abhandlung  in  einfacherer  Weise  abzuleiten. 


Veriag  von  B.6.  TEUBNER  in  LEIPZIG  und  BERLIN. 

■  t  ■  I  1 

Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften 

mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen. 

Herausgegeben  im  Auftrage  der 

Akademien  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig,  MOnchen  und  Wien, 

bowie  unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen. 
In  7  Bänden  zu  je  6—8  Heften,    gv.  8.     Geheftet  und  in  Halbfranz  geb. 
Bisher  eriobianen: 
L  Arithmetik    und    Algebra,    S    Teile,    red.   von    1  n.TeUband  (IV,  l,  8)  Heft:  l.  [152  S.]    1904. 

W.  rrs^Heyer.  |  ^4.40 

T^   m  ..     S^        o  UT'  ,,S,    ;^«^  .r.:.  ^r    '>  1»08.   Geh.^l7.60,  iJiH»lbfr»M 

n.  TeiL     [X  u.  8.  555—1197]    1900—1901.  Geh.    ;  .  .  ^^k   JL  iß  60 

JCld.—,  inH»lbflr»nB  geb.  ^M  '  «     .  ^    w.ow. 


IL  Aealyeie,  2  Teile,  red.  von  H.  Burkbardt  und 
W.  Wlrtinger. 

I.  Teil.    Heft:   1.     [160  S.]     1899.     .K  4. HO; 
2/8.  [240  S.]   1900.  .Ä  7.50;  4.  [160  S.] 
1900.  ^4.80;  5.  [199  S.]  1904.^6.—; 
6.  [57  8.]    1906.    ^1.60. 
n.  TeU     Heft:    1.    [175  8.]    1901.    ^  6  20. 
III.  Qeometrie,  9  Teile,  red.  tob  W.  Frz.  Heyer. 
LToiL    Heft:    1.     [220  8.]     1907.    ««16.40. 

2.  [Ui  S.J     1907.    JC  5.-^ 
U.  TeO.    Heft:    1.     [160  8.]     1903.     U^  4.80; 
2.  [96  8.]    1904.    «^2.80;    8.  [199  8.] 
1906.    ^6.60. 
UI-ToIL     Heft:    1.    [188  S.]     1902.     JC  6.iO\ 
2/8.    [256  8.]     1903.    ^6.80. 
IV.  ■eoheeik,  4  Teüb&nde,   red.  Ton  F.  Kleie  und 
C.  H.  Httlier. 

I.  Teilband  (IV,  1,  1)  [XVI  u.  691  S.J  1901— 
1908.  Geh.  JC  20.40,  in  Halbfranz 
geb.  .iC  24.— 


rv.  Teilband  (III,  2,  2)   Heft:  1.   [124  8.]   1907. 
^8.00.    8.  [186  8.]  1907.  ««: 5.20. 

V.  Pbytik,  8  Teile,  red.  von  A.  Sommerfeitf. 

I.  Teil.   Heft:    1.      [160  8.]     1908.  'UK:4.80; 

2.  [159  S.]    1905.   JCA.Wii  3.  [172  8.] 

1906.^6  «0;  4.  [121  8.]  1907.  .A8.60. 

IL  TeU.    Heft:    1.      [280   8.]     1904.     .Ä  8.— ; 

2.  [104  8.]    1907.  JCS.^ 

VI.  1 :  fieodleie  eed  Qeopbyelk,  2  Teilbttnde,  red.  ron 
Pb.  Furtwttnoler  und  E.  Wieohert. 

Heft:  1.     [116  8.]     1906.    JC  8.40. 
2.    [127  8.]    1907.    Ut:  3.60. 

VL  2:  Aetronomle,  red.  ron  K.  Sohwertiolilld. 

Heft:  1.     [198  8.]      1905.     .^5.80. 
2.    [189  8.]    1908.    .4C  A.— 
In  Vorbereitung: 

VU.  eeeohiebte,  Pbileeopble,   DMektIk.     [in  Tor- 
beveitnng.] 


Encyclopödie  des  sciences  mathömatiques 

pures  et  appliquies. 

Publice  60UB  les  auspiceg  des  Acad^mies  des  sciences 

de  Göttingue,  de  Leipzig,  de  Munich  et  de  Vienne 

avec  la  collaboration  de  nombreux  savants. 

Edition  fran^aisei 

rddigee  et  publice  d'apräs  T^dition  allemande  sous  la  direction  de 
Jules  Molk,  professeur  ä  Tuni versitz  de  Nancy. 

En  sept  tomes.    gr.  8.    Geheftet. 

Paru:  Tome  I:  VOl.  t,  faSC.  I.  [160  pag.]  1904.  A4,—  faSC.  II.  [167  pa^.] 
1907.  A  4.20.  fasC.  III.  [158  S.]  1908.  A  6.—  Tome  I:  V€l.  II, 
fasC,  I.  [237  pag.l  1907.  A^.SO.  Tome  I:  VOl.  III,  faSC.  I.  [96  pag.] 
1906.  JK  2.40.  faSC.  II.  [96  pag.]  1908.  A  2.40.  Tome  I:  YOl.  IV, 
fasC.  I.    [160  pag.]     1906.     Jf  4.— 

Durch  die  günstige  Aufnahme  veranlaßt,  welche  die-  deutsche  AuBgabe  dieses 
monumentalen  Werkes  m  Fachkreisen  gefunden  hat,  ynd  auf  vielfache  Anregungen 
hat  sich  die  Verlagsbuchhandlung  entschlossen,  die  Encyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  in  Gemeinschaft  mit  der  Firma  Gauthier-Villars  in  Paris  auch  in 
französischer  Sprache  erscheinen  zu  lassen.  Das  Werk  wird,  wie  schon  die  erste 
Lieferung  zeigt,  seitens  der  deutschen  Bearbeiter  viele  Änderungen  und  Zusätze 
erfahren,  und  auch  die  französischen  Mitarbeiter,  sämtlich  Autoritäten  auf  ihren 
Gebieten,  haben  eine  gründliche  Umarbeitung  vorgenommen.  Zum  ersten  Male  durfte 
Fomit  wohl  hier  der  Fall  eingetreten  sein,  daß  sich  bei  einem  so  großen  Werke  die  ersten 
deutschen  und  französischen  Fachgelehrten  zu  gemeinsamer  Arbeit  verbunden  haben. 


VERLAG  VOM  B,  a  TEUBNER  IN  LEIPZIG  UND  BERLIN: 

Repertorium  der  höheren  Wathemätik  (i»^.Btiitii>(iLn  r.n,,h,  i     r 

|/"  vt   Faaeal,    orri.    Prüfft»«tir   mi     ! 

Ali  ^      r    viiit    wnit,   A,  8chcpp    111  Wji- 

Atiüiige.    in   ii   liPiirn     Aiiatysfd  und   ^eomttrie.      L  T@/l:    Di»  A« 
^gtthttti  von  P,Cp4tcln.  |<^a  7tm  S]  gr,  H    lytn».  lu  hnv^A    cf-T^  v^r  ii. 
im  Januar  löOiL]    11  Tnli    F)iit  Ui^oinf^trio.     Hcf  i 
[<»,  gern  ^'  ]     trr   t*      !*Mt'>_     In  hivxd    ^rh    m.,  n    .ff 

r  ■ 

•kk  tu  I 

faul  ttdl*' 


llj«      Dl>l! 


Litt 

Vocabulai 


CABOT  SCIENCE  LIBRARY 


(Inf  o 

Hl..  ■ 

lu  i  UHnileä 
H.  Anflftife/ 
1907.    (Ml  q 

bin   zuir     ^  '  1 

Vom  Jui. , , 

in  ri..Tj-r 

Mit  loo  Kl 

2HUll'4fmaiflL  hhitf 


Scherz  un 


Qeh 


äOQ  El.  Cht 


bri 

31  Ein 


4 


VERLAG  VON  B.  6.  TcTJBNER  IN  LEI      ^  ^^^"^  °°^  '^^^  °^^ 


Encyklopädie  . 
der  Elementar-Mathematik. 

Ein  Handbuch  fflr  Lehrer  und  Stuitterende  van 

Dr.  Heinrich  Weber     and     Dr.  Joseph  Wellstein, 

In  di-t^i  B&ndeii,     gi'.  8.     JLd  Leinw.  ^&h, 

U  Elementare  Algebra  und  Analysis.  B^arbeit«!  van  H*  Webftr.  %.  Auü^gti.  Mit 
38  Teit%umi.     [  XVfll  u.  SSÖ  S]     IVOö.     o.  .€  »,60. 

II  Demente  der  Geometrie,  Itearbiätet  tau  H*  W«ti«r,  j.  Welt&tem  mä«i  W.  Jacobs- 
tlial.  2.  Auflage.  Mit  261  Teiütgui^ti.  [XII  u.  fifle  S  J  imi.  n  .it  i:*  - 
III.  Ajigewandte  Elementar* Mathematik.  l^Bftrbüitat  voii  H«  Wetier,  1  Weüsteln 
und  R.  H.  Weber  (Bo8tock).  Mit  868  TöxtUgtarea.  [XIU  u.  ööd  aj  l^m  u.JLU.— 
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